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Le type d’'une surface et sa courbure totale

Par Cu. Braxc, Lausanne, et F. FiarLa, Genéve

L’un de nous a démontré!) pour les réseaux Riemanniens un critére
de type parabolique reposant sur la notion de courbure totale. On peut
étendre ce critére aux surfaces en suivant en somme pas & pas la démons-
tration donnée dans le cas discontinu; les seules difficultés qui s’intro-
duisent alors sont résolues grace & la notion de vrai cercle, cas particulier
des vraies paralléles, définies et étudiées dans un récent travail?).

Ce critére se rattache & certains théorémes connus sur le type des sur-
faces de Riemann; en particulier il doit étre rapproché du théoréme
d’Ahlfors sur les surfaces de Riemann n’ayant que des singularités algé-
briques?®). Signalons aussi que notre critére met le probléme du type en
relation avec celui des inégalités isopérimétriques, constatation déja faite
par Ahlfors dans son travail sur les surfaces de recouvrement?).

Enfin ce théoréme doit étre rattaché aux critéres qui reposent sur le
degré de ramification d’une surface de Riemann; le degré de ramification
est & remplacer ici par la notion de courbure totale.

1. Nous appelons plan de Riemann (voir F. p. 303) un plan aux coor-
données rectangulaires z, y, dans lequel la métrique est définie au moyen
d’une forme quadratique définie positive

ds? = E (z, y)da? + 2F (z, y)dzdy + G(z, y)dy?

remplissant les conditions suivantes:

a) E(z, y), F(x,y), G(x, y) sont des fonctions analytiques réelles de
z et de y,

b) la longueur de toute ligne divergente, c’est-a-dire extérieure, &
partir d’un certain moment, & tout domaine borné, est infinie.

On sait comment 1’on calcule les quantités qui ne dépendent que de
Pélément d’arc, la courbure totale en particulier.

Le théoréme que nous nous proposons de démontrer est le suivant:

Théoréme. — 8i Uintégrale de la courbure totale d’un plan de Riemann
est bornée inférieurement, ce plan est de type parabolique.

1) Ch. Blanc: Les réseaux Riemanniens. Comm. Math. Helv. 13 (1940), p. 54—67.

%) F. Fiala: Le probldme des isopérimétres sur les surfaces ouvertes & cour-
bure positive. Comm. Math. Helv. 13 (1941), p. 293—346, cité F. dans le texte.

3) L. Ahlfors: Zur Bestimmung des Typus einer Riemannschen Flache.
Comm. Math. Helv. 3 (1931), p. 173—177.

4) L. Ahlfors: Zur Theorie der Uberlagerungsflichen. Acta Math. 65 (1935),
p. 167—194.
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Ce théoréme s’applique naturellement en particulier aux surfaces ana-
lytiques de l’espace ordinaire, homéomorphes au plan euclidien et satis-
faisant & la condition b).

2. Soit un point fixe O du plan de Riemann. Nous appelons vraz cercle
de centre O et de rayon r, le lieu des points situés & une distance » du
point O — la distance entre deux points étant la borne inférieure de la
longueur des arcs joignant ces deux points; rappelons qu’el}tre deux
points quelconques existe au moins un arc de longueur minimum, que
nous avons appelé arc minimum. On sait (F. p. 332) que les vrais cercles
peuvent étre considérés comme un cas particulier des vraies paralléles a
une courbe analytique simplement fermée. Nous pouvons donc leur appli-
quer les théorémes établis dans ce cas général:

Le vrai cercle de centre O et de rayon r se compose d’un nombre fini
d’arcs analytiques appartenant au cercle géodésique (au sens de Gauss)
de centre O et de rayon r. Ces arcs forment un nombre fini de courbes
fermées.

Nous désignons par I, le vrai cercle de centre O et de rayon r et par
2. le domaine situé & lintérieur de I',, c’est-d-dire 1’ensemble des
points dont la distance & O est < r.

Soient L(r) la longueur de I', et C(r) I'intégrale de la courbure totale
sur 2, .

La fonction L(r) jouit des propriétés suivantes:

a) L(0) =0,
b) —ii—l?ii—())-——=2n,

¢) L(r) est une fonction continue pour toute valeur de r,

d) L(r) est une fonction analytique, sauf éventuellement pour un nom-
bre fini de valeurs de » ou pour une suite de valeurs de r tendant vers
Pinfini,

dL(r)
®) dr

Les deux premiéres propriétés sont bien connues, les autres sont
démontrées dans F. (p. 326—330).

<2n— C(r).

3. Considérons maintenant un plan de Riemann pour lequel I'intégrale
de la courbure totale est bornée inférieurement; c’est dire que l'inté-
grale de la courbure totale sur un domaine borné quelconque est plus
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grande qu'une constante finie C;. On a en particulier C(r) > C, d’ou
Pon tire grace & e)
dL(r)
dr

<27Z'—'00 .

En posant 27 — Cy = C et en intégrant entre 0 et r, ce que nous
permettent les propriétés c) et d), on obtient le

Lemme 1. — Etant donné, dans un plan de Riemann dont Uintégrale
de la courbure totale est bornée inférieurement, un point O, il existe une
constante C telle que la longueur des vrais cercles de cenmtre O satisfait a
Pinégalité

g Liry<C-r.

4. Une fonction analytique réelle » étant définie en tout point du plan
de Riemann, nous désignons par V(u, u) et Au les deux opérateurs de
Beltrami®). On sait que si 2’ est un domaine dont la frontiére I" se com-
pose d’un nombre fini d’arcs analytiques, on a

f.f V0 do= [ ou &s — f fududo
P}

ol la dérivée normale doit étre prise vers ’extérieur de 2.
La démonstration de notre théoréme se base encore sur le

Lemme 2. — Si un plan de Riemann de type hyperbolique est représenté
de maniére conforme sur Vintérieur d’un cercle || = 1, la fonction u =
log | {|, harmonique dans tout le plan de Riemann, sauf au point qui
correspond a { = 0, est telle que U'intégrale

I=j'2fV(u,u)dw ,
ou 2 est un domaine borné quelconque extérieur & I, (¢ > 0), est bornée.

En effet, on augmente 'intégrale en remplacant 2 par un domaine
2'* contenant 2. Soit alors 2* le domaine limité par I', et par la courbe
y sur laquelle v = M = Max u dans 2. On a

‘fz‘f V (@, w)do = J:g! V (v,u) dw

g‘)[u—aa—; ds—{—ﬁ{u%—ds—_&!ududw .

5) voir Blaschke, Differentialgeometrie I, 3e éd., Berlin 1930, p. 168—174.
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La premiére intégrale est négative, car sur y,u<0 et —g%— >0; la

seconde ne dépend pas de J: soit 4 sa valeur; la troisiéme enfin est nulle,
puisque u est harmonique dans 2* . On a donc

ffVu,u)do <4,

ce qui démonftre le lemme.

8. Démonstration du théoréme. — Considérons I'intégrale
I(r) = Viu, u)do .
() 2! j 5 (%, u)

Introduisons dans le plan de Riemann le systéme de coordonnées
formé par les lignes géodésiques issues d'un point O et arrétées aux points
extrémes sur ces lignes et par les vrais cercles de centre O (F. p. 324
et suiv.).

Comme on a démontré que la fonction L(r) est continue on peut
démontrer que la fonction F(r) = f V(u, u)ds est continue, la fonction

I

V (u, u) étant aussi continue. Notrc; intégrale peut alors s’écrire
I(r) = [ (§ V(u,u)ds)dr = | F(r)dr .
e Iy £

La formule de Green appliquée au domaine compris entre I, et I’

nous permet d’affirmer que 1‘[ g:i ds = 2n. On en tire 1! %Z— ds= 27 et,
4 r

grice a I'inégalité de Schwarz,
4n? < ds)2< | ds -
ST b )

On peut déduire de ce qui précéde et du lemme 1 que

2

ou ds gl[ds -1’:\7 (w,u) ds=L(r)-F(r).

on

ou
on

F(r) > —Iri
d’ou l'on tire immédiatement
I(r)> K log -g_ .

En prenant r suffisamment grand, I (r) peut dépasser toute limite, ce
qui montre en tenant compte du lemme 2 que le plan de Riemann consi-
déré est bien de type parabolique. Notre théoréme est démontré.

(Regu le 23 juillet 1941.)
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