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Heptaeder aus verschiedenen Netzen
Von K. Merz (Chur)

Das Oktaeder wird durch seine drei Achsenschnitte in acht Zellen
zerlegt, von denen je vier Zellen in Scheitellage das Heptaeder bilden, das
damit vier nur in Ecken zusammenstoBende Dreiecke besitzt und dazu als
Flachen noch die drei Quadrate der Achsenschnitte, die einander in den
drei Achsen als Doppelstrecken durchdringen, an denen die vier Liicken
der vier herausgenommenen Zellen nach dem Schnittpunkt O einspringen.
Das Heptaeder kann aus verschiedenen Netzen, an denen Oberseite o und
Unterseite u zu unterscheiden sind, durch Aufklappung erhalten werden,
wobei je zwei der Randseiten sich zu Kanten aneinanderfiigen, und zwar
entweder o an o oder o an u, wobei im letzteren Fall Wendestrecken be-
stehen, welche Mobiusbinder schlieBen. Je nach dem Netz erhalten die
Wendestrecken verschiedene Anordnung am Heptaeder, wodurch an der
Aullenseite der einzelnen Zellen die Flichen verschieden in o und u gegen
einander gewendet erscheinen. An der Gesamtfliche des Heptaeders als
einseitig konnen Auflen- und Innenseite nicht unterschieden werden, da
an den Wendestrecken Ubergange zwischen den Netzseiten stattfinden.
Im folgenden sind sieben verschiedene Netze des Heptaeders gezeichnet,
wobei die Wendestrecken auBler in Kanten auch in Doppelstrecken fallen.
Ist ein Netz durch Versuch hergestellt, so erhélt man daraus andere, in-
dem man einzelne der Wendestrecken durch Ansetzen der zugehorigen
dabei zu wendenden Fliache zum Verschwinden bringt, was die Ent-
stehung anderer Wendestrecken zur Folge hat. Die Aufklappungen der
Netze erfolgen um die punktierten inneren Seiten nach oben, um die
iibrigen entgegengesetzt.

1. Drei Wendestrecken an dem Kantendreieck einer Liicke entstehen
aus dem Netz Abb. 1,. Die Wendestrecken sind 1, 2, 3 und die dazu ent-
sprechend windschiefen Doppelstrecken I, 11, ITI, die sich in O als drei-
fachem Punkt schneiden. Jedes der drei Quadrate der Achsenschnitte ist
im Netz durch eine der Doppelstrecken geteilt zur Ermoglichung der
Durchdringungen am Modell, an dem diese beiden Teile wieder gleich-
seitig o an o sich schlieflen, z. B. I an I, die dann zusammen in die inneren
beiden Hilften I fallen. Am aufgeklappten Heptaeder zeigt die Liicke
von 1, 2, 3 nach O die Unterseite des Netzes und ebenso die Gegenzelle
zu dieser Liicke, wihrend im iibrigen auflen o erscheint. Jede Zelle fiir
sich besitzt als Flachen ein gleichseitiges Dreieck und drei Viertelsflachen
der Quadrate als rechtwinklige Dreiecke.
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Im Netz Abb. 1, ist ein Streckenzug gezeichnet von P nach ¥V auf o und
von (P) = P nach (V) in u, so daBl durch die Aufklappung V und (V) auf
der Wendestrecke 3 zusammenfallen. Dabei wird P nach Abb. 1, ein
Punkt auf der AuBlenseite einer Zelle auf o und der Streckenzug fiihrt als
PQRSTUYV weiter auf o nach dem Gegenpunkt (P) = P durch (V) (P)
in % in der Innenseite der Zelle. Dieser Weg von P auf der Heptaeder-
flache zu (P) schneidet die Doppelstrecken in D,, D,, und D,. Dabei liegt
PQD, auflen an der 1. Zelle, D, RSD, innen in der 2. Zelle, D, TUD,
aulen an der 3. Zelle und D, V (P) innen wieder an der 1. Zelle. Dieser

Abb. 1,

Weg P (P) verlauft also durch sechs Flachen, einzig das Dreieck an 2
wird gemieden wie auch die andern Flachenteile dieser Zelle. Gewendet
erscheinen an der 3. Zelle eine Flache, die mit RS und die drei anstoB3en-
den Viertelsflichen der Achsenschnitte und ferner gegeniiber an der
Liicke der Wendestrecken 1, 2, 3 nochmals drei Viertelsflichen, also sind
zusammen gewendet eine Flache und sechs Viertelsflichen, von den im
ganzen 4 Flachen und 12 Viertelsflachen des Heptaeders. Das Wendungs-
verhaltnis nach Flichenzahl ist 5:14. Fahrt man dem Streckenzug 1,2, 3
der Wendungen nach, so liegen links davon die gewendeten Flichen, an
denen auflen u erscheint in der Liicke und an deren Gegenzelle, wahrend
rechts die Flichen mit o sich zeigen, bis an die Doppelstrecken hin, an
denen o ins Innere der Gegenzelle eintritt. Damit ist die Verteilung der
Netzseiten am Heptaeder bestimmt aus dem Verlauf der Wendestrecken.

2. Eine Doppelstrecke als Wendestrecke entsteht aus dem Netz Abb. 2,
das erhalten wird, indem im Netz Abb. 1, die Wendestrecke 3 aufgehoben
wird durch Ansetzung der zugehorigen Fliche unter Wendung. Dann
bilden die Wendestrecken nach Abb. 2 als Viereck einen geschlossenen
windschiefen Streckenzug, durch welchen die Endpunkte der im senk-
rechten Quadrat als Wendestrecke liegenden Doppelstrecke 3, 4 durch
5, 1, 2 verbunden sind. Links dieses Wendestreckenzuges 1 bis 5 liegt o,
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wobei bei 3 als Doppelstrecke aber o ins Innere der darunter liegenden
Zelle kommt. Die Zelle unter 4 zeigt o, wie auch die Flichen an 1 und 2
in der Liicke. Damit erscheinen eine Fliche und fiinf Viertelsflichen ge-
wendet gegeniiber den iibrigen Flichen und das Wendungsverhiltnis ist
9: 28. Die Aufklappung vom Netz Abb. 2 erfolgt um die drei inneren
punktierten Seiten nach oben, bis die drei Punkte O in einen Punkt
zusammenfallen, worauf die weiteren Klappungen entgegengesetzt gehen.

Abb. 2 Abb. 3

3. Zwei Doppelstrecken als Wendestrecken entstehen aus dem Netz
Abb. 3. An 2, 3 wenden sich die beiden Halften des horizontalen Qua-
drates und an 5, 6 die eines vertikalen. Die Kanten 1 und 4 schlieen den
Wendestreckenzug zu einem iiberschlagenen Viereck mit O als Doppel-
punkt. Links des Zuges, von auflen gesehen, 1 bis 6 liegt %, das bei 2 und 6
in die Zellen fallt. Also wird u sichtbar an der Fliche iiber 1 und den
beiden anstoenden Viertelsflichen, ferner an der ganzen Zelle unter 3
und 6 als mit einer Fliche und drei Viertelsfliachen und noch an der Vier-
telsfliche an 4. Damit ist mit zwei Flichen und sechs Viertelsflichen das
Heptaeder halb gewendet 1: 2.

4. Die drer Doppelstrecken als Wendestrecken entstehen aus dem Netz
Abb. 4, wobei durch die drei Kanten 1, 4, 7 noch als Wendestrecken, drei
Dreiecke um O entstehen in den drei verschiedenen Achsenschnittebenen
oder ein iiberschlagenes windschiefes Sechseck mit O als dreifachem
Punkt. Am Streckenzug 1 bis 9 liegt rechts u, das bei 3, 6, 9 ins Innere
der Zellen fallt; damit erscheint # an der ganzen Zelle zwischen 2, 5, 8
und noch an den Viertelsflichen zwischen 2, 1 und 5, 4 und 8, 7, so daB
gewendet erscheinen eine Flache und sechs Viertelsflichen im Verhaltnis
5:14 wie im 1. Fall. '

5. Zwer Doppelstrecken werden zu Wendestrecken, nebst zwei Kanten,
auch nach Netz Abb. 5, in welchem ein Quadrat ganz gelassen ist, ein
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zweites ist halbiert und das dritte mul dann geviertelt werden zu den
Dreiecken je mit einer Ecke O. Das Netz wird symmetrisch, aber dabei
mit entgegengesetzten Klappungen. Um die punktierten Seiten nach

oben geklappt, entstehen iiber dem Quadrat zwei Scheitelpyramiden
einer Kreuzhaube und ebenso nach unten. Die Verteilung der Netzseiten
ist wie im 3. Fall, doch ist die Aufklappung einfacher. Das Heptaeder
wird wieder halb gewendet.

Abb. 6,

6. Eine Doppelwendestrecke entsteht aus dem Netz Abb. 6, (S. 25)1).
Zwei Achsenschnittquadrate sind halbiert, und sie wenden aufgeklappt
beide o gegen % in 1 = 1,. Das dritte Quadrat ist geviertelt und dessen
Dreiecke schlielen sich alle gleichseitig nach O. Je zwei Zellen, die an der
Doppelwendestrecke zusammenstoBen, zeigen ganz die gleiche Netz-
seite, das eine Paar zeigt o, das andere u an allen seinen Flichen, womit
die einfachste Verteilung der Netzseiten am Heptaeder eintritt und als
halbgewendet. In diesem Netz Abb. 6, 148t sich ein einfacherer Weg als
in Abb. 1, einzeichnen, um von einem Punkte P des Heptaeders zu seinem
Gegenpunkt (P) zu gelangen. Er ist als PU ino und als (P) (U) in u an-
genommen, so dal U und (U) durch die Aufklappung in der Doppel-

1) Karl Merz, Vielflache aus Scheitelzellen und Hohlzellen mit Abbil-
dungen und Netzen. Kommissionsverlag F. Schuler, Chur 1939.
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wendestrecke zusammenfallen. Auf dem Heptaeder Abb. 6, kommt (P)
in  auBen auf die 1. Zelle zu liegen, samt dem Weg (P) @D,, der dann
weiter als D, D, in das Innere der 2. Zelle in u fiihrt, worauf in D, = U
der Ubergang nach o erfolgt, so daB URSD, auBlen in o an der 3. Zelle
verlauft und dann D,T'P innen in o. Der Weg betritt also, wie der in
Abb. 1,, drei Zellen, aber er geht nur durch vier Flichen: durch zwei
Seitenflaichen mit P und RS und durch zwei Achsenschnitte Q R und S7T.
Ein solcher Weg durch nur vier Flichen?) kann auch aus anderen Netzen
erhalten werden, wenn darin mindestens eine Doppelstrecke zugleich

Wendestrecke ist, wie z. B. in den Netzen Abb. 2 und 7 eingezeichnet, als
PU und (U) (P).

Abb. 7

7. Alle halben Doppelstrecken werden zu Wendestrecken aus dem Netz
Abb. 7. Aus jedem der drei Achsenschnittquadrate ist ein Viertel langs
Doppelstrecken herausgeschnitten. Die Klappungen erfolgen alle nach
der gleichen Seite. Die Dreiviertelsquadrate, um die Flache P geklappt,
verschrinken sich, wenn die drei O zusammenfallen. Dieses Netz hat
noch die besondere Bedeutung, daBl es sich fiir Prismatoide verallge-
meinern lafit (S. 91)1).

Anmerkung : Das Heptaeder 3) 1aBt sich auch verallgemeinern aus dem
Netz Abb. 6,, durch Annahme von 2n gleichschenkligen Dreiecken und
von » Quadraten durch die Achse als n-fache Wendestrecke und durch
Ersetzung des zur Achse senkrechten Quadrates durch ein 2n-Eck. Es
entstehen Polyeder wie Kreisel, die im Grenzfall zu einem gelockerten
Doppelkegel fithren, und die abwechselnd einseitig oder zweiseitig werden
fir » gerade oder ungerade.

2) Hilbert, Anschauliche Geometrie, Seite 268. Berlin 1932,
3) Commentarii Mathematici Helvetici, Vol. 8, p. 379, 1936.

(Eingegangen den 16. Juni 1940.)
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