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Konforme Abbildung und eine
Verallgemeinerung der Jensenschen Formel

Von A. PrLucGer, Freiburg

1. Ein einfach zusammenhingender Bereich D werde berandet von
endlich vielen Jordanbogen J,, J,, ..., J,. Die konforme Abbildung des
Bereiches D auf den Einheitskreis ist also am Rande noch stetig und es
werden die Jordanbogen J,, J,, ..., J, umkehrbar eindeutig und stetig
auf Kreisbogen K,, K,, ..., K, abgebildet, die ihrerseits die Kreis-
peripherie einfach iiberdecken. Wir schreiben

J,«—K,, v=12,...n.

Sei w = f(z) die analytische Funktion, welche die konforme Abbildung
des Bereiches D der z-Ebene auf den Einheitskreis |w| << 1 der w-Ebene
vermittelt. Ihrer (einzigen) Nullstelle ¢, in D entspricht der Mittelpunkt
des Bildkreises. Durch Angabe dieser Nullstelle ist demnach die Abbil-
dung — bis auf eine Drehung der w-Ebene — eindeutig festgelegt; also
auch die gegenseitige Lage der Kreisbogen K,, K,, ..., K,. Lafit sich
iiber den Zusammenhang zwischen Nullstelle der Abbildungsfunktion
und der gegenseitigen Lage der Bildbogen K,, K,, ..., K, etwas Be-
stimmtes aussagen?

Den gemeinsamen Punkt zweier aufeinanderfolgender Jordanbogen
nennen wir ,,.Ecken‘. E, bezeichne die Ecke, in der die Bogen J, und
J,,, zusammenstofen, v =1, 2, ..., n; J, ., = J,. Entsprechend stoflen
dann die Kreisbogen K, und K, , im Bildpunkt von £,, d. i. @, zusammen
(»=12,...n; K,,, = K,). In der Ecke E, greifen wir einen eindeu-
tigen Zweig der Funktion arg w = arg f(z) heraus und setzen ihn lings
Iy Jay ..., J, stetig fort. Jeder Ecke E, entspricht dann eindeutig die
Richtung w, zum Bildpunkt @, und K, ist der Kreisbogen zwischen den
Richtungen o, und w,,,. Wir betrachten folgende mittlere Richtung
des Kreisbogens K,

dz
_ j‘J,, arg f(z) - Y
W, = 7 , v=1,2,...,n, (1)
Yo, | %

und prézisieren obige Frage folgendermaBen: Was Lift sich aussagen iber
den Zusammenhang zwischen der Lage der Nullstelle der Abbildungsfunktion
und den mittlern Richtungen o, der Kreisbogen K, ?

284



Diese Fragestellung kann verallgemeinert werden: Es sei die Funktion
f(z) im Innern des Bereiches D regulir, auf dem Rande stetig und von
null verschieden. Wir fassen speziell die Bilder B, der Jordanbogen J,
ins Auge und betrachten neben einer mittlern Richtung w, gemiB8 (1)
auch eine mittlere logarithmische Entfernung

dz
z

f(z)
dz

2

f 7, log

Is,

Gesucht wird eine Beziehung zwischen dem mittlern Richtungen und Ent-
fernungen der Bildbogen B, und der Nullstellenverteilung von f(z) in D.1)

R —

1 4

,v=1,2,...,n . (2)

Wir losen die Aufgabe fiir den Kreissektorstumpf. D bezeichne also
im folgenden den Bereich r, < |2| € r,, ¢, € argz < ¢,. Er wird be-
grenzt von den Jordanbogen J,(z = ge'¥:, r, Sp 1)), J,(z = r,e®,
P2 S 0> @), J3(z= 93w1_a n<e<l 7'2)3 Ja(z = rye', P1 Z0 Z g,) _‘md
besitzt die Ecken E, (z=r,¢' %), Ey(z=1r,e*72), B, (z=1r,e*?), B,(z =1,e'%).
Der Reihenfolge £, ..., E, entspricht der positive Umlaufssinn des Be-
reiches. I'iir die mittleren Richtungen und Entfernungen gilt jetzt

—_— r T2 X d
wplog b = [ arg fleeim) =2, (1)
1 "
P T ’ ”
o, - (p2—¢1) = | arg f(r, ,€*) -d0 , (17)
¥1
—= Ty T2 i d@ ,
Rl,a‘log‘r— =j‘logl/(ge 2")!‘—9—-, (2)
1 T
— P2 ,
Ry, (pe—@) = j‘ log ]f(rl,ze’“’)l - do . (2")
?1

2. Es sei also die Funktion f(z) im Innern von D regulir, und auf dem
Rande noch stetig und von null verschieden. In der Ecke E,(z = r,e*¥?)
greifen wir einen eindeutigen Zweig der Funktion log f(z) bzw. arg’f(z)
heraus und setzen ihn lings J,, ..., J, stetig fort. Dies soll die Bedeutung

1) Aligemein gefaBt, handelt es sich um den Zusammenhang zwischen dem Verhalten
einer Funktion auf dem Rande und der Lage ihrer Nullstellen im Innern eines Bereiches.
Im Fall des Kreises macht die Jensen’sche Formel hieriiber eine bestimmmte Aussage:

21
e az;ﬂ: . 34 [ log | f(0) | = 5“ log | f(res9) | do .

2z log
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von log f(z) bzw. arg f(z) auf dem Rande von D sein. Es ist klar, daB
Anfangs- und Schluflwert dieser Funktion in £, verschieden sind, wenn
der Bereich Nullstellen enthilt. Er enthélt aber nur endlich viele Null-
stellen und deshalb sind die Bogen z = ge®, ¢, € 6 < ¢, — bis auf end-
lich viele — von Nullstellen frei. Wir greifen ein solches p(r, £ 9o £ 1r,)
heraus und betrachten den folgenden Teilbereich D’ : r, € |z| €,
¢, € arg z € @,. Er wird begrenzt von den Jordanbogen J,, Jj(z = gei®,
@ 0 Z @,), Jy 4(z =11, r, £t < p). Bezeichnet n(p) die Anzahl
der Nullstellen im Bereich D’, so gilt nach dem Argumentprinzip

2n1-n(p) = 55 d log f(z) = f d log f(z) + fd log f(z)

Ji+dgHg+T, Ji+Tg+dy Je
Pz )
2ai - () = log floe'?r) — log f(ee'™s) + [d log flee'®) . (3)
L 41

Nun ist

. ['(oe€®®) et . d
ie o] ® e ———————oumr——— @ —— PO, 'iG
d log f(oe®) =19 ) db = 1p h log f(oet®) d6

und daher
9 d ®
[ a10g flee) = io- = [ 10g floeyan . o
%1 e 1

Daraus folgt in Verbindung mit (3)

P2
2mi - n(e) = log flees:) — log flee™s) +ip- —;é— | log f(ee®) db
1
und weiter, durch Gleichsetzen der Real- und Imaginarteile
. . d 7 .
log | fleet™) | —log [flee') | =e- 5~ | arg flee®)db ,  (4)
?1
d 7
27 n(e) —arg floe™) +arg floe™) =e 5 | log |f(ee®9)] d0.%) (5)
¢1
Betrachten wir zuniéchst die Gleichung (5). Das Integral j' log| f(0e®®)|-d0

hat fiir alle g(r, € ¢ £ r,) einen Sinn, es ist eine stetlge Funktion von
o und fiir alle o, denen keine Nullstellen entsprechen, stetig differenzier-

%) Integrieren und Differenzieren nach dem Parameter g sind hier vertauschbar, da
log f(z) in der Umgebung jedes innern Punktes des Bogens J; regulir ist.
3) Vgl. auch A. Pfluger, Comm. Math. Helv. 12, 8. §9.,
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bar. Enthilt der Bogen J, dagegen Nullstellen, so erleidet die Ableitung
dort, wie sich unmittelbar aus (5) ergibt, einen Sprung um den Betrag

0
von r, bis r,. Es folgt

. Wir dividieren (5) durch p und integrieren

i n:f o %Q +,1f { arg floe'™) —arg floe™) ) %Q =

P2
= [{log |(rse'®)| —log | f(r,¢®) | } d6 (6)
%1
oder mit Beniitzung von (1’) bis (2”)
4 d o — - _— _
2 fn(e) L+ log 2 (o, — ) = (pa—p) Be— ) - (6)
N 1

Die entsprechende Umformung der Gleichung (4) bietet Schwierig-
14 :
keiten. Zunidchst ist das Integral f arg f(oe‘®) . d0 nur definiert fiir

?
solche o, denen keine Nullstellen entsprechen. Dort ist es auch stetig
nach g differenzierbar. An jenen Stellen o, denen Nullstellen entsprechen,
ist aber das Integral selbst unstetig. Fiir solche kritische g liBt sich
arg f(z) — ausgehend vom wohlbestimmten arg f(pe'**) — lings J; nicht
stetig fortsetzen. Umgehen wir jedoch die Nullstellen auf JJ, im positiven
Sinne durch kleine Halbkreise und setzen wir lings des abgednderten

-+
Weges stetig fort, so entsteht eine Funktion arg f(pet®), die iiberall auf
J, stetig ist, bis auf die Nullstellen. Dort erleidet sie aber einen Sprung
um +pn, wenn p die Vielfachheit der betreffenden Nullstelle bedeutet.

Es gilt
lim ‘fargf((g—i-s)e"e)de—farg/ (0et®) - df, >0 .

&>+ 0 9,

Umgehen wir aber die Nullstellen im negativen Sinne durch kleine Halb-

kreise, so entsteht analog eine Funktion aré f(0et?), die in den Nullstellen
einen Sprung von der Hohe — px erleidet. Entsprechend gilt

lim f arg f((g-—-s)e“‘) do = j‘arg f(oe®®)-d6 , e>0 .

eE>+0 9,

Die Differenz arg f(oet®) — aré f(oet®) dagegen ist stiickweise konstant.
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Sie ist unstetig in den Nullstellen und besitzt dort Spriinge von der
Hohe 2np. Bezeichnen wir die Nullstellen in D mit a,, jede ihrer Viel-
fachheit nach hingeschrieben, so folgt

P2+ . P2 - .
| arg f(oe'®) d6 — [ arg f(oe®)df = 2x | ZI (ps— arg a,) . )
(2% P ay, =@

Es ist also die Summe auf der rechten Seite der Sprung, den unser Inte-
gral bei einem kritischen p erleidet.
Wir dividieren (4) durch g, integrieren von r, bis r,, indem wir die

®2
Unstetigkeiten von | arg f(ge®®) . df beriicksichtigen, und erhalten
1

2 . . d
J (log | flee™)| —log | flee™) |} —% + 27 X (pu—org ) =
1 1 ‘
2 ) : 7
— 1 { arg f(rae®®) — arg f(r,€9) } 6 "
?1
oder mit Beniitzung von (1’) bis (27)
27 (2) (p: — arg a,) + log ;‘(Ra — R)) = (pe— 1) (g —wy) . (7')
i 1
"~ 3. Die Ergebnisse der vorigen Nummer lassen sich in folgendem Satz

zusammenfassen.

Satz 1. Se: die Funktion f(z) ym Bereiche r, < |z| £ r,, ¢, £ argz < ¢,
requldr, auf dem Rande noch stetig und von null verschieden. Lings dieses
Randes, nachdem er bei z = r,e*®* aufgeschnitten wurde, ser ein eindeutiger
und stetiger Zweig von arg f(z) festgelegt. n(0) bezeichne die Anzahl der
Nullstellen tm Bereich r,<|z| <ry, ¢, < arg z << 0, und n(p) thre Anzahl
mr<|z| £ p,0Er, ¢ <argz< @,. Dann gilt

i de | ¢ . o d
2 ' n(e) - <L+ [ (arg floet™) —ar flge)} =L =

= | {log | f(ryei®) | —log | f(r, ) | } dB
und &
s 2 o d
27 | n(0)d6 + | {log | f(gei®s) | —log | floei®) | }?" —

v (7)
= | { arg f(ry€'®) — arg f(r ") }d0 .

‘) Es ist ¢, < arg au < ¢ .
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Wir kénnen uns von der Beschrinkung befreien, daB die Funktion auf
dem Rande von null verschieden sein miisse. Dagegen miissen wir noch
fordern, daB der Bereich im Innern nur endlich viele Nullstellen enthalte.
Dann 1d8t sich ndmlich der gegebene Bereich von innen durch Teil-
bereiche so approximieren, daBl ihr Rand keine Nullstellen iiberstreicht.
Fiir diese Teilbereiche ist die Voraussetzung des Satz 1 erfiillt. Wihlen
wir die Bestimmung auf dem Rand des gegebenen Bereiches so, dal ein
stetiger Anschlufl erfolgt, so ergibt sich der Satz durch Grenziibergang
auch fiir den gegebenen Bereich. ‘

Es ist vorteilhaft, folgenden Fall hervorzuheben. Die Funktion sei in
und auf dem Rande des Bereiches r, < |z| £ r,, ¢, £ arg z € ¢, regulir,
Dieser Bereich kann dann durch Bereiche von ,rechts unten‘, d.i.
rnt+elR Er,te,9,—e Largz £ g, — ¢, e > 0 (egeniigend klein),
approximiert werden, ohne dafl ihr Rand Nullstellen iiberstreicht. Wie
unten genauer angegeben wird, sei arg f(z) auf dem Rande von D und
analog D’ so definiert, daB der stetige AnschluB8 gewihrleistet ist. Es
gilt dann im Anschluf3 an das Vorangehende

Satz 2. Sei die Funktion f(z) in und auf dem Rande des Bereiches
r 2| €r,, @, Largz < @, regulir. Entlang des Randes, der bei
z = 1,e"*2 aufgeschnitten sei, werde ein bestimmter Zweig von arg f(z) stetig
fortgesetzt, indem eventuelle Nullstellen auf dem Rand durch kleine Halb-
kreise umgangen werden, und zwar von r,e*** diber r,€'®: bis r,e**' im nega-
tiven Sinn, von re*® iber r,e'®r bis r,e'®* aber im positiven Sinn. n(0) be-
zeichne die Anzahl der Nullstellen vm Bereich r, < |z| < Ty, 1 £ arg z<<0,
und n(p) thre Anzahl in ri<|z| €90, 0 1y, ¢, L argz < ¢,. Dann
gelten die Formeln (6) und (7) des Saizes 1.

Der Satz gilt entsprechend auch fiir meromorphe Funktionen, wenn
n(o) durch die Differenz ny(¢) — n,(¢) der Anzahlfunktionen der Pol-
und Nullstellen ersetzt wird und = () entsprechend durch ny(6) — n(6).

4. Die beiden vorangehenden Sitze stellen eine Verallgemeinerung
und Erweiterung der Jensen’schen Formel dar. Mit ¢, = 0, ¢, = 2=,
r, = 0, r, = r geht der Kreissektorstumpf iiber in den Kreis |z| < r.
GemiB den Festsetzungen in Satz 2 ergibt sich dann unmittelbar aus (6)

r dQ 1 2 ) .
@ =gz [ Yog 1fret0) 140 —log |10 | ®

und gewissermaflen dual dazu, aus (7)

*
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X 4 27

[ n(6)do = —213- z[ arg f(rei®) d§ — arg f(0) , (9)
0

sofern z = 0 keine Nullstelle ist.

Formel (9) stellt einen Zusammenhang dar zwischen den Mittelwerten
des Argumentes auf der Peripherie und dem Mittelpunkt des Kreises
einerseits, den Argumenten der Nullstellen in diesem Kreise anderseits.
Sie konnte als die Jensen’sche Formel des Argumentes betrachtet werden,
(8) dagegen als die Jensen’sche Formel des Betrages. Wihrend aber die
Formel (8) vollkommen eindeutig ist, spielt in (9) die Unbestimmtheit
des Argumentes eine unangenehme Rolle. Um den Zusammenhang
zwischen dem Argument im Nullpunkt und auf der Peripherie zu ver-
stehen, ist immer die ganze Figur, wie sie allgemein im Kreissektorstumpf
vorliegt, im Auge zu behalten; also auch die beiden zusammenfallenden,
aber entgegengesetzt orientierten Radien, J, und J;, die den Mittelpunkt
J, mit der Peripherie J, verbinden. In Ubereinstimmung mit (9) wihlen
wir fiir J, bzw. J, das Stiick der positiven reellen Achse. Es kann jedoch
irgend ein anderer Radius fiir J, bzw. J, gewidhlt werden, sofern dann
arg f(re®) und n (6) sinngeméB modifiziert werden. Die Bedeutung der
Formel (9) ist aus folgendem Satz ersichtlich:

Satz 3. f(2) set in |z| =< r reguldir, f(0) = 0 und n(0) die Anzahl ihrer
Nullstellen in |z| £r, 0 < argz < 0. Es set ferner esxn Zweig von arg f(2)
m z = 0 festgelegt und stetig fortgesetzt entlang der positiven reellen Achse
bis z=1r und von dort 1m positiven Sinne lings der Kreisperipherie, indem
eventuelle Nullstellen 1m positiven Sinne durch kletne Halbkreise umgangen
werden. Schlieflich se

m < arg f(ret®) —arg f(0) € M,0 <0< 2n. (10)

Dann gilt oo
m<Z (n@)dd <M . (11)

0

Die Schranken des Argumentes auf dem Rande des Bereiches liefern
also keine Schranke fiir die Zahl der Nullstellen im ganzen Bereich, wohl
aber fiir ihre Anzahl in gewissen Sektoren. Denn in (11) hat eine Null-

stelle um so groBeres Gewicht, je kleiner ihr Argument ist. So folgt aus
(11) z. B.: Die Zahl der Nullstellen in 0 < arg z < = ist kleiner als 2 .

7
Liegen simtliche Nullstellen auf der negativen reellen Achse, so ist ihre

Anzahl zwischen i:— und % .
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6. Die Losung der eingangs gestellten Frage iiber konforme Abbildung
eines Kreissektorstumpfes ergibt sich sofort aus Satz 1. Denn die Abbil-
dungsfunktion f(z) hat auf dem Rande den Betrag 1 und im Innern nur
eine einzige Nullstelle a,. (6) und (7) reduzieren sich also auf

I { arg f(oe**:) — arg f(oe'?s) } - —%—-= 27 log | 0, (12)
und "

P3

§ { arg f(r,ei®) —arg f(r,ei) } d6 = 27 (p, — arg ay) . (13)

Daraus folgt
Satz 4. Zwischen der Lage der Nullstelle a, der Abbildungsfunktion und
den mattlern Richtungen der Kreisbogen besteht folgender Zusammenhang

o — o = log 7, —log |a,|
05— @y = 27 - log r,—log r,

; (127)

Wy — 0y = 27 - %q:’jrgl% .9 (13)
2

Satz 4 legt also den ,,Richtungsunterschied gegeniiberliegender Bogen**
fest. Wihlen wir die Nullstelle im ,,Mittelpunkt®, gilt also

1
| ag | =V"1"'2 > arga,o=—2— (P2 + @1)

so folgt w; — w; = w; — w, = =, d. h. die Richtungen w, und w, bzw.
w, und w, sind entgegengesetzt. - Aus Symmetrlegrunden folgt dann weiter,
daB die Richtungen w,, w,, w;, w, aufeinanderfolgend rechte Winkel
einschliefen.

6. Es scheint, da die Formeln (6) und (7) zur Untersuchung der Wert-
verteilung analytischer Funktionen niitzlich sein konnten. In dieser Hin-
sicht erwdhnen wir folgendes:

Satz 5 Sei die Funktion f(z) in und auf dem Rande des Winkelraumes
¢, € argz < @, reguldr und beschmnkt Sei ferner

g { arg f(oe™®) — arg f(oe'™) } —-f- (14)

konvergent. Dann besitzt f(z) tm Innern des Winkelraumes keine Nullstellen.

8) Je niher a, einem Jordanbogen J, kommt, um so langer ist sein Bildbogen und
um so groBer der ,,Richtungsunterschied*‘ der beiden angrenzenden Kreisbogen. Die
Formeln (12/) und (13’) zeigen, daf alle Richtungsunterschiede von 0 bis 27 moglich sind.
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. Beweis: Wegen (6) und den Voraussetzungen des Satzes muf}
¢ i ivgy y 9€
= [ {arg floe™) —arg flee™) } ==+

+¢§’ {log | f(rei®)| — log | f(c€®®) | }d8

bei r — oo beschriankt bleiben, wie klein auch ¢(> 0) gewihlt werde. Dies
kann aber nur sein, wenn n(p) = 0 ist.
Es ist zu bemerken, daB in diesem Falle zugleich mit (14) auch der
Grenzwert
P2
lim § log |f(re®)]| - do
r->-0 ¢
existiert. 1

(Eingegangen den 5. April 1941.)
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