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Uber Parallelinvarianten bei Eibereichen

Von H. HADWIGER, Bern

Es seien ®, und ®, zwei Eibereiche der Ebene mit den Flidcheninhalten
F, und ¥, und den Umféingen U, und U,. Eine mit stetigen partiellen
Ableitungen versehene Funktion @ von vier Verdnderlichen nennen wir
eine Parallelinvariante fiir zwei Eibereiche, wenn der Funktionswert

Q[FI’F2’ Ul’ U2] (l)

beim Ubergang von den Eibereichen &, und &, zu den duBeren Parallel-
bereichen ®,(£) und ®,(£) im Abstand ¢ unverandert bleibt. Nach den
Formeln von J. Steiner fiir Parallelbereiche gilt dann die Funktional-

gleichung
OF,+ U, b+ al?, Fo+ U+ ng2, U+ 278, Uy+ 2aé] =

= @[F,,F,,U,,U,] . (2)
Jede solche Invariante ist Losung der partiellen Differentialgleichung

0P 0P 0P oD
Ulﬁ:-_}— Uzﬁ;+2n—5—(7—l—+2ﬂm=0. (3)

Das Fundamentalsystem, das aus drei funktional unabhingigen Inte-
gralen besteht, wihlen wir so, daf eine einheitliche geometrische Inter-
pretation moglich ist. Es besteht aus den drei Invarianten

U2
@11":_—_ 2F1'_‘ 2; ’
Uu,U
Pp=F, + F,— ;nz’ (4)
U2
Dy, = 2F,— 2;
Der Rang der Funktionalmatrix
4 0 —2U 0
a[¢11’ qjlz’ ¢2!2] _— 1 27Z 27! _ U: _UI (5)
o[F,,F,,U,,U,] 2
[Fy, Fy, Uy, Uy 7 0 4nx 0 —2U,

ist 3, wie man leicht verifiziert. Dann ist jede Parallelinvariante der
betrachteten Art von der Form

¢=¢{¢11:¢12,¢22}: (6)
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wo @ eine mit stetigen partiellen Ableitungen versehene Funktion von
drei Verdnderlichen ist.

Die ,,Defizite* &, =F,+F, — U, U,

2w M

lassen nun eine geometrische Deutung zu, die ihre Parallelinvarianz un-
mittelbar plausibel erscheinen lift.

Wenn p;(«) die stetig differenzierbare Stiitzfunktion von &, bezeichnet,
so laft sich die Invariante @,;, durch das Doppelintegral

2w 2w

b=z | [(B)—p®T— Bl — s B dndg ()
darstellen, was im Hinblick auf die Formeln
2w 27T
Fz-=-—;—f(20?(oc)——p£2(oc))doc, U, =fpi(cx) dov

sofort zu erkennen ist.
Das Integral (8) kann auch anders gelesen werden, namlich

1 -
o= [ 10)dD, (9)
0

wobel

10) =5 [([p0) = pu(o + O — [5h (&) — B4 (s + O ) ds (10)

gesetzt wird. Wenn G den Bereich bezeichnet, der aus 6, durch Dre-
hung um den Winkel 6 (im negativen Sinn) entsteht, so kann das Integral
(10) als Flicheninhalt des Differenzbereiches G, — B! gedeutet werden.
Die Differenz 6; — G} ist im Sinne der Minkowskischen linearen Kom-
bination konvexer Bereiche rein formal, das heifit ohne Riicksicht auf
die geometrische Realisierbarkeit aufzufassen.

Die Beziehung (9) liBt also die folgende Deutung zu:

Die Parallelinvariante @, ist gleich dem iiber alle Drehlagen 0 <0 < 2x
erstreckte Maittelwert des Flicheninhaltes des formal gebildeten Differenz-
bereiches G, — G,

Ist ] ein Kreis, so findet die Parallelinvarianz von ®,, durch die for-
male Relation
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(6, + &) — (BF + &) = 6,— 6 (R =9§)

ihren sinnfilligen Ausdruck.

Wir wollen nun noch auf eine andere Moglichkeit eintreten, die Inva-
rianten @,, als geometrische Mittelwerte zu interpretieren. Wenn wir in
der Ebene alle zu ®; kongruenten Bereiche auflegen, die aus ®, in fester
Ausgangslage durch eine Decktranslation des quadratischen Einheits-
gitters hervorgehen, so entsteht ein sog. Eibereichgitter {®,}. In diesem
Gitter wird nun ®, als frei beweglich angenommen. Jeder Lage von ®,
entspricht eine T'reffzahl N und eine Schnittpunkizahl S. Die Treffzahl N
bezeichne die Zahl der Bereiche ®; von {®,}, die mit &, nicht leeren
Durchschnitt haben (getroffen werden), und die Schnittpunktszahl S die
Zahl der Schnittpunkte des Randes von ®; mit den Rédndern der getrof-
fenen ®, .

Die Endlage von ®, kann relativ zu einer festen Ausgangslage durch
zwei Translationskomponenten z und y und einen Drehwinkel 6 fest-
gelegt werden, so dafl die Zahlen N und 8§ als Funktionen

N=N(z,y;0), S=28(z,y;0) (11)

der bezeichneten Verinderlichen erscheinen.
Durch Zuriickfithrung auf die Hauptformeln der ebenen Integral-
geometrie ergeben sich die Mittelwertformeln?)

1 1
__}__ff N,y ; 0)dedydd=F; + F, + Uégk ,  (12)
0

2U, U,
ik (13)

1
ffS(x,y;G)dwdydB:
o o

Mit ihrer Hilfe gewinnt man die Darstellung
1 1 2=
Qik=—2-1;f f f{N(x,y ; 9)———%— S@,y;0)}dedydd . (14)
0 0 0

Indem wir dieses Integral wieder. als geometrischen Mittelwert lesen,
gelangen wir zu der weiteren Deutung:

1) H. Hadwiger, Uber Mittelwerte im Figurengitter. Coment. Math. Helv. 11,
1939, S. 221—233; bes. S. 225 und S. 232.

Uber die Berechnung derartiger Mittelwerte in Gittern vgl. auch L. 4. Santalé, Geo-
metria Integral 31 (Sobre valores medios y probabilidades geométricas). Math. Abh.
Hamburg 13, 1940, S. 284—294.
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Die Parallelinvariante @, ist gleich dem iber alle Lagen von ®, im
Gitter {®,} erstreckten Mittelwert des ,,Uberschusses N — §8/2.

Es ist nun aufschluBireich, die Parallelinvarianz von @,, nach der oben
gegebenen geometrischen Deutung weiter zu verfolgen.

Es stellt sich namlich heraus, daB3 nicht nur der Mittelwert, sondern
fir jede Lage von ®, die Differenz (15) N — §/2 selbst parallelinvariant
ist. Dieser Sachverhalt kann durch den folgenden einfachen Hilfssatz
iiber die Schnittpunktzahl zweier Eilinien klargestellt werden:

Haben zwei Eibereiche ®; und ®, einen inneren Punkt gemeinsam,
bzw. keinen inneren Punkt gemeinsam, so erfihrt die Rinderschnittpunikt-
zahl besm Ubergang 2u den dupPeren Parallelbereichen ®,(£) und &, (&)
keine Verdnderung, bzw. hochstens einen Zuwachs 2.

Diese Aussage 1aBt sich leicht aus einer Feststellung von H.Qericke?)
folgern, wonach die Rénderschnittpunktzahl zweier Eibereiche mit
gemeinsamem innerem Punkt gleich der Anzahl Zeichenwechsel der Diffe-
renz der auf den gemeinsamen Punkt bezogenen Stiickfunktionen ist.

Nun kann leicht eingesehen werden, daf3 die Differenz (15) ihren Wert
nicht dndern kann, wenn man von den Bereichen ®; und &, zu den
duBeren Parallelbereichen iibergeht, denn fiir Bereiche &; von {®,} die
von B, getrofien werden, éndern sich beim Ubergang zu den duBeren
Parallelbereichen die Schnittpunktzahlen nicht. Werden bei diesem Uber-
gang neue &, durch ®, getroffen, so erfahrt die Zahl N fiir jeden Treffer
den Zuwachs 1, die Zahl § jedoch den Zuwachs 2, so daf3 die Differenz
unveridndert bleibt.

Noch nach einer anderen Seite hin erweist sich die Diskussion von
(14) als niitzlich: Wenn von den beiden Bereichen &, und &, keiner den
andern bedecken kann, so gilt offenbar stets

S
N——5=0,

da die Schnittpunktzahl der Rinder mindestens 2 ist, wenn sich die
Bereiche treffen. Hieraus schliefen wir:

Notwendig dafiir, daf} von den beiden Bereichen &, und ®, keiner den
andern bedecken kann, ist die Bedingung @, < 0.

2) H. Gericke, Einige kennzeichnende Eigenschaften des Kreises. Math. Z. 40,
1935, 8. 417—420, bes. S. 418.
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Dieses Kriterium findet sich bei W. Blaschke3) noch unter etwas all-
gemeineren Voraussetzungen. Es enthilt die isoperimetrische Unglei-

chung
Gy <0

als Spezialisierung auf den Fall kongruenter Bereiche, wo offenbar keiner
den anderen bedecken kann. Der Satz, dafl das Gleichheitszeichen in der
isoperimetrischen Ungleichung nur fiir den Kreis Geltung hat, erweist
gsich in diesem Zusammenhang als dquivalent mit einem Satz wvon
T. Kubota*), wonach jede vom Kreis verschiedene Eilinie eine kongruente
Eilinie in mehr als 2 Punkten schneiden kann.

(Eingegangen den 24. Februar 1941.)

3) W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie. Erstes Heft, 2. erw. Aufl.,
Leipzig und Berlin 1936, S. 45.

4) T. Kubota, Notes on closed convex curves. T6hoku Math. J. Bd. 21, 1922,
S. 21—23.
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