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Uberdeckung
ebener Bereiche durch Kreise und Quadrate

H. HApwiGER, Bern

In dieser Arbeit soll eine Anwendung einer allgemeinen Mittelwerts-
formel') fiir bewegte Figuren im Figurengitter gezeigt werden. Es
handelt sich darum, die fiir die vollstindige Uberdeckung eines vor-
gegebenen Bereiches ausreichende Anzahl iiberdeckender Elementar-
bereiche abzuschitzen. Speziell verdient wohl noch die Frage Beachtung,
wann ein Bereich von einer einzigen Elementarfigur iiberdeckt werden
kann, bzw. eine solche iiberdeckt. In dieser Hinsicht werden hinreichende
Bedingungen aufgestellt. Als iiberdeckende Bereiche wahlen wir:

1. Einheitsquadrate = Quadrate der Seitenlinge 1 ;
2. Einheitskreise = = Kreise vom Radius 1.

Uber den zu iiberdeckenden Bereich setzen wir voraus, daf3 er einfach
zusammenhéngend und durch eine streckbare Kurve berandet ist.

Wir treten zunéchst auf die oben erwahnte Mittelwertsformel ein, die
wir in einer unwesentlich allgemeineren Fassung wiedergeben: Wir be-
trachten eine von zwei unabhéngigen Translationen der Ebene erzeugte
Gittergruppe. Es sei &, ein Bereich in fester Anfangslage. Wir legen nun
in der Ebene alle zu 6, kongruenten Bereiche auf, die durch eine Trans-
lation der Gittergruppe mit &, zur Deckung gebracht werden kénnen.
Die Gesamtheit dieser Bereiche bildet das Bereichgitter { G,}.

Es sei weiter ® ein in der Ebene beweglicher Bereich. In einer be-
stimmten Lage wird der Durchschnitt von & mit einem Bereich des
Gitters {G,} aus einer ,fast immer‘?) endlichen Anzahl einfach zu-
sammenhingender Stiicke bestehen. Die Summe S der Stiickzahlen er-
streckt iiber alle Bereiche des Gitters { ®,}, die von ® in der betrachteten
festen Lage getroffen werden, heit Stiickzahl von ® im Gitter {G,}.
Der iiber alle Lagen von ® erstreckte Mittelwert der Stiickzahl S ist dann

LLy + 27 (F 4 F,) (1)
2aT ’

1) H. Hadwiger, Uber Mittelwerte im Figurengitter. Coment. Math. Helv. 11,
221—233 (1938/1939) Formel (I), 223. Die Mittelwertsformel stellt eine Anwendung der
Hauptformel der ebenen Integralgeometrie auf die Berechnung geometrischer Mittelwerte
in Gittern dar. Vergleiche W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie.
1. Heft, zweite erweiterte Auflage. Leipzig und Berlin 1936, S. 20.

X 2) Bedeutet hier ,,immer*‘ mit Ausnahme von Lagen der integralgeometrischen ,,Anzahl‘‘
ull,

S =
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wo L,L,, bzw. F,F, die Randlingen bzw. die Flicheninhalte der
Bereiche ®, G,, und 7' den Flicheninhalt des Fundamentalparallelo-
gramms der Gittergruppe bedeuten.

Es bezeichne N die Zahl der Bereiche von { G,} die von 6 in fester Lage
getroffen werden. Da der Durchschnitt von ® mit irgend einem Bereich
von { G,} aus verschiedenen Stiicken bestehen kann, wird im allgemeinen

NS (2)
sein. Das Gleichheitszeichen gilt z. B. dann, wenn beide Bereiche konvex
sind. Aus (2) folgt fiir die Mittelwerte

N<S. (3)

Ist M die kleinste in Betracht fallende Treffzahl, so kann sie nicht
grofer sein, als der Mittelwert, so da man mit Hilfe des GauB’schen
Klammersymbols schreiben kann

M<[F]. (4)

" 'Wenn nun G, so beschaffen ist, daf die Bereiche von {G,} die ganze
Ebene iiberdecken, so iiberdecken offenbar die von & getroffenen
Bereiche von {®,} auch insbesondere 6. Mit Riicksicht auf (1), (3) und
(4) folgt dann die allgemeine Aussage:

LLy 4 2n(F 4 F,)
2T

Es geniigen stets ] Bereiche G, um den Be-

reich ® zu iiberdecken.
So gewinnen wir folgende Resultate?):

kI) Es geniigen stets [F + —3—- L+ 1] Einhertsquadrate, um einen Bereich
der Fliche F und der Randldnge L zu wberdecken.
‘ 2
(rI:I) \E’s genilgen stets [ 3V3 F4 —= V_ L+ 1] Einheitskreise, um einen
. Bereich der Fliche F und der Randlinge L zu iiberdecken.

3) Betreffend die analoge Fragestellung im Raume sollen noch zwei Ergebnigs® Ohne
weitere Ausfithrungen mitgeteilt werden:

_ Bs geniigen stets [V—l— —3—0—|— i— M+ l] Einheitswiirfel (Kante = 1) wund

[3 £ V4 — 1 8 0+ —— 4 V3 M 4 1] Einheitskugeln (Radius = 1) um einen kon-

vexen Bereich vom Volumen V, der Oberfliche O und der Kantenkrimmung (Integral der
mittleren Krimmung) M zu uberdecken.
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Wir werden nun eine allgemeinere Formel herleiten, die die in (I) und
(ITI) angegebenen Abschitzungen als Spezialfille enthilt. Es sei G, ein
konvexer Bereich mit Mittelpunkt, und & ein einbeschriebenes Hexagon
(Sechseck mit paarweise parallelen und gleichlangen Seiten). ¥ und L
seien Flacheninhalt und Umfang von . Wie bekannt kann die Ebene
durch kongruente Hexagone so iiberdeckt werden, dafl die Mittelpunkte
ein Parallelogrammgitter bilden?). Da der Flacheninhalt eines solchen
Fundamentalparallelogramms offenbar gleich F_ ist, kann nach der
oben angegebenen Formel der Bereich & durch

[ LLg +22:1§€+ Fp) ]

Hexagone iiberdeckt werden. Da die Bereiche ®, den G umschrieben
sind, gilt das gleiche fiir die Bedeckung durch Bereiche 6,. Wenn wir fiir
®, nun Einheitsquadrat bzw. Einheitskreis und fiir G, das Einheits-
quadrat selbst (entartetes Hexagon) bzw. das reguldre Sechseck wihlen,
so gelangen wir zu den Bedeckungszahlen in den Aussagen (I) und (II).
In diesen beiden Fillen wurden die einbeschriebenen Hexagone maxi-
maler Flache gewiihlt. Andere Auswahlen ergeben andere Abschétzungs-
formeln.

Wir betrachten wieder allgemein den beweglichen Bereich & im
Bereichgitter {G,}.

%) E. S. Fedoroff, Reguldre Plan- und Raumteilung. Abhandl. k. Bayer. Ak.
Wiss. II. Cl. 20 (1899). Vgl. auch nachstehende Figur.
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Bezeichnet P die Zahl der Schnittpunkte des Randes von ® in irgend
einer festen Lage mit den Randern der Bereiche von { ,}, so ist der iiber
alle Lagen von 6 erstreckte Mittelwert von P%):

2LL,

P2 (5

In Verbindung mit (1) gewinnen wir so

>—sg_  LL,—2a(F + Fy)
P—328 = = . (6)

Man iiberlegt sich nun leicht folgendes: Wenn die Bereiche ® und ®,
80 beschaffen sind, daB keiner ganz vom andern iiberdeckt werden kann,
so ist die Randerschnittpunktszahl nicht kleiner als die doppelte Stiick-
zahl, da jedes einzelne Stiick des Durchschnittes AnlaB zu mindestens
zwei Schnittpunkten der Randkurven bietet.

Also wird wegen P = 28
LLy,—2an(F +Fy)) =0 (7
ausfallen miissen. Da die Voraussetzung fiir kongruente oder sym-

metrische Bereiche erfiillt ist, folgt z. B. aus (7) die bekannte isoperi-

metrische Ungleichung®)
I*— 4aF 2 0. (8)

Nach den oben gemachten Bemerkungen ist somit
LL,—2n(F 4+ Fy) <0 (9)

hinreichend dafiir, daB von den beiden Bereichen & und G, einer den
andern bedecken kann.

Wenn wir mit &N den Bereich bezeichnen, der aus ® durch adhnliche
Abbildung mit der linearen Vergroflerung A hervorgeht, so wird bei aus-
reichend groflem A

(Fall a) &Y den Bereich G, ,
bei geniigend kleinem A dagegen

(Fall b) ®, den Bereich &'V bedecken kénnen.

§) Vgl. die in FuBnote 1) zitierte Note, S. 232, Formel (VI).

%) Vgl. auch die analoge gelaufige SchluBfolgerung, die man aus den kinematischen
Hauptformeln der ebenen Integralgeometrie ziehen kann bei W. Blaschke in dem in FuB-
note 1) erwéhnten Buch, S. 45.
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Hinreichend fiir das eine oder das andere ist nach (9)

ALL, — 2n(A2F + F,) <0,

oder also
LL,+ VL*L;—1622FF,
(Fall a) A> ypy :
(Fall b) 1< LLo— VI L — 1622 FF,

dnlF ;

Wir gelangen so zu hinreichenden Bedingungen’) dafiir, dal ein
Bereich ® durch eine Elementarfigur von der betrachteten Art bedeckt
werden kann, oder umgekehrt einen solchen iiberdeckt. Es ergeben sich
die folgenden Aussagen:

(III) Hinreichend dafiir, daB ein Bereich der Fliche F' und der Rand-
lange L durch ein Einheitsquadrat bedeckt werden kann, bzw. ein
solches bedeckt ist die Bedingung

L—VI? — 2F L4y VIR—n*F
+F > 1 bzw. —F <l1.

(IV) Hinreichend dafiir, da ein Bereich der Fliche F und der Rand-
lange L durch einen Einheitskreis bedeckt werden kann, bzw. einen
solchen iiberdeckt ist die Bedingung

L—VI?2—4nF L+VI:—4nF
SF > 1 bzw. 27 <1.

In den Fillen, in denen keine der oben angegebenen Bedingungen
erfiillt ist, bleibt die Frage der Bedeckbarkeit offen. In diesen ,,unbe-
stimmten‘‘ Fillen sind diejenigen enthalten, in denen tatsdchlich keine
von den in Frage stehenden Bedeckungen moglich ist. Die Breite dieser

7y Es ist nicht moglich, fir die gegenseitige Bedeckbarkeit zweier Bereiche not-
wendige und zugleich hinreichende Bedingungen, in die nur die Fléacheninhalte und
Randlangen eingehen, anzugeben. Dies zeigt das folgende Beispiel: Es sei ®, der Einheits-

kreis und ® ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundlinie @ = % und der Hohe
h = g_:():) Da der Durchmesser von & groBer als 2 ist, kann ® nicht durch ®, bedeckt
werden. Es gibt aber ein Rechteck, das gleichen Flicheninhalt und gleichen Umfang
besitzt wie & mit der Diagonallinge d = :—(l)l/57~ 1,981.., das also durch ®, bedeckt

werden kann.
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,,Unbestimmtheitszone‘ ist von den ,,Defiziten‘‘ L2 — n2F bzw. L2 — 4aF
abhéangig. Nur im Falle, wo L? — 4xF= 0 ist, d. h. wenn ® ein Kreis ist,
wird eine eindeutige Entscheidung fiir die Bedeckbarkeit mit einem
Einheitskreis erreicht. Die Bedingungen kénnen im letztgenannten Falle

8o gelesen werden:

1 1
—>1 bzw. —<1
r r

(r = Radius von ), die trivial verifizierbar sind.

(Eingegangen den 6. Dezember 1940.)
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