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Surune classe de transformations différen-
tielles dans l'espace a trois dimensions. |.

Par ALEXANDRE OSTROWSKI, Bale

Introduction

Si z est une fonction indéterminée de z, on peut toujours introduire
deux variables X, Z par des équations

dz dz
X.—:f(x,z,—c—l;c—) ; Z=g(m,z,a—;), (1)
. %7 . : . ¥/
mais, en considérant Z comme fonction de X, I’expression de I °on-
2
tient en général %5; Or, on peut choisir les fonctions f et g de sorte
que ’expression de _g—)Zf ne dépende que de z, de z et de ——(-ld% :
dZ dz
x="ra) @)
et qu’en plus « et z puissent étre tirés des relations (1) et (2) en fonctions
de X, Z et -(%Z(—— . On a alors affaire & une transformation de contact.
Par exemple, en posant avec Euler et Legendre
dz dz
X == % 9 Z=z—=z _(i; g (3)
on a
dz  dz d’z
2 _ & & "d "
dX d2z o '
dx?

Il existe aussi des transformations de cette sorte dans le cas d’une
fonction z d’un nombre quelconque n de variables indépendantes
Zy, ..., z,. Ce sont des transformations de contact dans ’espace & n- 1
dimensions, dont la théorie, amorcée par Euler, Legendre, Ampére et
Jacobi et poursuivie par Du Bois-Reymond et Darboux, a été surtout
développée dans 1’ceuvre magnifique de Sophus Lie et complétée par
S. Cantor et F. Engel.
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On peut se demander §’il existe aussi des transformations analogues
dans le cas par exemple de plusieurs fonctions d’une variable indépendante.
Mais il est facile de montrer que, si par exemple, y, et y, sont deux
fonctions indéterminées d’une variable indépendante x, on obtient, en
posant

d d
§=f(x, Yi> yz:‘(—l%;l, —d—?fcg) s m=g(...), nz=h---) ’

. d . o
pour les dérivées CZ? , 6;7; des expressions dépendant des dérivées
secondes de y, et y, et que ces dérivées ne disparaissent de &, 7,, 1, que si
les fonctions f, g, h sont indépendantes de 4y, et 4y, , c’est-a-dire,

dx dx
si notre transformation est une transformation ponctuelle.

Toutefois, en combinant par exemple la transformation (3) avec la
transformation identique U = wu, u étant une fonction indéterminée de z,

on exprime au moins les fonctions z et w de x par Z, U et X et par les

Z  au bien 'expression de la dérivée _c_Z_q____du fifz—
*JX', ﬁ’ 1 que Xp SS101 eriv dX _E—({) dx2

contienne la dérivée seconde de z. On a ici affaire & une transformation
qui est réversible sans étre une transformation de contact.

dérivées

Plus généralement, si y,(x), (v =1, ...,n) sont n fonctions indéter-
minées de x, il existe des transformations

E=&x 9y, ....y®) 5 n=n(.),

telles qu’en dérivant ces relations, on puisse exprimer z et les y, en fone-
tions de &, 7, et des dérivées des 7, par rapport & & jusqu'a lordre k.
Nous appelons des transformations de cette sorte transformations réver-
stbles d’éléments de ligne d’ordre k. Si k = 1, nous parlerons tout simple-
ment de transformations R.

Le présent mémoire est consacré a I’étude des transformations R pour
n = 2, c’est-a-dire dans l'espace & trois dimensions. Dans un mémoire
suivant nous établirons les principaux théorémes concernant les trans-
formations R dans I'espace & un nombre quelconque de dimensions.

Si &, n, et 5, sont donnés en fonctions de x, y,, y,, %Z}i = Py, %%’: Do

de maniére & conduire & une transformation R, nous montrons tout
d’abord que les expressions de &, 7,, 5, dépendent d’une méme fonction
de p,, p,, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
r=r(z, Y1s Yz, P1s Ds) »
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telle que &, 7,, 7, s’expriment tous les trois par z, y,, ¥, et r. La fonction
r jouit, en fonction de p, et p,, de la propriété que ses courbes de niveau
sont des droites. » peut étre choisi naturellement de différentes facons.
Nous choisissons » d’une maniére ,,canonique, de sorte que r est uni-
voquement déterminé par 1’équation ,,Pfaffienne‘“ ds = 0, ol

ds = edy, — a(x, Yy, Y, 7) dy, — b(2, ¥y, Y5, 7) dc .

Ici 'on a ou bien e=1, a=r (type I), ou bien e=1, b=r, %%:O

(type II), ou bien e = 0, a = — 1, b = r (type III).

La forme ds sera appelée la premiére forme adjointe rattachée & notre

transformation R. En considérant les expressions de =z, y,, ¥, en fonc-

tions de &, 7, 7,, %— = I, %—72—2 = m,, on exprime de la méme fagon

x, Y1, Yo Par &, n,, 1, et par une grandeur

Q = 9(53 7}1’ /'729 Ty, -77;2) ’

définie univoquement par une équation do = 0, ou

do = edn, — x(&, Ny, 3, 0) d’?z — B(&, M, 12, 0) A&,

la seconde forme adjointe rattachée a notre transformation R, satisfait aux
conditions analogues & celles énoncées pour ds.

Notre transformation R se réduit alors a une transformation ponctuelle
entre deux espaces & 4 dimensions

(x: Y y2> 7‘) et (E: 1 Nes Q) ’

satisfaisant & la condition
do = uds (5)
(théoréme I).

Ici les formes adjointes ds et do peuvent étre choisies arbitrairement
(théoréme III), et chaque transformation satisfaisant a (5) définit une
transformation E.

De Pautre coté, si la forme ds est donnée, il suffit de choisir les expres-
sions de &, #,, 7, en fonctions des z, y,, y,, r de sorte qu’elles satisfassent
a une certaine équation différentielle (24,4) du texte, pour qu’il soit
possible, en leur adjoignant une quatriéme fonction o(z, ¥, ¥s, 7),
d’obtenir une transformation R (théoréme IV). Toutefois il y a certains
cas d’exception.
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Les transformations R ne forment pas un groupe, mais si ’on ne con-
sidére que les transformations R dont les deux formes adjointes sont
égales entre elles quand on remplace &, %, 7,, 0 dans do resp. par
Z, Y1, Y3, ¥ — les transformations R symétriques — 'ensemble des trans-
formations R symétriques appartenant a une forme adjointe fixe forme
un groupe.

Dans notre discussion, nous faisons généralement abstraction des
transformations R provenant d’une transformation ponctuelle entre
x, Y, Y d'un coté et &, n,, n, de l'autre. Toutefois, nous montrons
(théoréme II) que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une forme
adjointe do puisse étre transformée par une transformation ponctuelle en
la forme adjointe dy, — rdx est que les coefficients de do soient des
polynomes au plus linéaires en p. (Une telle forme adjointe sera appelée
axiale.)

L’intérét de ce résultat consiste en ceci que les transformations R
symétriques correspondant & la forme dy, — rdz se réduisent aux trans-
formations de contact dans le plan des z, y,.

Ces résultats sont développés dans le chapitre I du présent mémoire.
Le § 1 de ce chapitre contient la démonstration que les transformations
de contact dans le sens de Sophus Lie n’existent pas dans notre cas.
Le § 2 est consacré a la définition des fonctions r et 9. Dans le § 3 nous
démontrons le théoréme I qui peut étre considéré comme le résultat
principal de ce chapitre, et nous ajoutons quelques remarques sur les
transformations R du point de vue de la théorie des groupes.

Dans le § 4, les théorémes I1 et III sur 1’équivalence des formes ad-
jointes sont démontrés. Relevons qu’il résulte du No. 62 du §10 du second
chapitre, que notre procédé de démonstration du théoréme III contient
une solution de 1’équation différentielle aux dérivées partielles du premier
ordre & deux variables indépendantes dans le cas général. Dans le § 5
nous démontrons le théoréme IV, et nous ajoutons au § 6 quelques
remarques sur l'intégration de I’équation différentielle (24,4).

Pour un nombre n > 2 de fonctions de z, la solution du probléme de
trouver toutes les transformations R sera obtenue en généralisant les
considérations du chapitre I. Mais dans le cas spécial n = 2 on obtient
une solution particuliérement simple de notre probléme en faisant usage
des transformations de contact dans l’espace & trois dimensions. Cette
solution est exposée dans le chapitre II.

En éliminant r et p des 4 relations existant pour une transformation B
entre x, y,, ¥,, 7 et & 7, 72, 0, on obtient une correspondance entre les
espaces S(x, ¥, ¥,) et 2 (&, 7, 15), définie par un couple d’équations
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‘Qv(x’ Y1, Y2 E, M5 772) =0, v=12. (6)

C’est une correspondance de rang 1 entre S et 2. Nous montrerons dans
le § 7 que réciproquement la transformation R est univoquement déter-
minée par la correspondance (6) et par ds, & I’exception de certaines
transformations R, transformations R singuliéres, qu’on peut facilement
toutes former (théoréme V).

Dans le § 8 on part d’une correspondance (6) donnée & priori, et 1’'on
cherche des conditions sous lesquelles, en choisissant une premiére forme
adjointe ds, on obtient une transformation R. Cette recherche se réduit
a la discussion du probléme de caractériser certaines formes ds que nous
appelons singuliéres relativement a (6).

Notre résultat est que chaque forme ds est singuliére relativement & (6),
si la correspondance (6) est intransitive, c’est-a-dire, si les équations (6)
peuvent étre choisies dans la forme

fv(x’ Y, ?/2)'*(]71}(5’ s 7]2) = 0: Y = 1, 2.

Si la correspondance (6) est transitive, elle définit dans chaque point de
I’espace S un ,,cone élémentaire‘ d’éléments de ligne. Si ce cone dégéneére
dans chaque point de S et devient un élément de surface, on a affaire a
une correspondance fatblement transitive dans S.

Le résultat principal de la discussion du § 8 consiste en ceci que les
formes singuliéres ds n’existent dans le cas de (6) transitive que si (6) est
faiblement transitive dans S, et qu’on peut caractériser les formes sin-
guliéres comme certaines formes axiales satisfaisant & une certaine
relation linéaire qu’on établit facilement & partir des cones élémentaires
(dégénérés) définis dans S par (6).

Or, une correspondance (6) (du rang 1) définit d’aprés S. Lie une
transformation de contact 7'. On peut alors (§ 9) interpréter nos formules
au moyen de 7'. A chaque forme adjointe ds correspond un ensemble D
de co? éléments de surface de S tel que par le point général de S passent
ool éléments de surface de D. D sera appelé le champ d’éléments de
surface correspondant a ds. D définit évidemment dans § une équation
différentielle aux dérivées partielles du premier ordre. Maintenant, si 4
est le champ d’éléments de surface correspondant dans 2 & do, D est
transformé dans A par la transformation de contact T'.

On peut dés lors obtenir les équations de notre transformation R de
maniére suivante: Chaque élément de ligne (z, y,, y., p;, ps) général
dans S est situé dans un élément de surface du champ D. Si & cet élément
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de surface correspond par 7' un élément de surface de 4 passant par le
point (&, 7, 55), on a en exprimant &, 7,, 7, en fonctions de z, y,, ¥, P,
pe, notre transformation R.

Toutefois, le résultat obtenu n’est pas applicable aux transformations
singuliéres. Pour caractériser les transformations singuliéres, on peut
utiliser les transformations de contact qui se rattachent & une correspon-
dance du rang 2, définie par une seule relation

‘Q(x’ Y1, Y2 £, M, 772)2 0. (7)

On obtient alors (§ 10) le théoréme VI qui est le théoréme fondamental
du présent mémoire: Chaque fois qu’une transformation de contact entre S
et 2. transforme un champ D d’éléments de surface de S dans un champ A
d’éléments de surface de X, on obtient par la régle énoncée plus haut une
transformation R, et chaque transformation R peut étre obtenue de cette
fagon.

Toutefois, en appliquant ce théoréme, il faut tenir compte de certaines
singularités dues & la non-uniformité des transformations impliquées.

Nous avons dii dans la discussion des §§ 8, 9 plus entrer dans les
détails que dans la premiére partie du mémoire. Cela a été nécessaire,
puisque les transformations des équations différentielles aux dérivées
partielles par une transformation de contact générale ne sont pas étudiées
en détail dans les grands traités de Lie-Scheffers, Lie-Engel, Goursat et
Campbell.

Cependant, une discussion générale de cette sorte se heurte 4 un
obstacle apparemment infranchissable autant qu’on ne fait pas d’hypo-
théses trés particuliéres sur les fonctions entrant dans le calcul. Une
équation de la forme

F(r,z, y1,9) =0 (8)

peut trés bien n’admettre aucune solution par rapport & r, méme si r
entre effectivement dans F et si F est une fonction holomorphe en
7, %, y,, Ya. Par exemple F pourrait étre de la forme %" %:v1:¥2) @ étant
une fonction entiére de ses arguments. Il est donc impossible en général
de ,,tirer la valeur de r de ’équation (8)‘ comme on est accoutumé de le
faire dans les discussions générales de la théorie des équations différen-
tielles aux dérivées partielles, surtout quand on utilise des considérations
géométriques. Dans de tels cas on est forcé de se borner aux conditions
nécessaires qui deviennent suffisantes dés que la solubilité des équations
est assurée, par exemple dés que les fonctions entrant dans le calcul sont
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algébriques. Quand on a atteint des conditions de cette sorte qu’on
pourrait appeler des conditions algébriquement complétes, on n’a naturelle-
ment pas résolu complétement le probléme, mais on a peut-étre fait tout
ce qu’on peut faire sans introduire des hypothéses trop spéciales.

C’est dans ce sens seulement qu’on peut considérer les résultats du § 8
comme définitifs.

CHAPITRE I
Ftude directe des Transformations R

§ 1. Préliminaires, exemples

1. Soit x une variable indépendante, et y,, ¥, deux fonctions indéter-
minées de x ; p,, p, leurs dérivées premiéres, z,, 2, leurs dérivées secondes.

it o:
Soit ¢ E =& (x,Y1,Y2, D1, Ps)

Mm=n(Z, Y1, Y2, D1, Pa) (1,1)
772“—':772(‘”,3/1’?/2:271:2’2);

une transformation telle qu’en calculant au moyen de (1,1)

—9m _ dns

1 df 2 df ’
=n;z+pl77{ﬂl+p2n{ﬂs+zln{p1+z2n{03
E, + 01 &, + D28, +2é, 26,

(4 et ©

== nl(x’ylayzapl’pz’zlazz)’

(1,2)

1

_ W;x+P1ﬂ;vl+ Pz"?;v, -+ zln;p1+z2 m’»p,
5; +p1§;1 +P2§;, +21§;1 +22§;2

2 =Wz(x,?/nyzapnpz:znzz),

on obtienne premiérement comme l’inverse de ¢ une transformation s:

x =x (5,7 ,N2, 7y, )
Yi=Y1(&, 11,72, 7y, Ts) (1,3)
Yo =Y2(& 5115 M2 s Ty s Ta)

et, deuxiémement, en posant

a1, a2 1,

Cl = '—a—éz_" ’ C2 = d 52 ’
et en dérivant (1,3), des expressions pour p,, p, analogues aux formules
(1,2). Les transformations s et ¢ de ce type seront appelées au cours du
présent mémoire transformations R. Elles présentent une certaine ana-

logie (assez incompléte, il est vrai) avec les transformations de contact
(Cf. No. 3).
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Quand peut-on dire que les transformations s et o sont inverses 1'une
de l'autre? Ceci est équivalent aux deux hypothéses suivantes:

I. En substituant dans (1,1) les expressions (1,3) de z, y,, Y5 et les
expressions correspondantes de p,, p,, les 3 équations (1,1) deviennent
des identités pour le couple ,,général‘‘ des deux fonctions n,, n, de & 1).

1I. En substituant dans les équations (1,3) les expressions (1,1) et (1,2),
ces équations deviennent des identités pour le couple ,.général’ des deux
fonctions y,, y, de x.

11 est évident qu’alors le systéme (1,1) posséde en général pour chaque
couple de fonctions 7, , de & des solutions, et chaque solution est
donnée par (1,3). Le fait analogue subsiste pour le systéme (1,3).

Si 'on retient ’hypothése I, ’hypothése II peut étre remplacée par
I’hypothése suivante:

II°. Le systéme (1,3) posséde une solution pour le couple ,,général* des
deux fonctions y,, y, de .

En effet, désignons par ¥}, y; un couple général de fonctions de = et
par p?, p? leurs dérivées premiéres. Soit alors £°, #3, 7, une solution des
équations (1,3), et désignons par n}, 7y les dérivées de 7, 7, par rapport

a £9. Cette solution est alors donnée d’aprés ’hypothése I par les formules

v=1,2,

£°=§(x,y‘,’,,p‘,’,) ; 772=77“(x,?/3,7’3) *u=1,2 (1,4)
et 'on a
_ 0 0 0o __ 0 .0 v=1,2,
x=x(&,1,,7) » ¥ =¥ (£ Mu,m,) =12 . (1,5)

Alors, on a en substituant les expressions (1,4) dans (1,5):
2 (&, 0,05, . (2,90, 00) , m,(x, 95,2 ,2)) ) =«
y(f(w,yg,Pg),ﬂp(x:y?:,Pg),ﬂp(x,yg,Pg,zg))= Y, A=1,2

Done, en substituant les expressions (1,1) et (1,2) dans (1,3), ces équations
deviennent des identités pour le couple ,,général® y,, y,.

1) Si l'on dit qu’une assertion est valable pour un couple général de deux fonctions,
on entend par la qu’il existe une expression différentielle ¢ en deux fonctions, telle
que l’assertion en question reste valable autant que I'expression ® ne devient pas 0.
Toutefois, cette notion s’applique généralement dans les recherches sur le comporte-
ment local, de sorte que les fonctions ,,générales* pourraient trés bien posséder des
espaces lacunaires, méme si elles sont analytiques.
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Dans ce qui suit nous supposons partout que les substitutions (o) et (s)
sont inverses U'une de Uautre dans le sens de ce No.

2. Si les fonctions &, 7,, 7, dans (1,1) ne contiennent pas p,, p,, les
fonctions z, y,, ¥, de (1,3) sont indépendantes de =, 7,.

En effet, les 3 fonctions dans (1,1) sont assurément indépendantes,
puisque dans le cas contraire il existerait une relation entre &, 7,, n, et
alors les équations (1,3) ne seraient pas résolubles pour le couple ,,général*
Y15 Ya-

Donc on peut exprimer z, y,, ¥y, comme fonctions de &, 7,, n,. Mais
d’un autre c6té, d’aprés nos hypothéses, ces 3 fonctions sont exprimables
par les expressions de droite en (1,3). Done, si ces 3 expressions n’étaient
pas indépendantes de =;, 7,, on obtiendrait du moins une équation diffé-
rentielle pour #,(£), 7,(£) et le couple #,, n, ne serait pas ,,général‘.

11 s’agit donc dans ce cas d’une transformation ponctuelle et de son
inverse.

Dans ce qui suit nous allons supposer, si le contraire n’est pas dit
explicitement, que les transformations (1,1), (1,3) ne se réduisent pas a
des transformations ponctuelles. Alors au moins 1'une des variables
Py, Pe entre effectivement dans (1,1), et au moins 1'une des variables
m,, my entre effectivement dans (1,3).

3. Les expressions (1,2) de =, 7, contiennent z,, z,. Nous allons main-
tenant montrer que ces expressions contiennent effectivement au moins
DPune des variables z,, z,, 8’il ne 8’agit pas d’une transformation ponctuelle.

En effet, si n, et n, étaient indépendantes de z,, z,, il résulte des for-
mules (1,2) que le rang de la matrice

4 /
"71 Py 771 P
/ ’
Na2py, M2p,
b
serait égal & 1. Mais alors les 3 fonctions #,, 7,, &, considérées comme
fonctions de p,, p,, seraient toutes les 3 exprimables par I'une d’elles.

Il existerait donc une fonction p=p(z, y,, ¥, P1, P2) telle que &, n,, 7,
pourraient étre exprimés en fonctions de 4 variables x, y,, ¥, p:

E ZE (xs Y1, Ya» p) ’
Mm="m"m (x: Y, Yo Z)) ’
Ns = N2 (T, Y1, Y2, P)
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Alors on a pour 7, et 7,:

-~ - — - d
Te + P17y, + Doy, + Wiy -;l—f;
B =7 </ < =z dp ’
Ez + p1£y1 + p2£y2 + 51) _dz
g -y —y - dp
Moz + P1Mey, + P22y, + 77243%
Ty =

- - - - d
o4 piE, 0, +E S
Or,

dp / / ’ / /
dx = zlppl + z2pp3 + plpyl + pry, + pa:

contient effectivement une des variables z, et z, qui n’entrent pas
d’aprés notre hypothése dans =, ,#,. On a donc

-7 =/
/Y /Y
T = ‘5-/ y T = EI ’
p P

mais les expressions de droite ne dépendant i¢i que de z, y,, ¥,, p, nous
aurions exprimé 5 grandeurs

5, 771’ 772, Ty, g (3’1)

en fonctions de 4 grandeurs z, y,, ¥, P

Il existerait donc une relation non-identique entre les 5 grandeurs
(3,1) tandis que 7,, 7, est un couple ,,général* de fonctions de &.

En particulier il n’est donc pas possible que dans une transformation
(1,1) qui ne se réduit pas a une transformation ponctuelle, les 5 expressions
(3,1) s’expriment au moyen de z, ¥, Y3, Py, P2-

Les transformations de contact dans le sens étroit de Sophus Lie ne peuvent
donc pas étre généralisées au cas de 2 fonctions d’ume variable indépen-
dante si U'on ne veut pas se borner aux transformations ponctuelles 2).

4. Exemples. 1. Posons
Ne=01%D2y, MmM=U+Y2—20+p:), E=ya—2(pr+p). (41)
On a évidemment

d’h
G _ —amt P, _ (it
e —a(P+p)i—p T —x(@+Dp)i—P
dx
done

%) Cf. Lie-Scheffers, Geometrie der Beriithrungstransformationen, T. I. (1896), pp.
478 — 480.
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— — . —t T

X T s ?/1——771 5 y Y = 5 Ty N2 - (4’10)
I1I. Pour

§ = p,, M = Y% N2 = Y2 — TP, (4,2)
on obtient

4
— Py —X
my = 111 , 0y == P Pal P2s -,
pzw pzz
T= =7 Y1=1"N, Ys=1n— &m,, (4,2°)

c’est essentiellement la transformation de Legendre.

III. En posant

Dy Dq
E =X N o e— ) == — ’ 4,3
M e N =Y e Y. (4,3)
on a
. 271) ’ P (px) /
7 == — y Ty == Py — Pg—— — e .
1 ( z 2 = P1— P2 Py Y2 L
7 7
?/2:“‘““‘”? ’ ?/1=772'—“—ni N, 2=§ . (4,39

IV. Des formules

5:-—%—:—%, MmM=Y, MN=Y:, (4’4)
il résulte
= - p1p , my = > pzp ’ legl
Py x(_l) ’ Py x(_l_) ' : P2
P2 T P) P2 T P2 )7
__ s _ — 0
x——j_;—f, Y1h=M1, Y2=1" . (4,4°)

Dans cette transformation, chaque point se déplace suivant une paralléle
& Paxe des z, le facteur dont se multiplie  étant proportionnel & la
tangente de I’angle formé par la projection de 1’élément de ligne sur le
plan des y,, ¥, avec I'axe des y,.

V. Une généralisation de l’exemple précédent est donnée par les
formules:
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£=X("&':x)’ 771—:‘?/1’ 772=y2’ (4’5)

2
si
D=X,’,1$&_O , X;$O.

D2
En effet, on a

Dy De T, P

X’-I—D(_p_l_)' T X'+D(_Z_’_1_)f ' P
x pz z x pz x

Ty = 5

donc en résolvant la premiére équation (4,5) par rapport a x:

=
xza(—;é, E) y Y1=M » Y2=17s . (4,69
VI. Enfin, si
Dy Dy 3
f=T =g P g B (e
P T p 0Tt )
on obtient
pl_g(ﬁz_); pz_z_zz_(_&);
7y = 2 D1 p— Pr \ D ’ T2 __ P :
w(&)/___& x(_f_o_e_)f_& ™ P
z z
y 251 yo! 2 D1
2
T JU JT.
= ’ y1=771+2“3,?/2=772+'_:—' (4,6°)
n1§ 7zl ytl.

§ 2. Les fonctions r et o

5. Désignons par
& P k (&, Ny, N2y 7, Tp)

une fonction de ses 5 arguments jouissant de la propriété de rester in-
dépendante de z,, 2, quand on y exprime les arguments &, ..., #, par
Z, Y1, Y2, P1> Pa> %1, 22. Par exemple, les 3 fonctions x, y,, y, dans (1,3)
jouissent de cette propriété.
Posons
0 0 0
5—-5;—%‘?1@:-1-%-@;- (5,1)

Alors on peut écrire (1,2) dans la forme

8n, + 217y 5, + 22y 5,
0§ +,z1 '51;1 + 2, f,;,

7y = ,v=1,2 . (5,2)
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Donec, en dérivant « par rapport & z, et z,:

(15, (08 + &7,20) — &5, (81 + 015, 20)) er, +

5,3
- (T, (08 + £5,20) — &}, (O + 745, 20)) r, = O . el

(n{y, (8¢ + 51:1 1) — 5,:, (Omy + 77{ 9y zl)) K;r‘ +

54
+ (77é 2 (8¢ + 52;1 21) — 52:2 (62 + ’7; N zl)) K;rz =0. (5.4)

Les deux relations (5,3), (5,4) ne sont pas satisfaites identiquement en «,
sans quoi s, et 7, seraient indépendantes de 2, et z,. Donc on obtient
pour x une équation différentielle:

Pk, + K2, =0, (5,5)

ou y est indépendant du choix de x. En plus, ¥ ne dépend évidemment
pas de z,, 2,, et ’on obtient de (5,3), (5,4) les trois expressions pour y :

y=tindnnb (5,6
Mewy $p2 M0y $ps
_ Min (Gt piby  Peb) — &, Ot Pt Pavi)
Y s Gl Py T 28, — &, (1 + Paan, + PaTh)
g — (a1 6y + Pay) — &, Oha Pui, + Patlin) o

Nav, (£a + D1 &y, + P2 &)) — &p, Mz + D172y, + P22y,
dont I’'une au moins ne devient pas indéterminée.

6. La condition (5,5) est évidemment nécessaire et suffisante pour que «
jouisse de la propriété en question. Or, y = y(&, #y, ..., w,), jouit aussi
de la propriété de rester, exprimé par z, y,, ..., indépendant de 2, et z,.
Done

Y Va, +¥m, =0 . (6,1)

» pourrait trés bien étre 0 ou oo (dans ce dernier cas, I'équation (5,5) se
réduit a x;l = 0) ou bien, plus généralement, étre indépendant de =, et
ng. Nous distinguons trois cas:

1. y est fini et indépendant de x,, #,. Alors, nous posons
e = — y (& 1, Ns) 7oy . (6,2)
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2. y dépend au moins d’une des variables =, #,. Alors, nous posons
e=y. (6,3)
3. y est égal & oo. Alors, nous posons
Q@ = Ty (6,4)

7. Dans le cas 2. p = y, p est aussi une intégrale de (5,5), donc chaque
fonction « s’exprime par g, en adjoignant &, », 7,. Or l'expression
7, — o7, satisfait elle aussi la condition (5,5). Donc cette expression
s’exprime par &, ;, 7,, 0 :

T — e =@ (0; &, n, ") . (7,1)

Dans les cas 1. et 3, « est une fonction de n; — y =, ou de @,. Done, dans
tous les trois cas « est une fonction de &, #,, 7,, 0.

Nous supposons dés maintenant que x, v, , i, dans (1,3) sont expri-
més en fonctions de &, 7,, 77;, o, et les dérivées partielles sont & cal-
culer dans cette hypothése,

Dans I’exemple IT du No. 4 on a ¢ = 7,, dans les exemples I, IITI—-VI:
42!
rak
8. Considérons maintenant une fonction k& (z, y,, ¥s, P1, P:) qui,
exprimée par les variables grecques, ne dépende pas de {;, {,. Il résulte
évidemment d’un raisonnement complétement symétrique au précédent
que notre fonction k satisfait & une équation différentielle

Ckig1+k1:z=0 ? C=C(x, y17y2’p1:p2) ’ (8,1)

ol la fonction ¢ appartient, elle aussi, & la classe des fonctions & et satisfait
a I'équation différentielle
/ !/
¢, +¢,,=0 (8,2)

De méme, posons r =c, si ¢ dépend effectivement d’une des variables
P1, P2- Si ¢ est indépendant de p,, p, et fini, posons

r=1p—¢(Z, Y, Y2) Pa; (8,3)
Enfin, pour ¢ = oo, soit

r=2p,. (8,4)

Dans le cas ¢ = r il existe une fonction f(r; z, y,, y,) telle que
P — TP =f(r; 2, 41, Ya) - (8,5)
169



Dans tous les trois cas chaque fonction % s’exprime par z, y,, ¥,, 7.

Dans ce qui suit nous supposerons que &, 7),, 7, en (1,1) sont ex-
primés en fonctions de x, v, , ¥y, , 7, et leurs dérivées partielles sont
calculer dans cette hypothése.

Or, o, exprimé en fonction des variables latines, appartient évidemment
& la classe des fonctions k. Il en résulte que p peut étre exprimé par

Z, Yy, Yg, T
J1x Y1 e=20(x, Y, Y 7). (8,6)

De méme 7 s’exprime par &, %,, 7, 0 :

r=r(&, 1, N, 0) . (8,7)
Dans les exemples I, IT du No. 4 on a resp.: r = p, + py; r = p,; et
dans les exemples III—-VI: r = —%— ;
2

9. La fonction r = r(p,, P, %, ¥;, ¥s), définie par (8,3) au moyen d’une
fonction arbitraire c(z, y,, ¥,), ou bien par (8,5) au moyen d’une fonction
arbitraire f(r, z, y,, ¥,), ou bien par (8,4) comme p,, posséde la propriété
qu’en posant r = ¢, et en variant la constante c,, on obtienne un champ
de droites dans le plan des p,, p,. Les variables z, ¥,, y, sont alors &
considérer comme paramétres.

Or, il est facile de voir que, réciproquement, au champ le plus général
de droites § du plan des p,, p,, dépendant des paramétres x, y,, y,,
correspond une et une seule fonction r(p,, ps, =, ¥;, ¥,), définie comme
en haut, telle que le champ § consiste en les lignes de niveau de 7.

En effet, soit

A(@t)p, + Bt)p. = C(t) (9,1)

I’équation de la droite générale de §, dont on obtient les droites indivi-
duelles pour les valeurs particuliéres de ¢.
Alors, si A(t) # 0, on peut supposer dés le commencement 4 () = 1.

Maintenant, si B(f) ne dépend pas de ¢, posons ¢ = — B(¢), alors
T=11—CPg (9,2)
est une fonction dont les lignes de niveau forment le champ §.
Si B(¢) dépend effectivement de ¢, posons B(f) = — r et exprimons
C(?) par r:

O(t) = f(T’ Z, Y15 ya) N
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Alors I'équation générale des droites de § est
Py — 7P = f(r, %, Y1, ¥a) . (9,3)
Donc & est ’ensemble des lignes de niveau de la fonction 7 tirée de (9,3).
Si enfin 4 (t) = 0, I’équation (9,1) se réduit a
cw) _

——————y

B ~

2..-'_"_‘

donc § consiste, dans ce cas aussi, en les lignes de niveau de la fonction
r = P,.

10. Supposons de l'autre coté que la fonction F (p,, p,) soit une fonec-
tion générale dont les lignes de niveau sont des droites. Alors, l'incli-
naison de la tangente le long d’une ligne de niveau F(p,, p,) = ¢ étant
constante, F;l/ F, , doit étre une fonction de F':

Py .
F, "0

/

donc, en écrivant que le Jacobien des deux fonctions F et —2- est O:
V4]

*F, ,,—2F, F, F, , +F}:F, , =03 . (10,1)

/
P2™ P1D1 P1P2 P2 P2

F

11. En interprétant p,, p, comme des grandeurs caractéristiques d’un
élément de ligne issu du point P(z, y,, y,), on a une relation linéaire
entre p, et p, pour r = const., donc un élément de surface passant par
Z, Y;, Y- Un ensemble de oot éléments de surface, tel que par chaque
point général de 1’espace passent oco! éléments de surface de cet ensemble,
sera appelé dans la suite un champ d’éléments de surface.

La fonction r(p,, ps, «, ¥, ¥.) fait correspondre & chaque point P de
Iespace S des (z, ¥, ¥,) & trois dimensions, oo! éléments de surface
passant par P, caractérisés par la valeur de r. L’ensemble de ces ool
éléments de surface forme donc un champ D d’éléments de surface. Le
fait analogue étant exact pour I'espace 2'des (&, 7, 1,), on voit donc que
notre transformation est une transformation entre les deux champs D
et A d’éléments de surface, ainsi définis au moyen des deux fonctions
r et p.

Le champ D peut étre caractérisé dans les trois cas considérés au
No. 8, comme I’ensemble des éléments de surface appartenant & une
équation différentielle aux dérivées partielles du premier ordre.

3) Dans notre discussion est évidemment contenue la détermination de l’intégrale
générale de I’équation (10,1).

171



Dans le cas I, ol la fonction r est donnée par (8,5), les éléments de
ligne passant par P(z, y,, ¥,) et correspondant & un r fixe, satisfont & la
relation

dy, — rdy, — f(r, %, Y1, ys)dx = 0, (11,1; 1)

et sont donc situés sur 1’élément de surface passant par P et dont les
coordonnées de direction p, ¢ ont les valeurs

__ 0y

9y,
== == =
G

p—" ax =f(r:x’y17y2) ’ q

Ces éléments de surface appartiennent & 1’équation différentielle aux
dérivées partielles:
ayl — f ( ayl

2 —a—y-z—,yuyz,x)- (I)

Dans le cas II, ou r est donné par (8,3), on a pour une valeur fixe de r
Pélément de surface

dys — ¢(, Y1, Ys) Byy — rdx = 0 (11,1; II)
aux coordonnées de direction
_ %Y, _ L 9y, _
p“‘ ax =r , q_ ayz_c(x:y13y2) -

L’équation différentielle aux dérivées partielles correspondante est

0y, .
3 =c(Z,Y;.Y,) - (II)

Dans ce cas, les co! éléments de surface passant par un point P tournent
autour d’'un axe orthogonal & l’'axe des z, mais non paralléle & I’axe

des 7, .
Enfin, dans le cas III, ol  est donné par (8,4), ’élément de surface cor-

respondant & un r fixe, est donné par

dy, — rdx = 0. (11,1; III)

Ces éléments de surface sont tous paralléles & ’axe des y, . Dans ’équation
différentielle correspondante on prendra y, comme fonction de z et y,,
et 'on aura

0y,
=0, 111
o | (11I)
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11 est évident qu’en permutant les variables z, y,, ¥, convenablement,
chacun des cas II, III se réduit au cas I.

On peut aussi caractériser les éléments de surface au moyen des
cosinus directeurs de la normale:

X = COS (n) x)) ﬁ=cos(n,y1), y=cos(n,y2), (11:2)
de sorte que l'on ait
o
pigi—l=a:y:f, p=——p, g=—-—1. (1.3

On obtient alors dans les cas I, IT, ITI resp. pour les champs d’éléments
de surface correspondant & ces cas:

LA TR .
I ﬂ f( ﬂ :x,yl,yz),ﬂ7é0,
IT ——’,;— (@, 41,9, BAO;
III B =0

Les équations différentielles correspondant aux exemples I, II, IIT
du No. 4 sont:

9y, _ . Y, - n . 9, .
a?/z——wl ’ ay1—0 ’ —35—_.0 .

Relevons enfin qu'une équation différentielle aux dérivées partielles
du premier ordre & deux variables indépendantes

F( 0z 02

2z By X, Y, z) 0 (11,4)

peut toujours étre réduite & une des formes (I), (II), (III).

Si F contient — a ——, (11,4) équivaut & (I). SiF ne contient que —g-g- ,

(11,4) se réduit & (II). Enfin (IIT) est le cas limite de (II) pour ¢ = oo.

Notre transformation R correspond done 4 une transformation d’une
équation différentielle aux dérivées partielles du premier ordre dans 8
en une équation analogue dans 2.

Nous verrons au § 10 que notre transformation entre D et A s’obtient
au moyen d’une transformation de contact, faisant correspondre les deux
équations différentielles en question ’'une & I’autre.

Les champs d’éléments de surface correspondant aux équations
linéaires jouent dans la suite un réle particulier. Ces champs sont carac-
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térisés par le fait que leurs éléments de surface passant par un point
général P tournent autour d’'un élément de ligne — Paxe du champ dans
P. Un tel champ d’éléments de surface sera appelé linéaire.

Aux cas des types II et 111 correspondent toujours des champs linéaires.
Quant au type I, la condition nécessaire et suffisante pour que le champ
correspondant soit linéaire, est que f soit un polynoéme en r, au plus
linéaire.

En désignant les cosinus directeurs de ’axe I par

X = COS (Z: x)) ﬂo = COo8 (l: yl)’ Yo = co8 (l: yz) ’ (11,5)
et en Posa’nt da‘ns le cas I: f('r’ Z, V> Z/z) = A(x: Y15 ?/2)7' + B(x) Y1 yz),
on a pour les cosinus directeurs d’un élément de surface général du

champ dans les cas I, IT, III resp.:

I «+Bg—Ay=0, (II) ¢f+y=0, (I =0, (11,6)

done pour I’'axe du champ:

1: B: —A ,f=A4Ar+ B (I)
0g: Po: Pe=(0:0C:1 (IT) (11,7)
0:1:0 (I1I)

§ 3. Les formes adjointes et la réduction aux transformations
ponctuelles en 4 variables

12. Posons dn, — odny — pdé I
do = { dny, — ydn, — odé (I (12,1
dy — edé (ED)

suivant que y contient effectivement I'une des deux variables #,, 7, en
est indépendant, ou devient oo.
De méme soit

dy, —rdy,— fdz  (I)
ds= ( dy, —cdy,—rdx (II) (12,2)
dy, —rdx (III)

suivant que ¢ contient effectivement 'une des variables p,, p;, en est
indépendant, ou devient oo.
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Les formes ds et do seront appelées dans la suite la premiére et la
seconde forme adjointe correspondant & la transformation R considérée.
Nous distinguerons les formes adjointes des types I, II, III, suivant
que la premiére, la deuxiéme ou la troisiéme des formules (12,1) respec-
tivement (12,2) est valable.

En posant

do = edn, — adny — Bdé , (12,3)

ds = edy, — ady, — bdx (12,4)
il résulte de (6,2), (6,4), (7,1), (8,3), (8,4) et (8,5):

epy=ap,+b, (12,5)
emy = amy -+ . (12,6)

13. En utilisant les expressions de &, #,, 7, par z, ¥;, ¥, 7, on rem-
placera les formules (5,2) par

Sn, + 1y, w
T, = 7
68 + ¢ w

sw=r, 2,41, 25 . (13,1)

I1 en résulte pour f = em, — am,:

(e6n, — adny) + w(en], —ony,)
0+ & w

f=
Or, B étant dans tous les cas indépendant de z,, 2z,, donc de w, il résulte
BOE + by, =ebn, ; BE 4 ans, =N, . (13,2)

Mais, d’apres (5,1) et (12,5), pour e=1:

8 = (& +b&) +pu(&, +ak))

/ / ! ! (13’3)
on, = (ny 2+ bnvyl) + Z’z(’?w, +a’77vv1) ,v=1,2.

En introduisant ces valeurs dans la premiére des relations (13,2), on
obtient:

{BE, +bE) +a(m, +bnsy)—eln, + bny) )+
+p2{ 5(51,;, +a§g,(1) +“(77;u2+a77;u1)—8(77;v,+ aﬂ{vl) } = 0.
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Or, les expressions entre parenthéses étant indépendantes de p,, cette
relation se décompose en deux, que nous écrivons avec la deuxiéme des
équations (13,2):

B(&, +b&)+alm, +bn,) =cln, +bniy) ,
B(&, +ak))+am, +an,)==¢ch, +an,), | (134
ﬂ§: +0‘7I§r =8n{r .

Multiplions ces 3 équations respectivement par dx, dy,, dr et faisons la
somme; on obtient

B(dé— 5;1 ds) + o (dﬂz—‘ﬂéw, ds) — & (dn, ""'7;1/, ds) =0 ,
do = pds | (13,5)

”=8n;ﬂ1—“n;v1_ﬁ51,/1 * (13’6)

La formule (13,8) s’obtient du reste immédiatement de (13,5), en y com-
parant des deux cotés les coefficients de dy,. Pour ¢ = 0 on obtient les
relations correspondant & (13,3) en permutant les indices 1 et 2 et en
posant a = 0. Les formules correspondant aux équations (13,4) s’ob-
tiennent de la méme fagon, et I'on arrive dans ce cas aussi aux formules
(13,5) et (13,6).

14. Nous pouvons maintenant formuler le résultat suivant:

Théoréme I. Les substitutions o et s d’une transformation R 8’ obtiennent
a partir d’une transformation ponctuelle de Uespace & 4 dimensions :

= §(x 9?/1:3/2:7') ) = Q(x’ylsyz:r) ) t (14,1)
771—‘“‘:7]1(%?/1,%,7’); 772———‘772(93,3/1,%,7) ’

et de son tnverse

x=xE,m,Mm,0) ; r=1rE,m:M,0 ;
V1i=1(5,m,72,0) ; ‘ Yo=Y2(EsM15M250)

satisfaisant & Uéquation (13,5), en y remplagant r et o par les expressions
tirées sutvant le cas, la premiére d’une des équations

Dy — TPy = f(T, Y1, Yo x)» r=7m — c(x, Yi» ?/2) P2, ¥ = Pa, (14’,3)
et la seconde d’une des équations
Tty — 0y =@(0 M M3, &), @ =7 — V(& M, M)Wy, @ =73 (14,4)
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Chaque couple des substitutions o, s obtenu de cette fagon, appartient & une
transformation R. — Nous avons encore & démontrer la derniére assertion
de ce théoréme.

Supposons en effet que, étant donné un couple de deux fonctions
arbitraires:

[ =f, Y1, Y3, L) 3 oOU c =c(x, Yy, Ys2) ou C = 00 ;
¢ =0, M, 1,6 ou y=y(&nm,n) ou y=oo,

la transformation ponctuelle (14,1), (14,2) satisfasse & la condition (13,5);
alors je dis, qu’en remplacant o et r resp. par des fonctions de n,, m,,
M, N2, & oude py, Py, ¥y, Y3, %, tirées de (14,3) et (14,4), on obtient
deux transformations o, 8, inverses I'une de ’autre.

En effet, supposons que ¥,, ¥, soient deux fonctions indéterminées de
x, et p,, p, leurs dérivées premiéres. Alors la forme différentielle edy, —
ady, — bdx devient (ep, — ap, — b)dx, donc 0. Il en résulte que
Pexpression de gauche en (13,5) disparait aussi. Donc on a

m —ong=g(e) ou m —ym=y¢ oubien x=p,

et I'on a pour la grandeur ¢ obtenue de (14,1), la relation correspondante
(14,4). Done, d’aprés (14,2), z, y,, y, s’expriment par &, 7, s, 7, 7y ;
et, le méme raisonnement étant applicable & partir de la transformation
(14,2) et des fonctions %,, n, de &, les hypothéses du No. 2 sont en effet
satisfaites.

La transformation (14,1), (14,2), ainsi que les expressions r, g, et les
formes adjointes ds, do sont évidemment, d’aprés notre discussion,
univoquement déterminées par la transformation E donnée.

Quant & la question, dans quelle mesure la transformation (14,1),
(14,2) et les formes adjointes ds, do peuvent étre choisies arbitrairement,
nous nous en occuperons dans les §§ 4 et 5. Dans le § 4 nous montrerons
que les deux formes ds, do peuvent étre choisies arbitrairement. Dans le
§ 5 nous établirons les conditions sous lesquelles une transformation
ponctuelle de ’espace de 4 dimensions peut conduire, au sens du théo-
réme I, & une transformation R.

Dans le cas, ou dans une forme adjointe ds le coefficient b est linéaire
et entier en 7, c’est-a-dire correspond & un champ linéaire d’éléments de
surface et & une équation différentielle linéaire, nous parlons d’une forme
adjointe axiale, et les axes du champ correspondant d’éléments de surface
sont aussi appelées les axes de ds.
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Voici les formes ds, do correspondant aux exemples I, IT et IIT —VI
du No. 4:

ds = dy, + dy, — rdz, do = dn, — edn,, ()
ds = dy, — rdx do = dn, — pd¢ (IT)
ds = dy, — rdy,, do =dn, — pdn,. (III—VI)

15. Considérons parallélement & la transformation R, o, (1,1), satis-
faisant & la condition (13,5), une transformation R, 8, appliquée aux
variables &, 7,, @,:

X == X(és N1y Moy Ty, 7‘2)

(15,1)
Yy.= Yp(fa N> N2> Wy ) , p=1,2,

et satisfaisant & la condition
dS = u, do, (15,2)
analogue a (13,5).

Formons le ,,produit‘ So en substituant dans (15,1) les valeurs (1,1)
et (1,2). Sous quelle condition la transformation résultante sera-t-elle
aussi une transformation R?

Tout d’abord les expressions de gauche en (15,1) devraient posséder la
propriété de devenir indépendantes de z;,z, quand on y exprime les
arguments &, ..., @, Par , ¥, Ya, P1, P2, %1, 22. Mais alors, ces fonctions
sont des fonctions du type des fonctions «, considérées au No. 5, et sont
exprimables en fonction de 4 arguments &, #,, 7,, ¢, ol ¢ est la fonction
définie pour la transformation o. On a donc

do, = do , (15,3)
et la transformation So satisfait & la relation

dS = u,ndo . (15,4)

16. Il résulte de (15,3) en particulier, que le produit ¢? d’'une trans-
formation o par elle-méme ne peut étre une transformation R que si
I'on a

@ =7 (7, 7y, &, M, M2) - (16,1)

Une transformation de ce type, pour laquelle les 2 formes adjointes
g’expriment de la méme fagon au moyen des variables et des différen-
tielles correspondantes, sera appelée symétrique.

Il résulte maintenant de (15,3) que toutes les transformations R
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formant un groupe donné, sont des transformations symétriques avec
la. méme forme adjointe. Les transformations ponctuelles en 4 variables,
correspondant aux transformations R d’un groupe, possédent alors leur
forme adjointe comme un invariant relatif.

S’il s’agit en particulier de la forme adjointe

dyl = pdz, ¥ =", Q0 =Ty, (16,2)

les transformations R correspondantes se réduisent évidemment aux
transformations de contact au sens de Lie, dans le plan des 2, ¥, eny
adjoignant une transformation de la forme

772 = F(x3 yl’ y2$ pl) . (16’3)

Si deux formes adjointes do, ds se correspondent par des transforma-
tions o, 8, du type (14,1), (14,2), elles sont équivalentes.

Soit maintenant S une transformation générale du type (14,1), qui
posséde do comme un invariant relatif. Alors on obtient évidemment la
transformation générale possédant ds comme un invariant relatif, dans
la forme oS0l .

Les groupes de transformations appartenant aux formes adjointes
équivalentes sont isomorphes. Or, foutes les formes adjointes sont équiva-
lentes entre elles, comme nous le montrerons au § 4. Il en résulte que les
groupes de transformations R appartenant & une forme adjointe do, sont
isomorphes aux groupes appartenant & la forme adjointe (16,2), qu’on
obtient de la théorie des transformations de contact du plan.

§ 4. Equivalence des formes adjointes

17. Nous allons d’abord dire quelques mots sur 1’éguivalence de deux
formes adjointes par rapport a wune transformation ponctuelle en trois
variables. Soit donnée une forme adjointe dans X'

do = dn, — adny, — pdé . (17,1)

Considérons une transformation ponctuelle entre S et 2':

x==x(,n) » Y= Y(&,mu) ,

w,yv=1,2. (17,2)
E=E&@,p) » Mu=1n@,9) ,
do devient par cette transformation:
do = pds = p(dy, — ady, — bdz) , (17,3)
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ol1 'on a, en exprimant les différentielles des variables grecques par celles
des variables latines:

g Mw oMy, —BE, L m. —om, —BE, (17,4)
. n{'vl__“né'yl—ﬁfél 17{”1.‘—“?7;”1_/35{,1 ’ ’
81
n:”l—“névl—_‘ﬂ&;lj:o * (17’5)

18. On voit facilement dans ’hypothése (17,5) que I’'une au moins des
expressions a, b dépend effectivement de p. En effet, 8’il en était autre-
ment, on pourrait écrire:

14 / / \
Me — &Ny _ﬂsz = Qg Q¢ >

/ I4 I4
771111'——0‘7]2111_}353/1:0’190 b

77{11,_0‘77;1/2_ ﬁf;/z = Q30 >

(18,1)

ou a,, a,, a, ne dépendent que de z, y,, y¥,.

Donc, le Jacobien de &, #,, 5, en (17,2) par rapport & =z, y,, y, étant
x B

. . 1 , . .
# 0, les trois expressions %’ o’ s’exprimeralent par z,y,, y,,
0 0 0
donc aussi par &, n,, .. Mais alors il en serait de méme pour « et
"71 7]2 y

tandis que 'une de ces deux grandeurs est toujours égale & p. —

Mais alors, si @ dépend effectivement de g, on posera r =a, b =
f(r, z, y;, y,). Et si a ne dépend pas de g, on posera a = ¢, b =r, et ds
pourra s’écrire dans I'une des deux formes (12,2).

Si, enfin, (17,5) n’est pas valable:

77;1/1—0‘77;2!1_/35;;1 = O b (18’2)
I’équation
n;yg_“né'yg__ﬂgéz = O (18’3)

est assurément impossible. En effet, dans le cas contraire, les deux équa-
tions (18,2) et (18,3) seraient compatibles, tandis que x et  ne sont pas
assurément toutes les deux, exprimables par z, y,, ¥,. Donc, I'une de ces
deux équations serait conséquence de I'autre, et le Jacobien de &, #,, 7,
par rapport & x, ¥, ¥, serait 0. — On peut donc écrire

do = (4, — sy, —BE,) (dy,— Ddx) , (18,4)
ou
,w—o" ,m_— Ea/;
—Dp=" e B , (18,5)
nlﬂg_anzﬂg‘_—ﬂéyg
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n’est pas indépendant de g; en effet, dans le cas contraire, on aurait encore
les trois équations (18,1) avec a, = 0, et le méme raisonnement serait
applicable. On peut donc poser » = D, un cas qui se raméne au cas
a = ¢, b = r en interchangeant les variables y,, ¥, ; ds a alors la troisiéme
des formes (12,2).

On voit donc que, étant donnée une transformation ponctuelle (17,2)
et une forme adjointe (17,1), il existe une fonction

r = r(é, N s 0) (18,6)

telle qu’en adjoignant (18,6) aux expressions (17,2) de x et y,, on obtienne
une transformation de 1’espace (&, 7,, 7., o) dans l’espace (z, y,, ¥3, 7),
satisfaisant & la condition (17,3). a, b et la fonction (18,6) sont alors uni-
voquement déterminées par (17,1) et (17,2).

19. Supposons maintenant qu’on ait en particulier « =0, = p,
un cas qui se raméne, comme nous 1’avons dit plus haut, aux transforma-
tions de contact du plan.

On obtient alors pour — a, — b les expressions
My, — 04, e — o0&,
g mTeS, z_, (19,1)
771‘"1 - QEQII nl'yl - Q 51/1

en supposant que 7, , Ez,u ne deviennent pas 0 tous les deux.
Supposons que @ contienne effectivement g. On a alors un ds du type I:

r=a,; f(r,x,yl’y2)=b=kr+l’ (19’2)
ou k et I s’obtiennent en résolvant les équations

kniy, —Inly, —ms=0,

, , . (19,3)
kg, —1E, — &, 0.

Or, je dis qu’on peut faire k et 1 égales & deux fonctions arbitraires de
x, Y., Y en choisissant convenablement la transformation (17,2). Il suffit
en effet de déterminer %, et £ de maniére & satisfaire (19,3), c’est-a-dire
de prendre pour &, 7, deux intégrales indépendantes de 1’équation aux
dérivées partielles

2, + 1z, —kz, =0, (19,4)

qu’on obtient & partir de deux équations différentielles
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d d
"E%:l—:_'l(x’yl:yz) ’ d?ﬁ—————k(w,yl,yz) ’ (19’5)

en exprimant les deux constantes c,, ¢, dont dépend l'intégrale générale
de (19,5), en fonctions de z, y,, ¥, :

¢, = 2,(%, Y1, Ya) » v=12. (19,6)
En posant

le déterminant
77],. Yy 77{ Vs

6;1 51:’

ne sera pas identiquement 0, y,, y, étant exprimables par z, 2,, z,. Done,
a dépend effectivement de g, et notre assertion est démontrée.

De I'autre c6té, une forme adjointe du type II en (12,2) se réduit, en
permutant y, et x, & une forme adjointe du type I, dans laquelle b est
indépendant de r. Donc chaque forme adjointe du type II est équivalente
& dn, — od&. Et, quant & la forme adjointe dy, — rdx, elle se réduit
évidemment & dn, — pdé&, en posant

=19, N2 = Y1, §==x.
Donc:

Théoréme I1I. Pour qu'une forme adjointe ds soit équivalente, par une
transformation ponctuelle, @ dy, — rdx, il est nécessaire et suffisant qu’elle
s0it axiale.

En particulier, toutes les formes axiales sont équivalentes entre elles
par des transformations ponctuelles. — D’ailleurs notre résultat est
presque immédiat en termes des équations linéaires correspondantes. Il
se réduit & ce que deux équations linéaires aux dérivées partielles sont
toujours équivalentes par des transformations ponctuelles. En effet,
si, dans le cas de trois variables par exemple, f, = ¢, f; = ¢ sont deux
intégrales indépendantes de la premiére équation, F; = ¢, F'3 = ¢ deux
intégrales indépendantes de la seconde, il suffit de considérer une trans-
formation ponctuelle par laquelle f,, f, deviennent F,, F,.

20. Nous allons maintenant démontrer le théoréme annoncé & la fin
du No. 16:

Théoréme I11: Sotent
do =¢edn, —adn, — pdé

20,1
ds = edy, —ady, —bdx (20.1)
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deux formes adjointes. Il existe toujours une transformation R entre les
espaces X et S, satisfaisant & la condition (13,5).

Démonstration : 11 suffit de considérer le cas ou do se réduit a la forme
dng — pdé&. On a alors & satisfaire & la condition

dns — 0d& = u(edy, — ady, — bdx) . (20,2)

On peut évidemment supposer e = 1, puisque dans le cas contraire ds se
réduit & dy, — rdz et il suffirait de prendre la transformation identique.
Alors (20,2) se réduit &

Nyr —0& =0 , My, — o0& =p ,
Moy, —0 &y = —pa , my,—e& =—ub,
ou bien, en éliminant x :
Ter — 0§ =0,
(M2v, + @ 72s,) — 0(&,, +a,) =0, (20,3)
(Mo + b72y,) — (&, +0&) =0 .
Mais si 7;, et £, ne sont pas tous les deux 0, il résulte de (20,3)
Pexistence de deux fonctions 4, «, telles que le systéme des deux
équations différentielles
2, +az, —Aiz, =0,

(20,4)
2, +bz, —xkz, =0

soit satisfait pour z = 7, et pour z = §&.

21. De 'autre coté, si le systéme (20,4) posséde deux intégrales indé-
pendantes, on aura, en les désignant par 7,, &, les relations (20,3), ot o
est une fonction de z, ¥,, ¥, .

En effet, le systéme

z,=0,2 +az, =0, z,+bz, =0 (21,1)
n’est pas complet, puisqu’en combinant la premiére équation (21,1) avec

la deuxiéme et la troisiéme, on obtient a; z, =0, b; z, = 0, donc, I'une
des deux fonctions a, b étant = r, la relation

z, =0, (21,2)

183



qui n’est pas une combinaison linéaire de (21,1). Donc, puisque & n’est
pas constant, I'une au moins des expressions en (21,1) ne s’annule pas
pour z = £, et 'on obtient une expression finie pour p.

11 suffit donc de démontrer qu’en choisissant convenablement 4 et «,
le systéme (20,4) posséde au moins deux intégrales indépendantes.

22. Posons
: 0 d 0
= tog-—d—>>
d d 0
Xz-——ax— b‘—a?l—l“——lt"—a‘r'— .
Alors on a

X, X,— X, X,=(b,, —a, +ab, —ba, —ib] + xa)) 5

1

+ (Ak) — kA + 2] —K;Q -+ bl;l —ax,’h) —;’T— .

Or, supposons que les coefficients de —a?a/— et —a-a; soient ici identique-
1

ment 0. Alors le systéme (20,4) est complet et posséde en effet
4 — 2 = 2 intégrales indépendantes. Il suffit donc de choisir 4 et « de
maniére & satisfaire aux deux équations différentielles

xa, — Ab) + b,’,’——a’ +ab, —ba, =0, (22,2)

51

Ak, —dy + A, —u, +bA, =0 . (22,3)

Ul

On considérera ici deux cas, suivant que @ = r ou b = r. Dans le premier
cas il résulte de (22,2).

k= Af; —fy,—rfy - (22,4)
En introduisant cette valeur dans (22,3), on obtient

A fry—22fr,,—2Arfyy, — Afy, + A (f, +h,) + 4y (f rfy)— A1 +

+ 2', + v:”a + 27’”1 Ys + rzfﬂl n= (22’5)
11 suffit donc de prendre pour 4 une solution de (22,5) et d’en déduire la
valeur de x par (22,4).

23. Dans le second cas ot b = r, @ = ¢ (2, ¥,, ¥,), on permutera dans
les équations (22,2), (22,3) A et «, a et b, y, et z, c’est-a-dire les deux
équations (20,4). On obtient donc dans ce cas un résultat correspondant
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au précédent en effectuant les mémes permutations dans (22,4) et (22,5),
et en y remplagant f par c(z, ¥,, ¥,).

Donc, on peut toujours choisir 4 et « de fagon & satisfaire (22,2) et
(22,3).

Nous avons encore & montrer que la fonction ¢ déduite de (20,3) est
indépendante de & et 7,. Or, soient «, v deux fonctions de 7, x, ¥,, ¥,
formant avec & et 7, quatre fonctions indépendantes. En introduisant
£, 15, w, v comme nouvelles variables indépendantes, les équations (21,1)
déviennent

X, () =p,2,+0,2,+ 4,2 +r2,=0,v=1,2,3 (23,])
et il résulte de (20,3):

Ky

0= i, v=1,2,3,

ou tous les »,, 4, ne s’annulent pas, puisque dans le cas contraire les X,
donc aussi les équations (21,1) ne seraient pas linéairement indépendantes.
Mais alors les équations X, = 0 sont des combinaisons linéaires des

équations
2 =0,2,=0,2; + 0z, =0, (23,2)

les équations (23,2) sont donc équivalentes aux équations (21,1), et le
systéme (23,2) n’est pas complet. Donc ¢ ne peut s’exprimer par £ et 7,
seuls, puisque, si g était indépendant de u et v, le systéme (23,2) serait
évidemment complet.

Le théoréme I1I est démontré.

Une autre démonstration du théoréme III résultera des considérations
du § 10.

§ 5. Equations différentielles pour &, 7, , 7,

24. Quelles conditions doivent étre remplies par les fonctions &, #,, 7,
dans (1,1), pour que cette transformation soit une transformation R?

Tout d’abord, ces trois fonctions, comme fonctions de p,, p,, doivent
étre exprimables par I'une d’elles. Donc le rang de la matrice

’ ’ ’
( 51)1 "712)1 ,'7291 ) (24 l)
& Mp, Mo,

doit étre égal & 1. En plus, les lignes de niveau de chacune de ces fonctions
dans le plan des p,, p, doivent étre des droites. Donc chacune de ces
3 fonctions satisfait & ’équation (10,1).
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De l'autre coté, si ces conditions sont satisfaites, il existe d’aprés le
No. 9, une fonction r = r(p,, 3, ¥1, Y2, ) définie par (8,3), (8,4) ou
(8,5), telle que &, %,, n, soient exprimables par 7, z, y,, y,.

Nous supposerons donc que les fonctions &, #,, 7, soient données dans
la forme

f = f(r:x:.’h’yz) ’
771:771(7':37’ Y1,Y2) > (24,2)
Na=n(r,2,Y:,¥2) -

Nous allons maintenant déduire les conditions sous lesquelles, en ajou-
tant aux fonctions (24,2) une quatriéeme fonction ¢ = o(r, 2, ¥, ¥,)
convenablement choisie, on obtient une transformation satisfaisant & la
condition (13,5) avec la forme adjointe ds donnée.

En comparant les coefficients de dr, dy,, dy,, dv des deux cotés de
(13,5) on obtient

877{1' ""0‘77;1' ""‘ﬂfz =0,

87]{71——0”7;71——"135;1 _e[u‘ = 0 H
eniv,—“n;v,_ﬁ‘f:;, +au=20,
ENyy — x7e, —BE, +Ou=10. |

) (24,3)

Donc, une des quantités «, § étant = p et # 0, on a comme premiére
condition nécessaire pour &, 1,, 1,:
J / /
& Mr M 0
/ /
Y1 7711!1 ?72”1 —é€
/ / l4
5”3 171 '”2 772'”2

£, Mo Tas b

=0 . (24,4)

Dés que la condition (24,4) est satisfaite pour trois fonctions indépen-
dantes &, 7,, 4, les rapports de ¢, «, 8 en (24,3) sont univoquement déter-
minés. Il résulte alors de la comparaison de (12,3) et (12,1) comme
seconde condition nécessaire, que 'un au moins des trois rapports

-g— , °§ o est indépendant de &, #,, 7, (donc en particulier est
# 0, 7#0c0) .

26. Or il est facile de montrer que, si les trois fonctions &, 7,, 9, de
7, Z, ¥, ¥a sont indépendantes et satisfont aux conditions déduites au
No. précédent, on peut leur adjoindre une quatriéme fonction g =
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o(r, z, ¥, y,) indépendante de &, #,, #,, telle que (13,3) soit satisfait. —
On suppose naturellement que a et b soient choisis conformément &
(12,2).

En effet, supposons d’abord qu’en résolvant (24,3), on ait & % 0. On
pourra alors supposer ¢ = 1. Or, si alors « est indépendant de &, 7,, 7,
comme fonctions de 7, z, ¥,, y,, on posera

e =10 (" % Y, Ys) = x (1, &, Y1, Ys)
et exprimera f par g, &, 7;, 7,:

ﬂ(?‘, T, Y1, ?/2) = (P(Q’ E’ M5 772) ;

do aura alors la premiére des formes (12,1).

De 'autre c6té, si x est exprimable par &, %,, 7,, mais g en est indépen-
dant, on posera
0‘=7(§,771’772)a 5=e,

et do aura la deuxiéme des formes (12,1).
Supposons maintenant qu’on ait ¢ = 0. Alors, d’aprés nos hypothéses,

B
(0.4
o(, ¥;, y3, 7), ol p sera indépendant de &, %,, n,. L’équation (13,5) est
alors vérifiée en prenant pour do la troisiéme des formes différentielles

(12,1).
26. Nous arrivons au résultat:

Théoréme IV : Une forme adjointe ds en r, x, y,, y, étant donnée ; pour
qu’aux trois fonctions indépendantes (24,2) puisse étre adjointe une qua-
triéme fonction o = o(r, Z, Yy, Y.), indépendante de &, 7, n,, de maniére &
satisfaire a une condition (13,5), il est nécessaire et suffisant que &, ny, 1,
satisfassent a (24,4) et que U'un au moins des rapports des e, x, 3, tirés de
(24,3), soit indépendant de &, n,, 7.

le rapport — est 7 0, 7 co. On pourra donc poser x = 1, —f=p =

Il est d’ailleurs facile de montrer que la condition (24,4), a elle seule, ne
suffit pas pour assurer la validité du théoréme III. Posons par exemple

ds = dy, — rdy, + dzx, e=1, a==r, b= —1
et
§=r, M=+ Y, N2 = Yz -

La relation (24,4) est vérifiée immédiatement, tandis qu’il est impossible
de satisfaire & une condition (13,5). En effet, choisissons  conformément
& la régle du théoréme I. On obtient
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dy,

14 p, 1+ dx
r — == .
y 2 dy,
dx
Mais alors on a
d(x + y1) dn, ﬂ_"z;__
E—p— dx _ dx  dé
dy, Todpy _@_2_ ’
dx dx d&

et les fonctions #, (£), 7,(&) satisfont & I’équation différentielle
dns dny
£ T‘f- saen d—E == ) .
La transformation obtenue n’est donc certainement pas réversible.
27. De l’autre c6té on peut se poser le probléme, dans quelle mesure les
fonctions =z, y,, y, de &, 7, 7., 0 dans la transformation (14,2) peuvent

étre choisies arbitrairement.
En multipliant les 4 lignes du déterminant (24,4) resp. par

et en ajoutant trois lignes & la quatriéme, on obtient les relations

ox 0y, 0y, . _
(b-—é-é— a ag — e a@ Ay—-O ’ 1’—1,2,3,4,

ol les facteurs 4, sont les 4 Jacobiens de &, #,, 7, par rapport aux varia-
bles 7, ¥,, y5, . Done, &, 7,, 5, étant indépendants, on obtient la relation

ox 0y, dy,
b—éz‘ a ag - € 3@ =1 s (27,1)

équivalente a I’équation (24,4). Cette relation s’obtient du reste immé-
diatement de la relation (13,5), en y comparant les coefficients de dg des
deux cotés.

Supposons maintenant que ds et les trois fonctions =z, y,, y, de
&, mi, Mg, 0 soient données. Alors, en remplagant dans a, b les x, ¥, ¥,
par leurs valeurs, la relation (27,1) permet en général de déterminer r en
fonction de &, %,, 1,5, @, et cette fonction de &, %y, 93, @ sera en général
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indépendante de z, y,, y,. Alors, la transformation (14,2), appliquée & la
forme ds, la transforme en une forme différentielle

Edn, — Adn, — Bdé (27,2)

ou E, A, B sont des fonctions de &, #,, 55, 0. Mais alors, afin que (26,2)
soit un multiple d’'une forme adjointe ds, il est nécessaire et suffisant

que ou bien 1) —%— soit égal & g, ou bien 2) —%— soit indépendant de g et

—g— soit égal a p, ou bien 3) que E s’annule et —g— soit égal a p.

On voit qu’en général, ds étant donné, il ne correspond aux trois fonctions
x, Y1, Ys de & 11, M2, @ Qucune transformation R.

Toutefois, il résulte de cette discussion, qu’en général, z, y,, y, étant
donnés en fonctions de &, %, ,, 0, on peut trouver r et un ds du type I,
de sorte qu’il en résulte une transformation R avec un do du type I.
En effet, en posant e = 1, @ = r et en calculant E et A, la condition

—g— = p se réduit &

(xél e — xéz) b -+ (y;nlg - y;"]g) r= y;’h 0 — yjl."?g s
De 'autre coté, par (27,1):
2eb + Yae? = Yle -

Done, en résolvant par rapport & r et b:

(Y, )  9(y,, %) 0 0(Ys, 1)  9(Y2, 1)

, 0 m) 9e.m) ,_ "0 .m) 9e,m (gq
0(Ys, ®)  O(ys, ) ’ 0(y:,2)  0(ye, ) ° 7
o(¢ ,m) (e > m) ® Tl ,m) e . m)

et ’on obtient une transformation R, si la valeur trouvée de r ne peut étre
exprimée en fonction de z, y,, y,.

§ 6. Intégration des équations différentielles pour &, 7, , 77,5 exemples

28. Quant & la détermination des solutions &, 7, n, de 1’équation
différentielle (24,4), elle peut étre effectuée de la maniére suivante:
Il existe évidemment 4 fonctions 4, B,C, D de », z, y,, y,, telles que
Ion ait
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Ag + BE, +Cg, +DE =0

4 77{" + Bn{vl + 077{113 + D’?Ia: =0 (28,1)
Ang, + By, + Cyy,+ Dopy, = 0
Be=aC + bD . (28,2)

Donc, &, 7,, 5, sont des intégrales de 1’équation différentielle
Az, + Bz, +Cz, + Dz, =0, (28,3)

o 4, B, C, D sont assujettis & la condition (28,2).

D’un autre coté, en prenant 4 fonctions 4, B, C, D satisfaisant &
(28,2), mais autrement arbitraires, ’équation différentielle (28,3) posséde
des systémes de trois intégrales indépendantes qu’on peut prendre comme
£, My 2.

Dans les expressions de &, 7,, 7, entrent trois fonctions arbitraires de
trois variables, ce qui correspond & une transformation ponctuelle de .
Une telle transformation n’affecte pas les grandeurs 4, B, C, D.

Enfin, quant & la résolution de 1’équation (28,3), elle s’effectue en
intégrant le systéme différentiel ordinaire du troisiéme ordre

dr:dy,:dy,:de =A:B:C:D,

et en exprimant les trois constantes arbitraires c,, v =1, 2, 3 en fonctions
de 7, z, ¥,, ¥5:
¢y, = zv(/r’ L Y1, ?/2) .

Les trois fonctions z, représentent alors un systéme d’intégrales indépen-
dantes de (28,3).

29. On peut se poser la question, dans quelle mesure, les 3 fonctions
indépendantes &, #,, 7, de 7, x, y,, y, étant données, on peut leur ad-
joindre une forme adjointe ds de maniére i satisfaire aux conditions du
théoréme IV. On obtient évidemment de (24,4) les conditions pour
e,a,b. Posons

(&5 m ,n9) (&, 115 72) (&, 71, M)
J, = , Jo= , Jg= » 29,1
L Byt T ) T ) O

Alors (24,4) se réduit &
Jib—J,a—Je=0. (29,2)
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Si 'on cherche ds dans la premiére forme (2,2), on aura la relation
Jlb_er‘—'Js:O, (29,3)

qui peut toujours étre résolue par rapport & b, si J, % 0. Dans ce casil y a
donc exactement une forme ds du premier type (12,2), qui peut étre
adjointe aux fonctions &, 7, 7,.

Si d’autre part J, = 0, (29,3) ne peut étre satisfait que si

J27+J3=O, (29’4)

mais alors pour loute valeur de b, de sorte qu’alors, chaque forme ds du
premier type de (12,2) peut étre adjointe & &, 7,, 7,.

Si I’on cherche ds du deuxiéme type de (12,2), on obtient la relation
Jyr — Jpe —Jy =0 (29,5)

qui devrait étre satisfaite pour une fonction ¢ indépendante de », ce qui
n’est possible qu’exceptionnellement.
Enfin, pour une forme ds du troisiéme type de (12,2), on obtient la

relation
Jir+J,=0. (29,8)

D’ailleurs il est trés bien possible qu’a un systéme des trois fonctions &,
7., 73 Puissent étre adjointes exactement une forme ds de chaque type,
comme nous allons le montrer sur un exemple.

30. Exemple I : Posons

§=r, M= Y, Ny =Yg — 7. (30,1)
On a
1 0 —x 1 0 —z 1 0 —x
J, =0 1 0|=1,J,=|0 1 O)l=—r,J;=]0 0 1]=0.
0 0 1 0 0 —r 0 0 —r
Avec ces valeurs on tire de (29,3):b = — 72, de (29,5):¢c = — 1, et la

condition (29,6) est, elle aussi, satisfaite. On obtient donc les trois formes
suivantes de ds:

dy, — rdy, + ridx (30,2)
dy, + dy, — rde (30,3)
dy, — rdz . (30,4)
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Les équations (24,3) deviennent pour nos valeurs de &, 7,, %, :
zo —f=0, e—eu=0, a—au=0, ra-+bu=0.

La quatriéme de ces équations est équivalente & la troisiéme, puisqu’on a

dans tous les trois cas —2— = — r. On obtient donc pour y=1:
e=ce, x=a, f=zxa. (30,5)

Maintenant, si e = 1, c’est-a-dire dans les cas (30,2), (30,3), il en résulte,
suivant que l'on a affaire & (30,2) ou (30,3),

e=1, x=r, p=ar,
e=1, x = —1, f=—=w.

Dans le premier cas on a « = £ et I'on posera ¢ = zr. do sera alors

dn, — &dny — pdéf, o= xr. (30,29)
Dans le deuxiéme cas on obtient pour do:

dn +dny — ed§, o=—=. (30,3°)
Enfin dans le troisiéme cas on obtient

e=20, x=—1, f=—x=¢,
et la forme do sera (Cf. exemple IT au No. 4).
dny — odé&, 0= —2x. (30,49)

Dans le cas des formes (30,2), (30,2°) on obtient d’aprés le théoréme 1
pour 7 et o les expressions suivantes par les dérivées p,, p,; 7,, 75 :

ps + Vpi—4ap
2 ]

o=m — &mn, . (30,6)

Maintenant, les équations finies de notre transformation R deviennent

po+ Vpi—tp, P+ VPi—4p, |
&= 9 yM=Y1:Ne=Yo—& 9 ’
y  (30,2°°)
7w, —E&n
w=—l—?——-2—' s =M, V2= + m—E&n, .
y)
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Dans le cas des formes (30,3), (30,3°) on a
r=p+ P, 0=m+m

et les équations finies de la transformation R correspondante deviennent

E=D1+P2>s mM=VY1, Ne=Yo—Z(p1 + D) ,

2 (30,3°°)
—T=m+ 7, Y1="n , Ya=n —&(m + W) .
Enfin pour les formes (30,4), (30,4°) on a
Ezp‘h’ ’ 7]1=y1 H] 772=y2—xp2 ’ (30,400)
—XT=T , Y1="N1 » Yg=mny— Emy

une transformation qui revient évidemment & la transformation de
Legendre dans le plan des =z, y,.

On voit donc que dans ces cas aux fonctions (30,1) correspondent
trois transformations R différentes.

31. Exemple 11 : Posons

==z, m=r, N =Y —TYa. (31,1)
Ici ’'on a
01—y, 01—y, 01—y,
0 0 —3 1 0 0 1 0 0

Pour ces valeurs de J,, J,, J; 'équation (29,3) est satisfaite pour chaqueb.
On obtient donc une forme adjointe

dy, — rdyy, — f(r, %, ¥y, ¥s) dx , (31,2)

f étant une fonction arbitraire de ses 4 arguments.

Quant aux conditions (29,5), (29,6), la deuxiéme n’est pas satisfaite,
tandis qu’on tire de la premiére une valeur de ¢ qui n’est pas indépen-
dante de .

Les équations (24,3) deviennent avec nos valeurs de &, #,, 7,, ¢, a, b:

e+oay; =0, a+u=0, ar+ur=0, f—fu=0,
dont la deuxiéme et la troisiéme sont équivalentes. On en tire les valeurs

! /

e=1, a=——, f=—.

Ya Ya
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Done, « étant indépendant de &, %, n,, on posera g = — L et 'on
2

aura pour do:

—1
dm—ednz+ef(m,§,n2-—’§— : T) dé . (31,3)
On obtient ici les expressions de r et ¢ par p,, p, et m;, 7y, en résolvant
les équations
Pr—r—f(r,2,Y,,2)=0 I
31,4
/5! 1 ) —0 . [ ( )

nl——gnz—l—ef(m,f,nz—~—5-, ""—9—

Les équations de notre transformation deviennent alors

E=1a,m =7P1,02:%,Y1,Y2) » N2=Y1— Y27 (D1, P2,%,Y1,Y2)
M1 . 1 (31,5)

x=§, =Nz y Yao=— —
yl e Q(”nﬂz,f,m:??z) /e 0(751,%2,5,771,772-
En choisissant p.ex. f=0, ona r= Py . B = —::—1— et I'on obtient la
2 2

transformation (cf. exemple III au No. 4)

§=a, m= 5‘ ; ’72*-?/1_‘—%‘?/2 ;
i ’ (31,6)
— .. =T

x——f,?h—"?z 70 771,y2 7 ’

a laquelle correspond le couple des formes adjointes

ds = dy, — rdy,, do = dn, — odn, .

Fin du premier chapitre.

(Recu le 3 octobre 1940.)
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