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Bemerkungen zur vorstehenden Àrbeit
von Herrn Ta Ll

Von Alfred Kienast, Kûsnacht bei Zurich

Der vorangehende Aufsatz von Herrn Ta Li stellt sehr weittragende
Resultate dar. Er enthàlt jedoch nicht aile Hinweise, die ein Léser viel-
leicht wunschen môchte. Die nachfolgenden Ausfiihrungen haben den
Zweck, zur Beantwortung einiger Fragen, die sich naturgemàB einstellen,
beizutragen.

I.
Setzt man

X X* Xi
Jn(h) J dxn^ dx2 J dxx j h(t) dt, n ^ 1

c ceso ist1)

^jr~ ' f-0 ' (52)

dx
und wenn Dx -J-l so ist Dx Jn(h) Jn~x(h), n — A ^ 1

dx

Bezeichnet man weiter

n-l n-1 w-1 n-1 w-1

f
a==0

(53)

wobei die Summationen nach <x, f}, y, o,r in der Anzahl m sind, so ist
n-1 n (rf c\V'~^

x) alsomit(52) '
2=0 (/W — A)

und es gelten : das distributive Gesetz

(i) Tm (g + h) Tn (g) + Tm (h)

und die rekursiven Beziehungen, unter Weglassung von Klammern,

(ii) T1J-Tm{h) Tm+l{h)

(iii) TnJnT1 (h)=Tm+1(h).
1) Die Numerierung setzt diejenige von Ta Li fort, und wenn iehZahlen kleiner als (52)

erwahne, so sind damit die Formeln im Aufsatz von Ta Li gemeint.
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Hiermit ist es leicht, dieFormeln von Ta Li zu iibersehen : Seite 3 Mitte
wird der Ansatz gemacht

y g{x) + J" Tx (g) + Jn T2 (g) + ¦ ¦ • R(g)

Dies eingesetzt in die Differentialgleichung (1) gibt

D"(y) Dng + Tx{g) + T2(g) + ¦¦¦
n£fn-xr>xy Tt(y) TM + T1J-T1(g)+T1JnT2(g)+. • •

mit Hilfe von (i) ; die letzte Reihe ergibt mit (ii)

TM + T2(g) + ;

somit folgt als Bedingung Dng 0.

Unter den zulâssigen g sind die n einfachsten, von einander linear
unabhàngigen, die Funktionen

somit erhâlt man die n Lôsungen

y^x) R{J*{\)) Jf*(l) + JnÏV^(l) + JnT2J»(l) + • • • (54)

/* 0, 1, 2, n— 1 ;

dies ist die Formel (2). Differenziert man sie formai, so folgt

D*y^ J>-«(1) + J«-<?ît1Jm(1) + Jn-QT2J^(1) + • •. (55)

q ganzzahlig und 0 ^ q ^ n — 1

Die Ergebnisse des § 1 kann man so zusammenfassen :

Satz: Wenn die /„(#), v 1, 2, n, in a ^ x ^ b integrierbar und
dort gleichmâBig beschrânkt sind, d. h.

|/v(a0|<Jf, v=l,2,...n,
dann sind die Reihen (55)

(1) im abgeschlossenen Intervall absolut und gleichmâBig konvergent;

(2) (54) ist in denjenigen Punkten des Intervalls, in denen aile fv(x)
stetig sind, n mal gliedweise differentiierbar.

21



Beweis: Setzt man mit Ta Li e**"^ <& N, so ist

^ MN

und durch Induktion, wie auf Seite 4,

^ (JfJV^MwIJr1 | x — c |w (56)

Jeder Term der Reihe (55) ist in a ^ x <£ 6 stetig und (56) ergibt, da6
die Reihe dort absolut und gleichmâBig konvergiert; folglich hat D(^1y[l
in jedem Punkt des Intervalls einen Differentialquotienten und dieser ist

dargestellt durch die Reihe fur D<%. Fur q n ist DnyfA

woraus die Behauptung (2) folgt.

II.
Im § 6 wird die Voraussetzung betreffend die /„ erweitert fur den Fall,

daB eine einzige unter ihnen von null verschieden ist. Ta Li setzt voraus
(Seite 14), daB fur ein festes 0 < X ^ n

J^f(x) existiert in a f£ x ^ b

Dies schlieBt ein, daB

X

erstens, fur A 2^ 1 §f(t)dt existiert in a < x < b ;

c

zweitens lim J^f und Km J^f existieren und endlich sind. Somit ist

-1dt (57)

| Jxf\ < M (endUch), fûr a ^ x ^ b (58)

Letzteres ist (35). Es ist aber noch mehr darin enthalten.

Setzt man voraus, daB / nach Lebesgue integrierbar ist, dann ist auch

|/| integrierbar und es ist angezeigt, (58) zu interpretieren als

JA|/|<Jf fur a ^ x ^6. (59)
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Setzt man jedoch fur / nur Integrierbarkeit nach Riemann voraus, dann
ist auch | /1 integrierbar, Solange / besehrânkt ist. Will man auch unbe-
schrânkte / umfassen, dann hat man (59) als weitere Voraussetzung aus-
drûcklich hinzuzunehmen. Nur dann bleibt Seite 16 Zeile 2 von unten
richtig.

Ist z. B. f(x) eine mit Ausnahme isolierter Punkte von a bis 6 regulâre
analytische Funktion, a, b zwei ihrer Singularitàten, wâhrend im Intervall
zwischen a und b noch andere Singularitàten liegen kônnen, dann ist
durch die Bedingung (59) (vgl. (57)) die Art der Singularitàten be-
schrieben, iiber die hinaus das Intervall nicht erweitert werden kann,
falls die zugehôrigen Reihen (54) konvergent sein sollen.

Formel (37) ist ein Spezialfall von

JHfg) 2(— i)Q(xQ) JQ(DQg • Jxf) (60)
c-o

Mit (60) folgt, wenn D<*g ^ 0 0 ^ q<> A,

\Jx(fg)\ ^Mg2x (61)
und dies ist (38). Ferner

| Jn{fg)\ ^Jn~x(Mg 2A) M 2xJn~xg (62)

was Seite 15 Zeile 3—4 von unten entspricht.

(53) gibt, wenn J^(l) h gesetzt wird,

\JnTm+1(h)\ £J«\f\J*...J*\fh\

worin Jn (m + 1) mal vorkommt; mit (62) folgt

^ (M 2X)m Jmn^mX Jn | /J/i(l) |

und mit (61)

^ (M 2A)m+x | Jlm+D (m-A)+/i(i) |

dies ist Seite 15 letzte Zeile.

Damit ist die Abschàtzung gewonnen, aus der folgt, daB die Reihen (54)
absolut und gleichmàBig konvergieren unter der Voraussetzung (59) bei
A < n und fiir X n, wenn noch M 2n < 1.

Es bleibt ubrig die Aussage iiber die DifiEerentiierbarkeit unter der
erweiterten Voraussetzung zu beweisen.
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Die Reihen (55) lassen sich sehreiben

hier ist die rechte Seite stetig in a ^ x ^ b, wenn

n — g ^ A ; somit q ^n — A

X

Infolge der Voraussetzung ist J fy dt stetig im offenen Intervall a<x<b.
Daher existiert D^y^ fiir n — X < q <*n — 1 im offenen Intervall
a < x < b. Da y^ stetig (und daher beschrànkt) ist im abgeschlossenen
Intervall a ^ x ^ 6, so existiert Dnyfl fy^ in denjenigen Punkten von
a < x <b, in denen / stetig ist.

Reihen, wie sie hier durch das Verfahren von Ta Li entstehen, mit der
Eigensehaft fur analytische Funktionen nicht nur im Mittag-Lefflerschen
Stern zu konvergieren, sondern unter bestimmten Voraussetzungen noch
auf Intervallen, die singulàre Stellen einschlieBen, falls letztere einen
geeigneten Charakter besitzen, sind schon von P. Painlevé angegeben
worden. Siehe Note I, S. 101—148, § 26 u. f. (S. 140) in E. Borel, Leçons
sur les Fonctions de Variables réelles. Paris 1905.

(Eingegangen den 20. Mai 1939.)
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