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Uber die Zerlegung
strikte definiter Formen in Quadrate

Von W. HasicuT, Schaffhausen

Als Form soll im folgenden eine ganze rationale homogene Funktion
mit rationalen Koeffizienten bezeichnet werden. Eine Form F(z, ,..., x,)
in n Variablen heiBit definit, wenn sie fiir kein reelles Wertsystem der
Variablen negative Werte annimmt; sie heile strikte definit, wenn sie fir
samtliche reellen Wertsysteme der Variablen, mit Ausnahme des Wert-
systems (0 ,..., 0), positive Werte annimmt.

Hilbert hat im Jahre 1900 die Frage aufgeworfen, ob sich jede definite
Form als Quotient zweier Summen von Formenquadraten darstellen
lasse!). Diese Frage wurde spater von Artin in bejahendem Sinne be-
antwortet?). Jedoch liefert der Artin’sche Beweis keine explizite Vor-
schrift, die Zerfallung wirklich durchzufiihren, sondern es ergibt sich
dabei lediglich die Existenz einer Zerfallung im Rahmen eines allgemeinen
Satzes der abstrakten Korpertheorie.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, den Hilbert-Artin’schen Satz fiir
den Spezialfall strikte definiter Formen zu beweisen. Ich gebe also einen
Beweis fiir den folgenden Satz:

Eine strikte definite Form lipt sich als Quotient zweier Summen von
Formenquadraten darstellen.

Der Beweis unterscheidet sich wesentlich von dem Ar#in’schen, ist ganz
elementar und darf als konstruktiv bezeichnet werden: er besteht nim-
lich in einer in endlich vielen Schritten durchfiihrbaren Vorschrift, wie die
Darstellung zu gewinnen sei. Den Ausgangspunkt des Beweises bildet ein
Satz, der von G. Pélya aufgestellt und bewiesen worden ist?).

Der versprochene Beweis soll in vier Schritten gefiihrt werden. Dabei
enthilt jeder einzelne Abschnitt ein an sich bemerkenswertes Resultat.

1) D. Hilbert, Mathematische Probleme. Gottinger Nachrichten 1900, S. 284,
Nr. 17.

2) E. Artin, Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate. Ab-
handlungen Math. Seminar Hamburg, Bd. V, 1926, S. 100—115.

8) @. Pélya, Uber positive Darstellung von Polynomen. Vierteljahrsschrift
der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, LXXIII (1928). Vgl. auch Hardy,
Littlewood, Pélya, Inequalities. Cambridge 1934, 2. 24, 8. 57—860.
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1. Der Satz von Pdlya lautet:

Eine Form in n Variablen, die fir alle nichtnegativen Wertsysteme der
Variablen, mit Ausnahme des Wertsystems (0 ,..., 0), positive Werte an-
nimmt, lapt sich als Quotient zweier Formen mit lauter positiven Koeffizienten
darstellen.

Und zwar gibt Pélya eine Darstellung mit besonders einfachem Nenner;
er beweist namlich folgendes:
Es sei G (z, ,..., x,) eine Form in » Variablen vom Grade r, und es sei

G(xy,.0.,2,)>0
fiir
2, =20,...,2, =20 , zx+--+x,>0.

Dann geht aus G(z,,..., z,) bei wiederholter Multiplikation mit
%, + - -+ x, schlieBlich eine Form mit lauter positiven Gliedern hervor;
das heif}t fiir eine geniigend grofe natiirliche Zahl % ist

G(xl 900y x'n) (xl _l"' ct e + xn)k = 2r+kpal,.,,,an xi‘l cu x;.:n ’ (1)
’ ()
wo die p, . o, Ppositive rationale Zahlen sind und die Summation
sich iiber solche Wertsysteme &, = 0,...,«, = 0 der Indizes erstreckt,
fir die oy + + -+ 4+ o, = r + k ist; es ergibt sich beim Beweis sogar, dafl
alle solchen Wertsysteme durchlaufen werden.

2. Zu ewner strikte definiten Form H (x, ,..., x,), welche gerade ist in
bezug auf jede ihrer n Variablen, gibt es eine andere Form 8(x, ,..., x,),
so dap das Produkt H(x,,...,x,) S(z;,...,x,) sich als Summe von
Quadraten von Monomen darstellen lapt.

Dabei ist als Monom eine Form in z,,..., z, bezeichnet, welche nur
aus einem einzigen Glied besteht.

Es sei also H(x,,...,z,) eine Form vom Grade s = 27, und es sei
H(z,,..., z,) > 0 fir ein beliebiges nichtverschwindendes Wertsystem
der Variablen. Aullerdem sei H(z, ,..., z,) gerade in bezug auf jede der
Variablen; H(x, ,..., «,) kann also als Form in 23 ,..., 22 geschrieben
werden :

H(xy,...,x,) = Q@2 ,...,22) .

Setzen wir &} = ¥, ,..., 5 = ¥,, S0 entspricht jedem Wertsystem der
¥;, das den Bedingungen

Y =0,...,94, =0 , Y+ +y,>0

318



geniigt, ein reelles nicht verschwindendes Wertsystem der z,; fiir ein
solches Wertsystem der y, gilt also G(y,,..., y,) > 0, d. h. die Form G
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Pdlya. Demnach gibt es eine
natirliche Zahl k, so da83 in

G(yl se e ey yn) (yl + = + yn)k = (Z;r+kpa1 ..... 0y yitl‘ ’ 'yﬁ"
(4
samtliche p, . positive rationale Zahlen sind. Fithrt man hierin
wieder z, ,..., ¥, als Variable ein und zerlegt jede der Zahlen p, .,
in eine Summe von Quadraten von rationalen Zahlen (was trivialerweise
moglich ist), so folgt

H(xl 9e s ey xn) (xi + et + xi)k = Zr+kpa1,...,an(x%1' § .x:n)2 =
()

J— Zr+k(qal .
((«))

”,anx‘{‘l...xﬁ")z . (2)

Die Summation in der letzten Summe erstreckt sich dabei wieder iiber
samtliche Wertsysteme der Indizes mit «;, +--- 4+ &, =7 + k; jedes
Wertsystem kommt vor, es kann aber eventuell auch mehrere Male
vorkommen.

Damit ist die Behauptung bewiesen; ja sogar noch mehr:

Eine strikte definite Form, welche gerade ist in bezug auf jede ihrer m
Variablen, lipt sich als Quotient zweier Summen von Quadraten von Mono-
men darstellen?).

3. Wir wollen uns jetzt freimachen von der Einschriankung, der die
strikte definiten Formen in 2. unterworfen wurden, und beweisen:

Zu evner beliebigen strikte definiten Form F(z, ,. .., x,) gibt es eine andere
Form T(x,,..., x,), so dap das Produkt F(x, ,...,x,) T(x,,..., x,) sich
als Summe von Quadraten von Monomen darstellen lift.

Es sei also F(x,,..., z,) > 0 fiir ein beliebiges nichtverschwindendes

Wertsystem der Variablen. Dann bilde man das Produkt
1 1 1
Hzy, ...,z )=1I II... II F((—)"z,...,(—1)""z,) . (3)
v1==0 V2=0 Vn=0

H(z,,...,z,) ist eine gerade Funktion in jeder einzelnen der Variablen
Xy ..., &, ; ferner ist H(x, ,..., x,) strikte definit, da jeder der rechts
stehenden Faktoren strikte definit ist. Die Form H(x,,..., z,) erfiillt
also die in 2. gemachten Voraussetzungen ; spaltet man von H (z, ,..., %,)

4) Dieser Satz findet sich schon bei Pélya; vgl. a.a. O. 3), S.144—145.
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noch den Faktor F(z, ,..., z,) ab, so folgt jetzt aus (2) in angemessener
Bezeichnung die ausgesprochene Behauptung:

F@y,...,z,) T(x),...,%,) = Z*(qy,,... 0,23 .. 23")% . (4)

()
4. Es sei F(x, ,..., x,) wieder eine strikte definite Form vom (geraden)
Grad m = 21. Um nun zu einer Darstellung von F(x, ,..., x,) als Quotient

zweter Summen von Formenquadraten zu gelangen, geben wir der Uber-

legung eine neue Wendung.
Wir fithren namlich eine neue Unbestimmte % ein und betrachten an
Stelle der Form F(x, ,..., z,) von n Variablen die spezielle Form

Flz,,...,x,) +u™ (5)

von » + 1 Variablen. Da 4™ = u?! fiir einen beliebigen nicht verschwin-
denden Wert von u positiv. ausfallt, so ist die Form (5) wieder strikte

definit.
Wir konnen also eine Form 7'(«, ,..., x,, %) so konstruieren, daf}

(F(xl RIS ) xn) 7 um) T(xl se ey Ly 'u‘) :((Z;)"(Qal, ,an,ax(;l' ¢ -xz"u“)z (6)
x

ist. Die Summation erstreckt sich dabei iiber siamtliche nichtnegativen

Wertsysteme der Indizes mit «, 4+ --- 4+ «, + « = kb (wobei, wie unter

2. bemerkt wurde, jedes Wertsystem eventuell mehrmals auftreten

kann).

Nun fasse man in (6) die Form ¥ + ™ als Polynom in der Unbestimm-
ten % und die Quadratbasen als Monome in % auf, und reduziere jede ein-
zelne der Quadratbasen modulo F 4-u™. Es sei (¢,, ... o %1« %p") u*
eine beliebige aus der Summe rechts in (6) herausgegriffene Quadrat-
basis. Die Division durch ¥ + u™ kann explizite durchgefiihrt werden.

Es igt namlich
u®* = Bty = [(w")B — (— F)fl w” + (—F)Pu’ (mit 0 Sy <m—1).

Da der Ausdruck in der eckigen Klammer durch F 4 u™ teilbar ist, folgt
hieraus

@s,,... an, a1t ") u* = (F(zy,...,2,) + ™)@+ R-w; (7)

dabei ist Q@ = @Q(x;,..., ®,,u) eine Form in » 4+ 1 Variablen und
R = R(x,,..., x,) eine (iibrigens nicht identisch verschwindende) Form
in n Variablen.
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Der bei der Division durch F' -+ u™ verbleibende Rest ist also wieder
ein Monom in der Unbestimmten %, und zwar vom Grade y <m — 1.

Nun bilde man die Ausdriicke (7) fiir simtliche Quadratbasen rechts
in (6). Quadriert man aus und nimmt die Vielfachen von F + 4™ auf die
linke Seite, so erhalt man aus (6)

m—1
(F(xy,...,2x,) +um) T*x,,...,%,, %)= Zouzyzs’li’f,a(xl,...,xn). (8)
y=

Dabei verschwindet insbesondere die Summe J’ Rﬁs nicht identisch: es
b
gibt ja rechts in (6) mindestens ein nicht verschwindendes Glied mit

o = 0; dieses Glied bleibt beim Reduktionsprozel unverandert bestehen,
kommt also auch unter den Summengliedern rechts in (8) vor.

Aus (8) folgt zunichst, daBl die Form 7*(x,,..., z,, u) als Polynom
in w einen Grad < m — 2 hat; (8) kann also geschrieben werden

m—2 m—1
(F(xy,. ..oz +um) - 2Oy, .,z )wr=Xu? TR . (9)
y,=0 y=0 8

Wir multiplizieren links aus und vergleichen links und rechts die Koeffi-
zienten von #° und von 4™ (m = 21[):

8
COZZR?S-
8

Die rechte Seite der ersten Gleichung verschwindet nicht identisch, somit
auch C, nicht. Also ist

2 Ry,
F= 23
2 Rj
P
Damit ist eine Darstellung der strikte definiten Form F(z,,..., z,)

als Quotient zweier Summen von Formenquadraten gewonnen, w.z.b.w.
Nebenbei gesagt, konnte man in (9) auch die Koeffizienten von %2 und
u™t2 oder von w* und u™t4 ... oder von ™2 und u?™2 vergleichen; (9)

lieferte so nicht nur eine, sondern gleich I Darstellungen der gewiinschten
Art.

Es sei noch bemerkt, daBl der Satz von Pélya auch dann noch gilt,
wenn man als Koeffizientenkorper nicht den rationalen Zahlenkérper,
sondern einen beliebigen archimedisch angeordneten Koérper zugrunde
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legt. Ubertragt man das oben angewandte SchluBverfahren auf diesen
allgemeinern Fall, so folgt:

Eine strikte definite Form F (x, ,. .., x,) tn n Variablen mit Koeffizienten
aus einem archimedisch angeordneten Korper K laft sich in der Form

2 ps R}
5
2 ps RS
5

Fz,,...,z,) =

darstellen, wobei die Ry , Rg gewisse Formen in x, ,. .., x, mit Koeffizienten
aus K, die ps , py positive Elemente aus K sind.

(Eingegangen den 3. April 1940.)
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