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Quelques remarques

sur la théorie des transformations linéaires
bornées des fonctions de plusieurs variables
dans les espaces fonctionnels L*

Par M. PLANCHEREL, Zurich

Les pages suivantes apportent quelques compléments a la théorie des
transformations linéaires bornées des fonctions de plusieurs variables
dans les espaces fonctionnels L~

Au § 1 est étudiée la transformation des fonctions de m variables qui
est déterminée par la donnée d’une transformation des fonctions de p
variables (1 < p < m) et d’une transformation des fonctions de (m — p)
variables.

Le § 2 étudie le prolongement dans L*(1 < « < 2) des transformations
linéaires bornées de L2 & noyau borné.

§ 1. Représentons par =z = («,, ..., Z,) un point de I’espace euclidien
R, & m dimensions et par Ly, I'ensemble des fonctions mesurables
f(x) = f(ay, ..., z,), telles que

(=]

| 11 () |*da :—?... oo, vy |Mday L dy, (1)

Ry —0o0
ait une valeur finie.

Une transformation 7' faisant correspondre & toute fonction f(x) de L7,
une fonction F(y) = F(y,, ..., ¥,) = T(f(x);y) de LPB est linéaire si

T(ayf, + aafs) = a, T, + ax T'f, (2)

quelles que soient les fonctions f,, f, de L, et les constantes a,, a,. Klle
est bornée, §’il existe une constante b, telle que

1

(f1F@) Bdy)B < b (Rj | j(x) |*dz) @ (3)

pour toute fonction f de LS. La plus petite constante b, = bp(x, B)
vérifiant (3) est la borne de la transformation 7' de L;, dans LB
Soient p, q¢ deux entiers positifs et 1 < p<m, 1 <q<n Nous
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désignerons par 2’ = (z,, ..., #,) un point de l’espace R,, par z” =
(Zp415 --+» T,,) un point de I'espace R,,,_p, par ¥ = (41, ..., Y,) Un point
de I’espace R, et par y” = (Y441, ---» ¥,) un point de l'espace R

n—q

Théoréme 1. Si T’ est une transformation linéaire bornée de Ly dans Lﬁ
et T une transformation linéaire bornée de L, , dans Lﬁ , il emste, lorsque
0 < o < B, une et une seule transformation T de L3 dans Lﬂ telle que

1. T soit liméaire bornée,
2 T(f"y =T} - 1), (4)
lorsque f' (x') appartient a LS et f"(x") a LS, ,. Labornebyest égale 6 by, by

Nous représenterons cette transformation 7' par le symbole 7' =
(T’, Tll) — (T”, TI)

Le caractére linéaire imposé & 7' et la relation (4) permettent de définir
T d’une maniére univoque pour toute fonction-escalier de L$,. Une telle
fonction est représentable par une somme

k
p(@) = (e, 2") = T gj(@) gl (") , (5)
i=1
dans laquelle ¢}(z’) est une fonction nulle & lextérieur et constante
a Vintérieur d’un intervalle p — dimensionnel I] et ¢ (z”) une fonction
nulle & ’extérieur et constante & l'intérieur d’un intervalle (m — p) -
dimensionnel I7. Par conséquent, la transformée de (5) est égale &

k
To=2XT¢, - T"¢] .
i=1
On s’assure aisément que T est indépendante de la représentation parti-
culiére (5) qui, elle, n’est pas univoque, et que

T;y) =TT (p(',2");¥); y"] = T'[T"(p(x", &"); ") 5 4] - (6)

On peut toujours faire en sorte que dans la représentation (5) de la
fonction-escalier ¢ les intervalles I, resp. I, n’empiétent pas les uns
sur les autres. En admettant dans ce qui suit que c’est le cas, on voit que,
pour tout y > 0, sauf évent. aux points de contact des intervalles,

k
I¢IY=Z;|<P$¢1’IY, (7)
k
flo@E, z")de’' =X | ¢ (") Vflqv. da’ f lfp(x)l”dw—“z‘?f [ AKES
Rp =1 p t=1 Rip (8)
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Or, en tenant compte du fait que 7'/ et T'” sont linéaires et bornées ainsi
que des relations (5) — (8), on peut écrire

1 k 1
(J | TplPay)f =] fdy § | T"(Z¢/T¢;) Fdy"]P
Ry, Rq Rn—q 1
k B 1
sbp[ fay ( | | Z¢lTq;i|*dz")*]P
R, Ryp 1
k B
=bp [ fdy (Z|T'qi|* [ | @] |xda")]#
R, 1 By
. B o1
=bp{[fdy (Z|T'¢;|* | |¢]|2da")]B}=.
R, 1 Ry p

Appliquons I'inégalité de Minkowski (ici intervient 'hypothése o < ) 1)
au crochet du second membre de la derniére inégalité. Il vient

1 o 1
o

- k
(Rf | To|Pdy)# < bw{%’RJ lwﬁ-’l"‘dw”(Rf | T'g; 1P dy’) B}

k 1
< byr by {?RI | @i |*dz” | | g |*da’ }>

m—p R,
k 1 L3
= bps by {4::1! | @i @i |2 da}* = by bpn (R.f lp|*dz)*.

On a donc pour toute fonction-escalier ¢
1

(Rf | Tp |8 dy)B < by by <R5 |p|xdz)* . (9)

Or, I’ensemble des fonctions-escaliers de R, forme une multiplicité
linéaire partout dense dans I’espace fonctionnel L} métrisé en prenant

comme distance de deux fonctions f, g la quantité (j'| f — g|*dx)V* On
Rm
pourra donc approcher en moyenne d’ordre « toute fonction f de L, par

une suite ¢,, (b = 1, 2,...), de fonctions-escaliers. En vertu de (9), la
suite correspondante Tp, convergera en moyenne d’ordre § vers une
fonction F univoquement déterminée par f. En définissant alors T'f par
Tf = F, on g’assurera que la transformation 7' ainsi définie répond &
toutes les conditions du théoréme 1.

1) Sur les inégalités de Minkowski voir, p. ex. G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya,
Inequalities (Cambridge, 1934).
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Théoréme 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, on a pour toute fonction
f(x) = f(z', z") de Ly,

T ({(=); y) =T"[T'(f(=", «"); ') s 9" = T'[T"(f(=", ") ;5 y") s y']. (10)

C’est ’extension de la formule (6) établie pour les fonctions-escaliers.
Il suffira de démontrer la premiére des formules (10). Elle implique
Iexistence des fonctions

Fl(yl, x//) — T/(f(x/’ x//) - y/) , Fll(y/, yll) — T//(F/(yl, xll) : yll) ,

Pappartenance de F'/ — en tant que fonction de y' — & Lﬁ celle de F'” —
en tant que fonction de y” — & L P , eb D'égalité F” = f

f(x) appartenant & LS , on sait, d’ apres un théoréme de G. Fubini sur
les intégrales multiples que, considérée comme fonction de z’, elle appar-
tient aussi & L3, sauf peut-étre pour des valeurs de x” formant un en-
semble E” de mesure (m — p)-dimensionnelle nulle. Par conséquent, en
chaque point " de R,,_, — E”, F'(y',2") existe et

1
fiF’ (3, 2") |Pdy')B <b f | {2, ") |*da’ )
By
et, par suite, encore
(84
f a2 (J|F'(y,x")|Bdy’) < b% § da” | f(2/,2") |*da’
R

By Ry mp By
= b}, | | f(x)|*de < oo .
Rm

D’autre part, on a I'inégalité
B «a B
fay ( | 1F'(y,a")|*da")> < j j;l«"(y x")|Bdy’) Bl

Rq R Em-p Ry (12)

qui résulte de la généralisation suivante d’une autre inégalité de Min-
kowski 2).

Si g(y’, ") est une fonction réelle, non négative, appartenant a la classe

Ly on a, sous Uhypothése 0 <y < 1,

g+m—p>

Jav'(§ (g@aN)yde")’ <[ (f9(s/")dy paep.

Bonp Bmp By
%) loc. cit. 1), p. 148.
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11 suffit de prendre y = «/fet g(y’, ") = |F'(y’, x”)|B pour obtenir (12).
(11) et (12) entrainent 'inégalité

fay' (| |F(y,2") |*da") < b8, ([ |f|*dz)* < 0o .  (13)
R,

. !
La fonction de y j- | Py, 2")|*dz”

Rn—p
existe donc et a une valeur finie, sauf évent. aux points d’un ensemble E’
de mesure g-dimensionnelle nulle. En cha,que point de R, — E', F'(y’, 2”)

appartient — en tant que fonction de z” — & la cIa,sse L"‘ . Par consé-
quent, F'(y’, x”) possede une transformée T[F'(y’, =" 0 ] qui — en
tant que fonction de y” — appartient & la classe Lf_ AlIlSl se trouve

établie 1’existence de F” et 1'inégalité
1

(§ 1Py y") Py B <bp( [ |F'(y', ")|*da")e

n—q Ry—p
Done, ]
[ dy’ [ |F"|Bdy” < b8, jdy'( [ |F' (g, &") |* da”)
Rq Rn_q Rm-—p
B
< Ol b (1112 d)
s 3 Rm
d’ou1 encore
X 3
(1! | F"(y)|F dy)P < by . by (glf(x)lad-%‘)“ : (14)

Il reste & démontrer que F”(y) = T[f(x); y]. Or, cette égalité a déja été
établie pour les fonctions-escaliers. En vertu de I’inégalité (14), on remar-
quera que si la fonction f est approchée en moyenne d’ordre « par une
suite de fonctions-escaliers ¢, (h =1, 2, ...), les fonctions correspondantes
@, convergent en moyenne d’ordre f vers F”. D’autre part, @) = To, et

Ty, converge vers Tf, puisque 7' est une transformation linéaire bornée.
Donc F" = Tf.

§ 2. A toute transformation linéaire bornée T, de L2, dans L: est

attachée une fonction z(x;y) =7(ay, ..., %, Y1, ---> Y.) appelée la
génératrice de 7', et telle que
a’"t(x y
Ta(18): ) = 55—y f (@) 5z 3a 9

Si T, et T7 sont des transformatlons linéaires bornées de L2 dans L,
resp. de L}, _, dans L2_ et si 7/(2’; y'), v"(z"; y") sont leurs génératrices,
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la transformation 7', = (T, T;) a pour génératrice la fonction z(x, y) =
T,(xl; yl)rll(x”; yl/).

Réciproquement, si la génératrice 7 (z ; y) d’une transformation linéaire
bornée 7', est un produit z’(z’; y’)r”(z”; y”),x’ et ©” (supposées non
constantes) sont les génératrices de transformations 7', et 7'y telles que
(T;’ T;’) = T2-

L’adjointe 7', de la transformation 7', transforme les fonctions de L?
en fonctions de L2,. Si G(y) appartient & L2,

oy om (w3 y)
T2(G(y)a .’E) - axl.'.axm [G(y) ayl.‘.ayn dy .

Ry

On a, pour toute fonction f de L2, et G de L? 3)
1@ T3(6(y):2) dz = f G(y) T, (f(2); y) dy .

Nous considérons dans ce § la classe particuliérement intéressante des
transformations dont la génératrice est une fonction absolument con-
tinue du point (x ; y) de I'espace R,,.,. Nous appellerons alors noyau de la
transformation la dérivée

omtrT(x;y)
Zy...0%,, 0Y,...0Y,

p(;y) =

et nous supposerons encore que ce noyau est borné, c’est-a-dire qu’il existe
une constante M telle que, presque partout, dans R

lp(z; 9= M .

m+n

La transformée F(y) = T (f(x) ; y ) d’une fonction f de L, est alors la
limite en moyenne d’ordre 2 de

f cee j' fxg, ..o, 2) (). o, Zp 5 Yis- - -, 2,) B2y ... dT,, (15)
1orsque r3—> 09, ..., T, —>oco. Nous la représenterons symboliquement par
F(y) = Tof(x); y) NRJ f(@)p(z; y) de - (16)

Désignons par b = by, (2, 2) la borne de cette transformation. Donc,

[ 1F@)rdy <8 | |f()*do .
Ry Rm

3) Voir, p. ex., M. Plancherel, Note sur les transformations linéaires et les
transformations de Fourier des fonctions de plusieurs variables (Commen-
tarii math. helv., t. 9 (1937), p. 249—262).
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Théoréme 3. Si f appartient @ LY, (1 <« < 2), Uexpression (15) con-

verge en moyenne d’ordre x' =

- vers une fonction F de L*, lorsque

r1=> 00, ..., Tyy—>00. La correspondance f —F ainsi établie définit une
transformation T, qui a les propriétés suivantes :

1. T, est une transformation linéaire bornée de L: dans L*'. Sa borne

/
by, (x,x") ne surpasse pas pael) 2o

b « M «

2. Lorsque | appartient simultanément aux classes L% et L2, , ona
a - 2f
Dans le cas « = 1, la convergence de (15) vers F(y) est la convergence
ordinaire et 1’inégalité
1 2(a—1) 2—a

(JIF@ )™ = b % M ([ |f(=)|*da)

est & remplacer par
Tl )| = F) < M [ | (@) |de .

1
x

Les propriétés de 7', sont immédiates dans le cas « = 1. Il en est de
méme de la propriété 2, dés que la propriété 1 est démontrée. Il suffira
donc d’établir cette derniére lorsque 1 < & < 2. Cela peut se faire, soit &
laide d’un théoréme de M. Riesz?), soit en suivant les raisonnements
que nous avons donnés dans une note antérieure®) en nous inspirant
d’une méthode de F. Riesz. On remarquera d’abord que la fonction

1
v(&;7) ———ﬂw( b j%; bjyi)

fzb—-x—- n:b

Y
M M

est le noyau d’une transformation S, de L, dans L? de borne 1 et que
| p(&; 7] <1. L’inégalité (16) relative & 7T, se raméne ainsi & une

1) Une démonstration basée sur le théoréme de M. Riesz est donnée par A.Zygmund,
Trigonometrical series (Varsovie, 1935), p. 198.

5) M. Plancherel, Formule de Parseval et transformations fonctionnelles
orthogonales (Commentarii math. helv., t. 1(1929), p. 273—288). Corrigeons quelques
fautes qui se sont glissées dans cette note. Page 277, ligne 6 depuis le bas, ajouter &
»lorsque & (z, y) est symétrique‘’ les mots: et que e = K ; p. 278, ligne 5, au lieu de vi%

2—o 2 —a
lire: p = %; p. 281, ligne 5 depuis le bas, au lieu de M &« lire M & .
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inégalité analogue relative & une transformation S,etaucas b =M =1
On montrera ensuite, comme au § 4 de la note rappelée, que tout repose
sur la démonstration du cas particulier suivant de (16)

1

jdyljl(é) p(@,n)d &) Jms |ads)°f

ou X et Y désignent deux intervalles de R, , resp. de R, et f une fonction
arbitraire de R,,. Or, la démonstration de cette inégalité se fait comme
au § 5 de la note en question ¢).

Notons encore que la transformation

x (G(y); z) ~ IG )@ (x5 ) dy

est une transformation linéaire bornée de L* dans L% et que la relation
| 1(2) To (@5 2)dz = [ G(y)To(f;5 y) d
Bm By

a lieu pour toute fonction f de L], et toute fonction G de L .
Les théorémes 1—3 ont une application immédiate dans 1’étude de la
transformation de Fourier des fonctions de m variables, qui a pour noyau

( 1 )%’- — ¢(x1 Y1+ *+* + Tmym)
- ¢ .
2n

%) Les autres hypothéses faites dans cette note, en particulier sur 'orthogonalité de 7'
(nous dirions aujourd’hui I'isométrie de 7') ne jouent aucun réle aux § 4 et 5. On y utilise
le seul fait que la transformation T' et son adjointe T ont la méme borne dans L2.

(Regu le 5 décembre 1939.)
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