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Einlagerung des regulâren
n-Simplex in den n-dimensionalen Wùrfel

Von W. Gruner, Bern

Ein regulâres n-Simplex soll in einen n-dimensionalenWiirfel eingelagert
genannt werden, wenn seine Ecken einen Teil der Ecken des Wûrfels
bilden.

Das Problem, welches hier untersucht werden soll, besteht darin, die
Zahlen n zu charakterisieren, fur welche eine solche Einlagerung im Rn
môglich ist. Bekanntlich kann ja ein Tetraeder in einen Wurfel eingelagert
werden ; dagegen ist das Analogon im zweidimensionalen Fall un-
môglich.

Coxeter4) *) zeigte, dafi dièses Problem einem Problem aus der Matrizen-
und Determinantentheorie âquivalent ist. In dieser Fassung lautet das
Problem folgendermaBen : Fur welche Grade m lâBt sich eine orthogonale
Matrix konstruieren, deren Elemente lauter ± 1 sind? Das Résultat von
Coxeter iiber die Beziehung zwischen Dimension n des Einlagerungs-
raumes und Grad m der orthogonalen Matrix lautet dann: m 71+ 1.

Im folgenden sollen die Bezeichnungen m und n stets auf den Grad der
Matrizen bzw. auf die Dimension des Einlagerungsraumes angewandt
werden.

Zweck dieser Arbeit soll zunâchst eine Zusammenstellung der bis-
herigen Ergebnisse sein. Ferner soll fur gewisse Fâlle die spezielle Struktur
der Einlagerung geometrisch interpretiert werden. SchlieBlich soll noch
ein bisher unbekannter Fall einer Einlagerungsmôglichkeit aufgezeigt
werden.

Der erste, welcher obiges Problem, allerdings in der Matrixfassung auf-
stellte, war Hadamard1), der solche Matrizen benôtigte, um Beispiele von
Determinanten zu geben, die den von ihm angegebenen Maximalwert er-
reichen. Als notwendige Bedingung fur die Existenz orthogonaler
Matrizen mit Elementen ± 1 zeigte er, daB, abgesehen von den trivialen
Fâllen m 1 und m 2, m immer durch 4 teilbar sein muB. Fur unser
Einlagerungsproblem besagt dies, daB, vom Fall n 1 abgesehen,

n immer 3 (mod 4) sein muB. Da es bis jetzt nicht gelang schârfere

Bedingungen aufzustellen, so liegt die Vermutung nahe, daB sie auch hin-
reichend sind.

Was man bis jetzt bezuglich der hinreichenden Bedingungen weiB, ist

Die Nummern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis.

149



ailes in einer Arbeit von Paley3) dargestellt. Einige dieser Ergebnisse sind
sehon friiher5) bekannt gewesen, jedoch nicht verôffentlicht worden.

Um die Ergebnisse einfach formulieren zu kônnen, sollen diejenigen
Grade m, fur welche orthogonale Matrizen mit Elementen ± 1 existieren
nach einem Vorschlag von H. Hopf5) £T-Zahlen (Hadamard'sche Zahlen)
genannt werden.

So lassen sich nun die bisher bekannten Sâtze iiber die hinreichenden
Bedingungen fur #-Zahlen wie folgt einteilen :

I) Sind m1 und m2 H-Zahlen, so ist es aueh m1' m2.

II) ph + 1 ist eine iï-Zahl, falls ph 3 (mod 4).

III) 2 (ph + l) ist eine #-Zahl, falls ph 1 (mod 4).

IV) p (p+ 1) ist eine 2ï-Zahl, falls p 3 (mod 4).

Mit Hilfe dieser 4 Bedingungen lassen sich sâmtliche durch 4 teilbaren
Zahlen 5j 91 als jET-Zahlen erweisen. 92 ist somit die kleinste Zahl, fur die
der Entscheid noch nicht gelungen ist.

Im folgenden soll der in den obigen Ergebnissen unter II) zitierte Fall
nâher untersucht werden. Hiezu ist es notwendig, kurz noch auf die
Struktur der betreffenden konstruierten Matrix einzugehen. Es sei also

m ph-\-1. Nach Paley wird dann die Matrix wie folgt konstruiert: Die
erste Zeile und erste Kolonne werden mit +1 besetzt. Den Indizes
2, 3, m ordne man auf irgend eine Weise die ph GrôBen des Galois-
feldes GF (ph) zu. Die dem Index i zugeordnete GrôBe sei mit c^ bezeichnet.
Ferner werde mit %(a>) der quadratische Restcharakter bezeichnet, der
also im Fall h 1 mit dem Legendre'schen Symbol ûbereinstimmt.
Jedoch soll #(0) nicht gleich 0 sondern gleich —1 gesetzt werden. Dann
setzen wir fur das Elément aik der Matrix

Was hier offenbar von Wichtigkeit ist, ist die additive Gruppe des

Galoisfeldes. Ihre Rolle ersieht man im Fall h 1 schon rein àuBerlich
an der, abgesehen vom Rand, zyklischen Struktur der Matrix. Ferner ist
intéressant, daB die betreffende Gruppe bei der Einlagerung des Simplex
in den Wiirfel eine gewisse geometrische Interprétation findet. Hiezu
betrachten wir die den Wiirfel bzw. das Simplex invariant lassende

Hyperoktaeder- und Simplexgruppe, beide im weiteren Sinne: d. h.
Spiegelungen seien auch zugelassen. Halten wir dann eine dem Wiirfel
und Simplex gemeinsame Ecke fest, so reduzieren sich Wurfelgruppe und
Simplexgruppe auf gewisse Untergruppen, die beide offenbar die Ord-
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nung n haben und der symmetrischen Gruppe <Sn isomorph sind. Man
sieht aber leicht, da8 sie nur im Fall n 3 zusammenfallen kônnen, da
die Untergruppe der Wurfelgruppe diejenigen Eckpunkte, die vom fest-
gehaltenen Punkt den gleichen Abstand haben, wie die ubrigen
Eckpunkte des Simplex, transitiv unter sich permutiert. Die Anzahl dieser

/ n \
Punkte ist I n — 11. Die Untergruppe der Simplexgruppe hingegen per-

\2~7
mutiert nur die n ubrigen Simplexeckpunkte, so daB ihr Transitivitàts-

/ n \
gebiet n Punkte umfaBt. Nun ist aber \n—11 n nur dann, wenn

—-— 1 oder n 3 ist.
Là

So lâBt sich also die Frage stellen, wie groB der Durchschnitt der beiden
Gruppen ist.

Wir zeigen nun, daB dieser Durchschnitt in dem hier betrachteten
Fall II die n ubrigen Simplexeckpunkte transitiv unter sich permutiert.

Hiezu gehen wir zur Matrix zuruck, wobei die erste Spalte fallen ge-
lassen werden soll. Die Zeilenvektoren stellen dann gerade die Eck-
vektoren des Simplex dar. Als festzuhaltenden Punkt wâhlen wir die erste
Zeile. Dann lassen sich die Elemente der Untergruppe der Wurfelgruppe
als Spaltenpermutationen, die Elemente der Untergruppe der Simplexgruppe

als Zeilenpermutationen deuten. Da den Indizes 2, 3, m, die
Elemente des Galoisfeldes zugeordnet sind, so entsprechen der additiven
Gruppe des Galoisfeldes gewisse regulâre Permutationsgruppen sowohl
der Zeilenindizes als auch der Spaltenindizes. Betrachten wir dann dièse

Permutationsgruppen, so folgt aus der Gestalt der Elemente aik
X(cOi~\- Q)jc), daB dièse Permutationsgruppen ausgeubt auf die Zeilen und
Spalten der Matrix die gleichen Matrizen liefern. Hieraus folgt, daB der
Durchschnitt der oben betrachteten Untergruppen der Wurfelgruppe und
der Simplexgruppe eine der additiven Gruppe des Galoisfeldes isomorphe
Untergruppe enthâlt.

Zugleich ist aber auch gezeigt, daB dieser Durchschnitt die ubrigen
n Ecken des Simplex transitiv unter sich permutiert.

AuBer dem bis jetzt behandelten Fall II) làBt sich nun noch ein weiterer
Fall finden, dem ebenfalls eine gewisse abelsche Gruppe zugrunde liegt
und der sich daher auch in gleicher Weise geometrisch interpretieren làBt.
Zugleich liefert er einige neue fT-Zahlen (z. B. m 324).

Es ist der Fall:
V) m p*-qP+ 1, wobei qP — pa 2 ; q,p Primzahlen.
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Um hier eine Matrix zu konstruieren, gehen wir vom Ring R
G.F.(fi*) ®G.F.(qP) aus, der sich als direkte Summe der Galoisfelder
(pa) und (qP) definieren laBt. Seine additive Gruppe ist die oben erwahnte
abelsche Gruppe. Fur die Elemente von R fuhren wir folgende Bezeich-

nung ein: co (q>l9<p2) wobei <p1 ClG.F.ip*), <p2 <zG.F.(qP). Mit x^y^
und #2(9?2) seien die quadratischen Restcharaktere der entsprechenden
Galoisfelder bezeichnet. Dann fuhren wir den dem Jakobischen Symbol
entsprechenden Charakter ein :

CD iSPl i ^2)
• #2(9^2) > 9*1 "T2" ^ •

Ist 00 (0, cp2)' so setzen wir x i0*) z==z — 1
>

Ist aber co (a?,, 0)
_] so setzen wir #(a>) + 1

9*i 7^ "

Ist schlieBlich
co (0, 0) so setzen wir #(co) + 1

•

Dann wird wieder nach Zuordnung der Indizes i 2, 3, m zu den
GrôBen von R : atk x(a}i~\~ œk) gesetzt.

Der Beweis der Orthogonalitat stutzt sich dann wie im gewohnlichen
Fall II auf die bekannte Formel fur den quadratischen Restcharakter
eines Galoisfeldes :

gcG.F.

Dièse Formel laBt sich nun fur beide Galoisfelder aufstellen. Multipli-
ziert man sie, so erhalt man eine entsprechende Formel fur den Ring R.
Unter Berucksichtigung der Ausnahmesetzungen des Charakters fur die
Nullteiler von R ergibt dann dièse Formel die Orthogonalitatsrelationen
der Matrix.

Dièse hier durchgefuhrte Konstruktion von Fall V) wurde unter der
speziellen Annahme oc 1, /? 1 von H. Hadwiger gefunden, dem ich
ùberhaupt die Anregung zu dieser Arbeit verdanke.

(Eingegangen den 8. August 1939.)
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