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Uber normal-diskontinuierliche
lineare Gruppen in zwei komplexen Variablen

Von Emin ScHUBARTH, Basel.

I. TEIL

Normalfolgen und Gruppen-Diskontinuitat

Grundlagen.

Eigentliche Diskontinuitat.

Normalfolgen und ihre Grenzelemente. Beispiele 1, 2.

Normale Diskontinuitat.

Die Grenzelemente von Ebenenfolgen im Punktraum. Gruppen 1. Klasse.
Grenzmengen und Gruppendiskontinuitét. Bedingte Diskontinuitat.

Zusammenhang zwischen normaler Diskontinuitédt und bedingter Diskontinuitat bei
Gruppen 1. Klasse. Beispiele 3, 4, 5.

At fale

II. TEIL
Theorie der isometrischen Gebilde

8. Isometrische Gebilde einer linearen Gruppe. Hilfsbetrachtungen tiiber Projektiv-
ebenen.

9. Die isometrischen Gebilde bei eigentlich-diskontinuierlichen Gruppen.

10. Bestimmung des Diskontinuitatsbereichs und des Normalbereichs von G und I" mittels
der isometrischen Gebilde.

11. Eigenschaften des Normalbereichs.
12. Konstruktion eines Fundamentalbereichs fiir den Normalbereich.
13. Ausdehnung auf die induzierte Gruppe. Zusasmmenfassung. Beispiele 6, 7, 8, 9.

II11. TEIL
Erganzungen und Hinweise

14. Der Rand des Normalbereichs.
15. Allgemeine Eigenschaften der Fundamentalbereiche.
16. Der Rand von R : Erzeugende fiir G. Planarkonvexitat von R.
17. Spezialisierung:
a) Komplexe Gruppen in einer Variablen (Theorie von Ford).
b) Reelle Gruppen in zwei Variablen.
18. Verallgemeinerung: Gruppen in n komplexen Variablen.
19. Der Normalbereich als Existenzbereich automorpher Funktionen.

Einleitung

Die Theorie der automorphen Funktionen einer komplexen Variablen
ist ein wesentlicher Bestandteil der klassischen Funktionentheorie. Die
automorphen Funktionen liefern nicht nur eine Verbindung der Funk-
tionentheorie mit wichtigen mathematischen Disziplinen wie den Diffe-
rentialgleichungen und der Arithmetik, sondern sie haben auch einen
erheblichen Anteil an der Entwicklung der allgemeinen Funktionen-
theorie gehabt, zuletzt noch bei den Untersuchungen zur Uniformisierung.

Dasselbe vermag man bisher in der Funktionentheorie mehrerer
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Variablen nicht zu sagen. Es ist geradezu auffallend, dafl in den zahl-
reichen allgemeinen Untersuchungen iiber die analytischen Funktionen
f(w,, ..., w,) — wie sie aus den letzten vierzig Jahren und vor allem aus
dem letzten Jahrzehnt vorliegen — automorphe Funktionen gar nicht
vorkommen. Andererseits gibt es wohl Arbeiten iiber automorphe Funk-
tionen mehrerer Variablen. Solche von zwei Variablen sind im Anschluf3
an die klassischen Arbeiten von Poincaré zuerst von Picard betrachtet
worden. Die wichtigsten Beitrage zur Theorie in » Variablen stammen
von Wirtinger, Blumenthal, Fubini, Hurwitz, Hecke und Giraud. Aber
diese Arbeiten gehen entweder von der Zahlentheorie quadratischer
Korper aus oder bilden eine Erweiterung und teilweise nur formale
Erganzung einer Theorie der automorphen Funktionen einer Veriander-
lichen. In beiden Fallen ist eine Briicke zur allgemeinen Funktionen-
theorie noch nicht geschlagen. Erst mit den Arbeiten von Myrberg (seit
1922) wird eine Theorie der automorphen Funktionen begriindet, die
spezifisch auf den Raum mehrerer komplexer Variablen eingestellt ist,
und jede weitere Arbeit auf diesem Gebiet wird an seine Begriffsbildungen
ankniipfen miissen.

Die folgende Untersuchung behandelt ausschlieBlich im Gebiet der
projektiven Geometrie und der linearen Gruppen den von Myrberg!) ein-
gefiihrten grundlegenden Begriff: die normale Diskontinuitdt. Unter
gewissen Einschriankungen fiir die zugrunde liegenden Gruppen, von
denen sogleich die Rede sein wird, gelingt die geometrische Abgrenzung
des Bereiches der normalen und der (noch zu erklirenden) bedingten
Diskontinuitat der Gruppen und die Konstruktion von Fundamental-
bereichen — ein Gegenstand, der in der klassischen Theorie und in friithen
Untersuchungen von Wirtinger, Hurwitz und Fubini bedeutsam hervor-
getreten ist, wihrend er in der Theorie von Myrberg bis jetzt iiberhaupt
nicht vorkommt.

Um den Gang der Untersuchung zu erliutern, greifen wir auf die Er-
klarung der automorphen Funktionen zuriick. Unter einer automorphen
Funktion in zwei und mehr Variablen versteht man in Analogie zur
klassischen Theorie eine einwertige analytische Funktion, die gegeniiber
einer Gruppe G von Transformationen ihrer Argumente invariant ist.

Die Linearitat von G braucht nicht wie im klassischen Fall verlangt zu
werden. Trotzdem werden in der vorliegenden Arbeit von vornherein nur
Gruppen linear-gebrochener Transformationen in Betracht gezogen, und
innerhalb dieser Gruppen wird noch eine Auswahl auf solche Fille getroffen,

1) [10], [11]. Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am
Schlu der Arbeit.
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in denen die Methoden der projektiven Geometrie, insbesondere das
Prinzip der Dualitdt zwischen Punkten und analytischen (2n — 2)-
dimensionalen Ebenen, voll zur Geltung kommen. Dieselbe Einschrin-
kung hat auch Myrberg aus funktionentheoretischen Griinden vorge-
nommen (vgl. seine ,,Gruppen 1. Klasse).

Die eigentliche Diskontinuitdt der Automorphismengruppe G muB
dagegen aus entsprechenden Griinden wie bei den automorphen Funk-
tionen in einer Variablen gefordert werden. Zwar kommen bei n Variablen
fir » > 1 zu einer nicht eigentlich-diskontinuierlichen linearen Gruppe
als automorphe Funktionen nicht nur Konstante in Betracht. Aber durch
eine geeignete Transformation (die allerdings im allgemeinen nicht linear
sein kann) 146t sich bei Funktionen mit infinitesimalen Transformationen
in sich die Variablenzahl verringern?).

Es hat sich freilich gezeigt, dal fiir die Existenz von automorphen
Funktionen in mehreren Variablen die eigentliche Diskontinuitit der
Automorphismengruppe nicht hinreicht. Ein Beleg dafiir sind schon die
Riemannschen Periodenrelationen. Vor allem aber geht das aus den
Arbeiten von Myrberg hervor, in denen er zu einer Verscharfung des
Begriffes der eigentlichen Diskontinuitat sich veranlaBt sah.

Zur Verdeutlichung diene die folgende Ubersicht:

Eine Gruppe G heillt eigentlich-diskontinuierlich im Bereich 4, wenn
fiir jeden Punkt p von A4 folgendes gilt: es gibt eine Umgebung U (p)
von p, die nur mit endlich vielen ihrer Bilder (vermoge Transformationen
aus () Punkte gemeinsam hat.

Eine Gruppe G heilt (nach Myrberg) normal-diskontinuterlich im
Bereich A, wenn ihre Transformationen, genauer: die zugehorigen
Transformationsfunktionen, in jedem abgeschlossenen Teilbereich von A
eine normale Familie bilden3). Der maximale Bereich der normalen Dis-
kontinuitdt heiBt der ,,Normalbereich‘ von G. Die ZweckmaBigkeit dieser
Begriffsbildung erhellt aus folgender Gegeniiberstellung: Im klassischen
Fall ist der maximale Bereich E der eigentlichen Diskontinuitit von G
stets der Existenzbereich von automorphen Funktionen zur Gruppe G.
Bei mehreren Variablen ist mit eigentlicher Diskontinuitit allein keine
automorphe Funktion moglich. Eine Gruppe G mufl normal-diskonti-
nuierlich sein, damit automorphe Funktionen zu ihr existieren konnen,

%) Man iiberblickt alle Moglichkeiten sofort auf Grund des folgenden Satzes von
Fubini ([5] p. 106): Gestattet eine einwertige analytische Funktion eine diskontinuierliche
Gruppe linearer Transformationen, in der infinitesimale Transformationen vorkommen,
S0 gestattet sie eine stetige (mindestens) einparametrige lineare Gruppe.

%) Zur genauen Fassung des Begriffs der Konvergenz von Transformationsfolgen vgl. § 4.
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und zwar gilt unter gewissen Voraussetzungen?) iiber @: jeder maximale
zusammenhingende Teilbereich des Normalbereichs von G ist der
Existenzbereich von automorphen Funktionen zu G.

Andererseits ist, wie die folgenden Entwicklungen zeigen, fiir lineare
Gruppen eine Erweiterung des Begriffs der eigentlichen Diskontinuitit
am Platz, die Myrbergs Verscharfung dual entspricht. Eine lineare Gruppe
@G 1. Klasse heillt bedingt-diskontinuierlich im Bereich 4, wenn fiir jeden
Punkt p von 4 folgendes gilt: zu jeder vorgelegten Normalfolge F aus @
l1aBt sich eine Umgebung U (p) von p und in ihr ein Punkt ¢ samt einer
Umgebung V(g) angeben, so daB bei der Ausfithrung der Transformatio-
nen von F nur endlich viele Bilder von V(g) Punkte mit U (p) gemeinsam
haben. Der maximale Bereich der bedingten Diskontinuitit heit der
,,Diskontinuitatsbereich‘ von G%).

Die drei Arten der Diskontinuitét macht man sich leicht klar an der
Gruppe

w' =mw, 2/ =n2, |m|<|n|<l, »=0, +1, +2,...
(vgl. dazu § 6).

Im folgenden soll an den linearen Gruppen in zwei komplexen
Variablen gezeigt werden, wie man zum Begriff der normalen Dis-
kontinuitdt aus rein geometrischen und gruppentheoretischen Erwagun-
gen gelangen kann. Dazu fiithrt der Gesichtspunkt der Dualitat, d. h. die
Behandlung von Punkten und analytischen Ebenen als gleichberechtigten
Elementen. Die Diskontinuitétseigenschaften der Punktgruppe und der
durch sie induzierten Ebenengruppe sind namlich weitgehend von
einander unabhangig, und geeignete Voraussetzungen iiber die bedingte
Diskontinuitét in der einen Gruppe schaffen eine Bindung, die gerade mit
der aus funktionentheoretischen Gesichtspunkten verlangten Einschran-
kung auf die normale Diskontinuitit in der induzierten Gruppe iiberein-
stimmt. Das zeigt das Hauptergebnis des I. Teils der Arbeit: notwendig
und hinreichend fir die normale Diskontinuitit im Punkt p ist bei einer
linearen Qruppe 1. Klasse die bedingte Diskontinuitit der induzierten
Gruppe in jeder analytischen Ebene durch p.

Im II. Teil wird eine geometrische Theorie entwickelt zur Bestimmung
des Normalbereichs und des Diskontinuitdtsbereichs einer linearen Gruppe

) nédmlich fiur Gruppen 1. Klasse, das sind Gruppen, die lauter Normalfolgen vom
Rang 1 enthalten; im allgemeinen ist zudem die normale Diskontinuitat der induzierten
Ebenengruppe vorauszusetzen.

8) Die Bezeichnung Diskontinuitétsbereich verwenden wir hier im Anschlu an
Myrbergs Bezeichnung Normalbereich, aber im Gegensatz zu Fricke-Klein, wo Dis-
kontinuitatsbereich synonym und gleichzeitig mit Fundamentalbereich verwendet wird.
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1. Klasse. L. R. Ford [3] [4] hat im klassischen Fall ein einleuchtendes
Verfahren zur Konstruktion von Fundamentalbereichen bei beliebig vor-
gegebenen eigentlich-diskontinuierlichen Gruppen angegeben. Dieses
Verfahren wird hier auf den Fall von zwei Variablen iibertragen. Dadurch
gelingt es, die Myrbergsche Theorie der Gruppen 1. Klasse in einem
wesentlichen Punkt zu ergénzen. Es stellt sich heraus, da} die entspre-
chende Konstruktion stets moglich ist, wenn die Forderung der eigent-
lichen Diskontinuitat zur normalen Diskontinuitit der beiden dualen
Gruppen G und I' in einem Paar von inzidenten Elementen verscharft wird.
Man erhalt einen Fundamentalbereich fiir den Normalbereich von G, also
fiir den Bereich, der fiir die Funktionentheorie von ausschlaggebender
Bedeutung ist.

Das wesentlichste Hilfsmittel fiir die Untersuchung sind die iso-
metrischen Gebilde der Gruppe. Jeder Transformation 7'; aus G bzw. 7;
aus I' laflt sich ein solches Gebilde I7; bzw. B, zuordnen. Es besteht aus
den Punkten bzw. Ebenen®), in denen die Funktionaldeterminante der
Transformation den Betrag 1 hat. Ausfiihrlich:

1. Die Punkte von /I, erfiillen eine einparametrige Schar von Ebenen,
die alle durch einen Punkt s; der uneigentlichen Ebene gehen. Wir
nennen daher I7; den isometrischen Zylinder der Transformation 7';. Er
zerlegt die Ebenen durch s, und damit die Punkte des Raumes W (w, z)
(mit Ausnahme von s,) in drei Klassen: Inneres, Mantel, AuBeres von I7,.
Eine Ebene aus dem Inneren ist I7; als ,,Achse‘ zugeordnet. Jede Hau-
fungsebene von Achsen der I7; von G nennen wir eine Grenzebene von I'.

2. Die Ebenen von B, gehen durch eine einparametrige Schar von
Punkten, die einen Kreis auf einer Ebene o; durch den Nullpunkt er-
filllen. Wir nennen B, den isometrischen Kreis der Transformation ;.
Er zerlegt die Punkte von o; und damit die Ebenen in W (mit Ausnahme
von ¢;) in drei Klassen: Inneres, Rand, AuBeres von ;. Ein Punkt aus
dem Inneren ist P, als ,,Pol“ zugeordnet. Jeden Hiufungspunkt von
Polen der P, nennen wir einen Grenzpunkt von G.

Die Menge der Grenzpunkte von G heit die 1. Grenzmenge von G, die
Menge der Punkte aller Grenzebenen von I' heift die 2. Grenzmenge
von (. Die Komplementérmenge zur 1. Grenzmenge ist der Bereich B
der bedingten Diskontinuitit von @. Die Komplementirmenge zur
2. Grenzmenge ist der Bereich N der normalen Diskontinuitit von G
(Hauptsatz 2).

Als ein Fundamentalbereich fiir N erweist sich in einer linearen Gruppe

®) ,,Ebens‘* bedeutet im folgenden stets ,,analytische Ebene*, sofern nicht ausdriicklich
etwas anderes gesagt ist.
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1. Klasse mit normaler Diskontinuitit in einem Paar inzidenter dualer
Elemente die Menge R derjenigen Punkte, die samt einer Umgebung im
AuBeren aller isometrischen Zylinder von @ liegen (Hauptsatz 3). Man
gewinnt damit eine neue Darstellung des Normalbereichs

N =R+ R4 ... (Menge R -+ ihre Bilder).

Analog fiir die Bereiche B der bedingten Diskontinuitdt und N der
normalen Diskontinuitat der Ebenengruppe I

Der III. Teil enthilt Erginzungen und Hinweise auf folgendes: Der
Normalbereich N von G und der konstruierte Fundamentalbereich fiir N
sind konvex in bezug auf (analytische) Ebenen [1]. Der Rand von R er-
laubt unter Umstéinden Riickschliisse auf die Erzeugenden von G. Als
Spezialfall der allgemeinen Theorie hat man 1. fiir eine komplexe Variable
die Theorie von Ford, 2. eine Theorie der reellen linearen Gruppen
1. Klasse in zwei Variablen. Die Theorie der isometrischen Gebilde ist
ebenso (mit allen Auswirkungen auf die Bereiche der bedingten und der
normalen Diskontinuitét) moglich fiir normal-diskontinuierliche lineare
Gruppen 1. Klasse in » Variablen. Ein letzter Hinweis gilt der funk-
tionentheoretischen Bedeutung des Normalbereichs.

Mit der Theorie von Ford bin ich durch Herrn E. Peschl bekannt
geworden. Wertvolle Hilfe verdanke ich Herrn H. Behnke?) .

I. TEIL

Normalfolgen und Gruppen-Diskontinuitat
1. Grundlagen

Den folgenden Untersuchungen liegt der Raum R,(w, z) zweier kom-
plexer Verdnderlichen w = u + v, 2 = x + ¢y zugrunde. Wir betrachten
darin Gruppen G von linear-gebrochenen Transformationen mit kom-
plexen Koeffizienten
O WA Byp2 + Gy
A3, W + A3p2 + Qg3
Aoy W + Ag22 + gy
O3, W + G322 + Agz

7) Nach dem Abschlul der Arbeit hat Herr A. Ostrowski darauf hingewiesen, daf3
J. I. Hutchinson [8] nicht nur, wie Ford im Vorwort seines Buches erwahnt, als erster die
isometrischen Gebilde zur Abgrenzung von Fundamentalbereichen verwendet, sondern
sein Verfahren auch fiir zwei Variable skizziert, freilich alles nur fiir Gruppen mit in-
varianter Hermite-Form von der Charakteristik 1. Die Methode macht von der Invarianz
wesentlich Gebrauch. Der gefundene Fundamentalbereich ist ein solcher fiir das Innere der

invarianten Hyperkugel, also im allgemeinen nur fiir einen Teil des Normalbereichs
(vgl. Beispiele 6, 7).
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deren Determinante 4(a,,) nicht verschwindet, und denken uns dem-
entsprechend den R, durch eine uneigentliche Ebene abgeschlossen.
Statt (w, z) verwenden wir héufig homogene Koordinaten (w,: w,: w,),
die nicht alle drei O sein diirfen und nur bis auf einen gemeinsamen Faktor
bestimmt sind. Die Transformationen von G werden dargestellt durch

3
tw; = Zagw,, Aay) #0@=1,2,3), (2)
e=1
wo der (iiberall von 0 verschiedene) Proportionalitatsfaktor ¢(w,, w,, w;)

dazu beniitzt werden soll, das Maximum der Koeffizientenbetrige auf
einen endlichen Wert, etwa auf 1, zu normieren.

Die in den Koeffizienten und den Variablen symmetrische Form
p(w, w) = w; W, + w,w, + w,w,; = 0 der Gleichung einer Ebene zeigt,
daf} der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit W der ,,Punkte w‘* die vier-
dimensionale Mannigfaltigkeit £ der analytischen ,,Ebenen ‘ gegen-

iiber steht. Man kann also dem Punktraum W den Ebenenraum .(5 dual
zur Seite stellen, indem man der Ebene w: w,w, + w,w, + w,w; = 0

~

im Punktraum W den Punkt o = (@;: @,: ;) im Ebenenraum

umkehrbar eindeutig zuordnet durch die Festsetzung tw, = w; (i =
1, 2, 3)8). Jede Gruppe von projektiven Punkttransformationen erzeugt
im Punktraum W eine homomorphe Gruppe I' von Ebenentransforma-

tionen, das ist im Ebenenraum 2 eine projektive Gruppe I" von Punkt-
transformationen. Einer Transformation §: (a,;) von G ist in I" 1-1-

deutig eine Transformation ¢ : (x,;) zugeordnet. Ihre Matrix geht durch

Transposition aus der Matrix der zu 8 inversen Transformationen S*
hervor: «,, = Z‘%—"—;(Aik das algebraische Komplement von a,, in der
ik

Determinante 4(a,)).

Der Ebenenraum £ ist ebenfalls projektiv abgeschlossen durch eine

uneigentliche Ebene, die durch w, = 0 gegeben ist. Ihr entspricht in W
der Nullpunkt O mit den Gleichungen w, = 0, w, = 0 und in £ die zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit der analytischen Ebenen durch O. Um-
gekehrt ist der uneigentlichen Ebene ¢, in W, die durch w; = 0 gegeben

ist, im Ebenenraum & der Nullpunkt Zw mit den Gleichungen cT)l =0,

8) Die Unterscheidung der Ebene w im Punktraum W vom ihr zugeordneten Punkt ©
im Ebenenraum J2 wird sich als niitzlich erweisen, insbesondere in den gleich folgenden
Konvergenzbetrachtungen iiber analytische Ebenen und spéter bei der Behandlung der
isometrischen Gebilde der Punkt- und Ebenengruppe.
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@y = 0 zugeordnet und in W die zweidimensionale Mannigfaltigkeit der

analytischen Ebenen durch ¢ .
Die Konvergenz einer Ebenenfolge definieren wir durch die Konvergenz
der zugeordneten Punktfolge im Dualraum. Jeder Satz iiber konvergente

Punktfolgen 148t sich von £ sofort auf die Mannigfaltigkeit £ der Ebenen
in W iibertragen. So folgt aus der Abgeschlossenheit von W und 2:

Satz 1. Jede unendliche Folge von Punkten hat in W mindestens einen
Haufungspunkt. Jede unendliche Folge von Ebenen hat in 2 mindestens
esne Hdaufungsebene.

Die Konvergenz einer Ebenenfolge w(’) in 2 (» = 1, 2, ...) gegen eine
Grenzebene w, die wir mit Hilfe der Punktkonvergenz im Dualraum
erklart haben, ist gleichbedeutend mit der Konvergenz der Koeffizienten
in den Ebenengleichungen:

wi(v‘)—> w; (i = 1’ 2’ 3) ’

wobei die w; nicht alle 0 sind. Das heifit, diese Ebenenkonvergenz ist
identisch mit der Konvergenz der Ebenen als Punktmannigfaltigkeiten;
betrachtet man die einzelne Ebene w(*) als zweidimensionale Punktmenge
M,, so konvergieren die M, gegen eine Grenzmenge M in dem Sinne:
1. Jeder Haufungspunkt von Folgen p, (p, ein Punkt von M,) gehort
zu M ; dagegen 2. nicht jeder Punkt von M braucht als Haufungspunkt
solcher Folgen p, aufzutreten (vgl. Beispiel 5, SchluB3).

2. Eigentliche Diskontinuitit

Wir wollen jetzt iiber die Transformationen (1) bzw. (2) der zu be-
trachtenden Gruppen G besondere Voraussetzungen machen.

Punkte, ebenso Punktmengen, des Grundraumes, die durch Transfor-
mationen von G auseinander hervorgehen, nennen wir dquivalent. Unter
einem Bereich verstehen wir zunachst eine offene Punktmenge, die nicht
zusammenhéngend zu sein braucht; vielfach werden wir eine solche
Punktmenge durch Randpunkte erweitern; eine derart erweiterte Punkt-
menge nennen wir immer noch einen Bereich.

Definition 1. Die Gruppe G heillt eigentlich-diskontinuierlich (e.-d.) in
etnem Bereich A, wenn fiir jeden Punkt p von A4 folgendes gilt:
1. p ist nur Fixpunkt bei endlich vielen Transformationen T,...,
T, aus G ;
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2. in einer geniigend kleinen (vierdimensionalen) Umgebung U (p) von p
gibt es keine Punkte, die mittels Transformationen aus G aquivalent
sind auller mittels 7', ..., T',.

Die Gruppe @ heillt e.-d. tn einem Punkt p, wenn es zu ihm eine Um-
gebung U (p) gibt, in der G e.-d. ist.

E.-d. (schlechtweg) nennen wir jede Gruppe, die einen nicht leeren
Bereich eigentlicher Diskontinuitat besitzt.

Insbesondere gilt fiir einen Punkt p, in dem die Gruppe e.-d. ist: p ist
.kein Haufungspunkt von dquivalenten Punkten; und falls p gegeniiber
keiner Transformation von G (auler der Identitat) fest bleibt, so gibt es
stets eine Umgebung U (p), die keine zwei zu einander &aquivalenten
Punkte enthalt.

Analog definieren wir die eigentliche Diskontinuitit der Gruppe I' in
einer Ebene o des Punktraums W.

Definition 2. Man sagt von der Gruppe G, sie enthalte infinitesimale
Transformationen, wenn es bei beliebig klein vorgegebener positiver Zahl ¢
zu jedem Punkt (w,2) eines Bereichs aquivalente Punkte (w’, 2’) # (w, 2)
gibt, deren Koordinaten den Ungleichungen |w/ — w| < ¢, |2/ —2| < ¢
geniigen.

Aus den Definitionen 1 und 2 folgt sofort

Satz 2. Eine e.-d. Gruppe enthilt keine infinitesimalen Transforma-
ttonen.

Satz 3. In jeder Umgebung U (p) eines Punktes p, in dem G e.-d. ist, gibt
es einen Punkt q, der bei keiner Transformation (£ I) von G fest bleibt.

Beweis: Da @ in p e.-d. sein soll, konnen in einer geniigend klein
gewahlten Umgebung U (p) nicht Fixpunkte von unendlich vielen Trans-
formationen aus G liegen. Die Fixpunkte von endlich vielen linearen
Transformationen (s I) konnen aber keine volle Umgebung von p aus-
fiillen.

3. Normalfolgen und ihre Grenzelemente

Wir stellen in den §§ 3 bis 5 die allgemeinen Ausfiihrungen von
P. J. Myrberg (Acta 46), soweit sie fiir uns wichtig sind, in einer unsern
Zwecken angepaBten Formulierung fiir zwei Variable zusammen. Dabei
soll der Gesichtspunkt der Dualitit deutlich zur Geltung gebracht
werden.

Jede unendliche Folge von linearen Transformationen enthédlt min-
destens eine konvergente Teilfolge, d. h. eine Folge F von Transfor-
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mationen S,(» = 1,2, ...) der Form (2), deren normierte Koeffizienten
a;. gegen endliche Grenzwerte b;, streben, die nicht samtlich 0 sind.

Definition 3. Jede solche Folge I’ von Transformationen S, heiflt eine
Normalfolge, T = (b,,) ihre Grenztransformation; der Rang » der Grenz-
matrix heillt der Rang von F'.

Die Grenztransformation 7' einer Normalfolge ¥ ist dann und nur
dann nicht entartet, wenn »(¥) = 3 ist. In diesem Fall konvergieren die
Transformationen S;'8,., (v =1, 2,...) mit wachsendem » gegen die
Identitat. Solche Transformationenfolgen koénnen in den spater aus-
schlieBlich verwendeten e.-d. Gruppen nicht vorkommen (Satz 2). Des-
halb betrachten wir nur noch Normalfolgen mit entarteter Grenztransfor-
mation.

Eine entartete Grenztransformation ist notwendig in gewissen Punkten
des Raumes nicht definiert, und zwar entweder a) in einem Punkte, oder
b) in den Punkten einer Ebene. Die iibrigen Punkte werden

im Fall a), wo r(F) = 2 ist, auf eine Ebene,
im Fall b), wo r(F) = 1 ist, auf einen Punkt abgebildet.

Definition 4. Die Mannigfaltigkeit der Bildpunkte bei der Grenz-
transformation heilt das 1. Grenzelement L, (F) der Normalfolge F.

Definition 5. Die erwahnten Ausnahmepunkte gegeniiber der Grenz-
transformation sind diejenigen Punkte des Originalraums, deren homo-
gene Koordinaten bei der Grenztransformation simtlich 0 werden. Ihre
Mannigfaltigkeit heiflt das 2. Grenzelement L, (F') der Normalfolge F'.

L,(F) ist im Fall a), wo r(F) = 2 ist, ein Punkt,
im Fall b), wo r(F') = 1 ist, eine Ebene,

wie die folgende Ubersicht ausfiihrlich zeigt.

a) r=2: b) r=1:
twy = by w, + by wy + byw, t w) = by, wy + bipw, + bygw,
twy = by wy + by, + baywy ) (3) bw, = ¢y Wy (4)
twy=c¢; Wy + ¢, W, twy = ¢, W) )

Bei » = 2 erhalt man eine, bei » = 1 zwei lineare Gleichungen zwischen
Wy, Wy, wy; d. h.
‘a) L, ist eine Ebene, b) L, ist ein Punkt.
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L, besteht aus denjenigen Punkten w, deren Koordinaten den Glei-

3
chungen tw, = X'b,,w, = 0 (1 = 1, 2, 3) geniigen, das bedingt im Fall

k=1
tw{ = by, w; + b wy + b yw; =0
a) r=2: . , (5)
twy = by wy + bpy Wy + bz wy =0

also bei r = 2 zweli lineare Gleichungen, bei r = 1 eine lineare Gleichung
zwischen w,, w,, w,;, d. h.

a) L, ist ein Punkt, b) L, ist eine Ebene.

Erginzung zum Fall » = 2: Durch die Grenztransformation (3) wird
jeder Punkt von W, der nicht mit L, zusammenfallt, auf einen bestimm-
ten Punkt der Ebene L, abgebildet. Seine Koordinaten w] sind stetige
Funktionen der Koordinaten w; des Originalpunkts. Man kann den Bild-
punkt auf L, beliebig festlegen durch eine Gleichung

oq Wy + Wy - g wy = 0, (7)
die von der Gleichung
Cwy + cauwy —twy =0, (8)

welche L, definiert, linear unabhingig ist. Ersetzt man in (7) die w} durch
die w; vermoge (3), so ergibt sich eine lineare Gleichung in w;. Die zu dem
beliebig festgelegten Bildpunkt p gehorenden Originalpunkte liegen also
auf einer Ebene «. Diese geht durch den Punkt L,, denn dessen Koordi-
naten befriedigen nach der Ausiibung der Grenztransformation die in w/
homogene Gleichung (7).

Zusammenfassend erhalten wir

Satz 4. Die Grenztransformation einer Normalfolge vom Rang 2 bildet
alle Punkte von W mit Ausnahme des Punktes L, auf eine Ebene L, ab, und
zwar ist jeder Punkt p von L, das Bild aller Punkte (mit Ausnahme von L,)
auf der Ebene, die durch p und L, geht. — Die Grenztransformation einer
Normalfolge vom Rang 1 bildet alle Punkte von W auf esnen Punkt L, ab,
mit Ausnahme der Punkte einer Ebene L,.

Wendet man auf die Punkte einer Menge M die Transformationen §,
einer Normalfolge F' an, so erhilt man eine unendliche Folge von Punkt-
mengen M, = S,M. Diese besitzen wenigstens einen Haufungspunkt,
d.h. einen Punkt, in dessen simtliche Umgebungen unendlich viele
Mengen M, eindringen.
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Satz 5. ®) Enthdlt die abgeschlossene Menge M keinen Punkt von L, (F),
80 konvergiert jede aus einem Punkt p von M entstchende Punkifolge
p, = S,p gegen den Bildpunkt Tp, der dem Punkt p durch die Grenz-
transformation T von F auf L,(F) zugeordnet wird, und diese Konvergenz
st gleichmdsstg fir alle Punkte von M. Dagegen 1ist die gleichmdissige
Konvergenz unmaoglich in einer Menge M, die Punkte von L,(F') im Inneren

enthdlt.

Folgerung : Jeder abgeschlossene Bereich, der zu L, fremd ist, kann mit
hochstens endlich vielen Mengen M, = S, M (M abgeschlossen und fremd
zu L,) Punkte gemeinsam haben.

Definition 6. Die Folge der zu F =(8,) (v=1, 2, ...) inversen Trans-
formationen S, = S soll die zu F ¢nverse Folge heilen und mit F* be-
zeichnet werden.

Definition 7. Unter einer umkehrbar normalen Folge F verstehen wir
eine solche Folge, die samt ihrer inversen F'* normal ist. r und r* = r(F*)
seien die zugehorigen Rangzahlen, L, und L; = L,(F*) (h = 1, 2) die
Grenzelemente.

Jede unendliche Folge von Transformationen aus G enthélt eine um-
kehrbar normale Teilfolge.

Satz 6. L, ist in L; enthalten (also auch L] in L,).

Beweis1%): Fall a) r = 2. p sei ein beliebiger Punkt der Ebene L,;
q sei ein Punkt der Ebene «, die durch p und den Punkt L, bestimmt
ist, und zwar sei ¢ so gewahlt, daBl er weder mit L, zusammenfillt, noch
auf L; liegt, sonst beliebig auf o.

Fall b) »r = 1. p sei der Punkt L, ; ¢ sei ein Punkt, der weder auf der
Ebene L,, noch auf L; liegt, sonst beliebig.

Die Punkte g, = S,q (S, aus F') konvergieren gegen p, nach Satz 4.
Angenommen, p lige auBerhalb L,. Dann gibt es nach Satz 5 eine Um-
gebung U (p), deren Bilder bei der Ausfithrung der Transformationen
von F'* gleichmBig gegen eine Punktmenge auf L; konvergieren. Anderer-
seits gibt es in U (p) unendlich viele Punkte ¢, =8, g, deren Bilder S;!g,
bei der Transformationsfolge F* mit ¢ zusammenfallen. ¢ war aber auBer-
halb L; gewahlt. Folglich war die Annahme unzuléssig, daBl p auBerhalb
L; liege. L, ist also ganz in L; enthalten.

Satz 7. r + r* < 3.

9) Beweis bei Myrberg, Acta 46, 226 f.

19) Einen anderen Beweis dieses grundlegenden Sachverhalts findet man fir Folgen
vom Rang 1 im II. Teil, unter Satz 22.
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Zum Beweis braucht nur gezeigt zu werden, da nicht r und r* gleich-
zeitig 2 sein konnen. Das folgt aber unmittelbar. Denn z. B. im Fall
r* = 2 ist L, ein Punkt, nach Satz 6 also auch L, ein Punkt, also r = 1.

Beispiel 1
m, n seien zwei beliebig, aber fest gewahlte ganze komplexe Zahlen # 0.
Man betrachte die Transformation

w=w+m tw, = w;, + muw,
/
T bzw. homogen ( tw, = w,+ nw, . (*
2 =z4n tw, = W,

Die Potenzen T,‘;.,” (m,n # 0 fest; » =0, 1, 2, ...) bilden eine Normal-
folge F vom Rang r = 1 mit den Grenzelementen
L,: der Punkt q(mw,, nw,, 0), d.i. q(oo,%—) auf ¢,

L,: wy =0, d.i. ¢, (unabhingig von m, n).

Die Folge ist umkehrbar normal, und wegen T, ,=T_ _ hat die
inverse Folge dieselben Grenzelemente.

Die durch 7, , induzierte Transformation ist

[ ~

& = = Ao =
~ —mow—mnl+1 bzw. - -
T { Aws = w
B F homogen ~'2 L 5
("= = Y Awg = —mw, —nw, + w;
—mow—n+ 1

\

Die Potenzen ;;’nm (m,n 5% 0 fest; » =0, 1, 2, ...) bilden eine Normal-
folge & von Punkttransformationen in 2 vom Rang ¢(®) =1 mit den
Grenzelementen

A,: der Nullpunkt in Q (unabhéangig von m, n),
12: m&l -+ ng)z = 0, d. i. eine Ebene durch den Nullpunkt in Q. _
Diezu @ inverse Folge ist normal und hat dieselben Grenzelemente wie @ .

Im Punktraum W ist A, = /1; die uneigentliche Ebene eco; Ay = A,
ist das Ebenenbiischel mit dem Triger ¢ (oo , %) auf ¢ .
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Beispiel 2

a) m,n seien fest gewahlte komplexe Zahlen, die der Bedingung
|m| <1< |n| geniigen. Man bilde die Transformation

/ /
tw; = mw,
/I —
w =mw
T a bzw. homogen { tw) = nw
s J 2 2
g ==uz
‘tw; = wy

und betrachte die Folge T, ,(»=1,2,...). Es ist eine Normalfolge
mit den Grenzelementen

L, : (0, c0) bzw. (0, w,,0) und L,:z = 0 bzw. w, = 0.
Die Folge der inversen Transformationen hat die Grenzelemente

L;: (o0, 0) bzw. (w;, 0,0) und L;: w = 0 bzw. w, = 0.

b) Die Transformationen 77, , mit [m| = |n| > 1 bilden eine Folge
vom Rang r =2 mit L, = ¢, L, = (0, 0). Die inverse Folge hat den
Rang 7* = 1. Thre Grenzelemente sind L] = (0, 0), L, = ¢_.

Die induzierten Folgen haben die Grenzelemente

a) A,: (1,0,0), d.i. die Ebene w, = 0, zugleich L ;
Ay: =0, d.i. das Biischel der Ebenen durch w, = w, = 0,
also mit dem Triger L, ;

(0,1, 0), d.i. die Ebene w, = 0, zugleich L,;
wy = 0, d.i. das Biischel der Ebenen durch w, = w, = 0,
also mit dem Trager L, ;

b) A;: (0,0, 1), d.i. die Ebene w, = 0, zugleich L; ;
Ay @y =0, d.i. das Biischel der Ebenen durch (0, 0) = L};
w; = 0, d.i. das Biischel der Ebenen durch (0, 0) = L,;
(0,0,1), d.i. die Ebene w, = 0, zugleich L,.

4. Normale Diskontinuitit

Definition 8. Eine Folge von Transformationen

w = f.(w, 2)

.
n-*

4 ¥ = gn(w, 2)
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heilt im Punkt p konvergent, wenn es zu p eine Umgebung U (p) und eine
(nicht entartete) Transformation

w =1w, 2)
S, : '
7 =10 (w, 2)

des Typus (1) gibt, so daB3
lg())(fn (w ’ Z) > gn(w, Z))
1 (fa(w, 2) , gu(w, 2))

Paare von Folgen von Funktionen sind, die sich in U (p) regulir verhalten
und dort im elementaren Sinn konvergieren. — Entsprechend fiir Punkte
auf der uneigentlichen Ebene.

Eine Folge von Transformationen heillt in einem Bereich konvergent,
wenn sie in jedem Punkt dieses Bereichs konvergiert.

Definition 9. Eine diskontinuierliche lineare Gruppe G ohne infini-
tesimale Transformationen heilt normal-diskontinuierlich (n.-d.) in einem
Bereich A, wenn es in jeder unendlichen Folge von Transformationen aus

G eine Teilfolge gibt, die in jedem abgeschlossenen Teilbereich von A
gleichméBig konvergiert.

Wir sagen auch, G sei n.-d. in jedem Punkt von 4, und die Menge der

Punkte, in denen G n.-d. ist, nennen wir den Normalbereich von G. Er ist
ein offener Bereich.

N.-d. (schlechtweg) nennen wir jede Gruppe, die einen nicht leeren
Normalbereich besitzt.
5. Die Grenzelemente von Ebenenfolgen im Punktraum. Gruppen 1. Klasse

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:
F sei eine umkehrbar normale Folge von Punkttransformationen S, in W ;

S, = @) > T = (by), (G k=123);
F* die zu F inverse Folge S, = S;' = (a{}*) — T* = (b},) ;

? die durch F induzierte Folge von Ebenentransformationen ¢, in Q:
0, = (0‘?1?) =7 = () ;

é die @ zugeordnete Folge von Punkttransformationen in 9. Rang und

Grenzelemente seien entsprechend bezeichnet mit r, L, bzw. o, 4,
(h=1,2).

Es gilt «}) = af)"; daraus folgt, daB die durch F induzierte Folge eben-
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falls umkehrbar normal ist, und zwar ist ¢ = r*, da der Rang einer
Matrix gegeniiber Transposition invariant ist. Die Grenzelemente einer
Folge von Ebenentransformationen stehen mit den Grenzelementen der
inversen Folge der zugehorigen Punkttransformationen in einem ein-
fachen Zusammenhang:

Satz 8. 1. Jede Ebene von A, inzidiert mit jedem Punkt von L, .

I1. Jede Ebene von A, inzidiert mit jedem Punkt von L.

Falls man zum Punkt w in W die duale Ebene w in Q einfiihrt, so hat man

fir die Punktmengen A, und die Ebenenmengen E; die Aussagen

I. Jede Ebene von L] inzidiert mit jedem Punkt von A,
II. Jede Ebene von 1~}; inzidiert mit jedem Punkt von A,;

und man erkennt, dafl die Behauptung II fiir eine Folge ¥ identisch ist
mit der Behauptung I fiir die inverse Folge F'* im Dualraum. Es geniigt
also, etwa I zu beweisen.
Beweis von I. 4, besteht aus allen Ebenen w, deren Koordinaten die
Gleichungen
3
w;=2X B, (1=1,2,3) (9)

k=1

befriedigen, wo B, = lim o} = lim a{)* = b;, ist. L; besteht aus allen
V> 00 V->» 00

Punkten w’, deren Koordinaten die Gleichungen

3
2byw, =0 (1 =1,2,3) (10)
k=1

befriedigen. Die Gleichung der Ebene «’ in Punktkoordinaten ist

3
2 o} w; = 0. Setzt man darin nach (9) w; = 2'b;; w,, so ergibt sich
k=1

3 3

2 0 (X byw;) =0 .
k=1 t=1

Diese Gleichung gilt aber identisch in w,, wenn w’ eine Losung von (10)

darstellt. Jeder Punkt von L; liegt also auf jeder Ebene von A,, wie in I

behauptet wurde.

Aus Satz 6 entnimmt man ausfiihrlich die folgende Anordnung der
Grenzelemente.

96



a) Im Fall g =r* = 2:
A, ist das Ebenenbiischel mit dem Triger L ;
A, ist die Ebene L.
b) Im Fall p =7r*=1:
A, ist die Ebene L ;
A, ist das Ebenenbiischel mit dem Trager L.

Dieser Sachverhalt gestattet, den zu Satz 4 dualen Satz folgender-
mafen zu fassen:

Satz 9. F sei eine umkehrbar normale Folge von Punkttransforma-
tionen §,, @ die durch F induzierte Folge von Ebenentransformationen
0,, ¢ eine Ebene, die nicht zu A, gehort, also L; nicht ganz enthalt. Die
Grenzebene & der Ebenenfolge S, ¢ ist

a) im Fall r* = 2: die Ebene durch den Punkt L; und den Schnittpunkt q
von & mit Ly ;

b) im Fall r* = 1: die Ebene L.

Beweis: a) 4, ist das Ebenenbiischel durch den Punkt L;. Eine Einzel-
ebene 4 von A, ist bei der Grenztransformation 7" von F die Bildebene von
allen Ebenen « desjenigen Ebenenbiischels, das durch A und A, bestimmt
wird, also von allen Ebenen « durch den Punkt ¢ = [4, L;], da 4, = L;
ist. Die Anfangsebene ¢ wird also auf die Ebene abgebildet, die durch die
Punkte L; und [, L;] bestimmt ist.

b) Satz 8 zeigt unmittelbar: ¢ = L.

Man erhalt nach dem Gesagten eine vollkommene Analogie im Ver-
halten der Punkt- und Ebenentransformationen, wenn man sich auf
Gruppen beschrinkt, aus deren Transformationen sich nur Normal-
folgen vom Rang r = 1 bilden lassen. Solche Gruppen heifien nach
Myrberg Qruppen 1. Klasse. Die genannte Analogie ist andererseits nur
bei Gruppen 1. Klasse moglich, weil nach Satz 7 die Rangzahlen einer
Normalfolge und der durch sie induzierten Folge der Bedingung r + o <3
unterworfen sind. In allen folgenden Betrachtungen ist nur noch von
Qruppen 1. Klasse die Rede.

6. Grenzmengen und Gruppendiskontinuitit. — Bedingte Diskontinuitit

Definition 10. Wir bilden die Vereinigungsmenge der ersten bzw.
zweiten Grenzelemente aller Normalfolgen aus @ und bezeichnen sie als
die erste bzw. zweite Grenzmenge {L,(@)} (b = 1, 2) der Gruppe.
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Wir bilden ebenso {A4,(I')} (A = 1, 2) fiir die Normalfolgen aus der
induzierten Gruppe I

Satz 10. Jede Grenzmenge ist abgeschlossen und gegeniiber G bzw. I’
imvariant.

Die Abgeschlossenheit folgt unmittelbar aus der Definition 10, die
Invarianz daraus, dafl das Grenzelement L, einer Normalfolge F' durch
irgend eine Transformation aus G iibergeht in das entsprechende Grenz-
element 7'L, der mit 7' umrahmten Normalfolge 7'F7T-1.

Aus den Definitionen 9 und 10 ergibt sich auf Grund der Satze 4 und 5:

Satz 11a. Der Bereich N der normalen Diskontinuitit von G st
N=W—{L,(G)} .

Ferner: Jeder Punkt von {L,} ist Haufungspunkt von &quivalenten
Punkten. ¢ ist also in keinem Punkt von {L,} e.-d. Umgekehrt braucht
aber nicht jeder Haufungspunkt von aquivalenten Punkten zu {L,} zu
gehoren. Man betrachte etwas das Beispiel 5 (Seite 102). Die zyklische
Gruppe der Transformationen

w =m’w

T,: mit |m|<|n|<1 =0, 4+1, +2,...)

d=n"z
enthilt nur die Normalfolgen F = (7,) und F* = (T';) (bzw. Teilfolgen
von ihnen) mit den Grenzelementen (homogen geschrieben)

L,=(0,0,1), Ly: w;=0,
L =(1,0,00, L;: wy=0.

Die Punkte der Ebene L, haben, mit Ausnahme des Fixpunktes w, =
wy = 0, das Grenzelement M = (0, 1, 0) auf L;, und die Punkte der
Ebene L; haben, mit Ausnahme des Fixpunktes w, = w, = 0, das
Grenzelement M* = (0, 1, 0) auf L,. Jede Normalfolge aus G erzeugt aus
jedem Punkt von N = W — {L,} eine Folge von aquivalenten Punkten,
die gegen L, oder L; konvergieren. Ein Punkt von {L,} dagegen wird,
wenn er nicht zu {L, } gehort, gegen M = M* konvergieren. Allgemein:
Der Bereich £ der eigentlichen Diskontinuitiat besteht aus £ = W —
{L,} — { M}, unter { M} die Menge der Haufungspunkte auferhalb { L, }
verstanden, nach denen Punkte aus {L,} konvergieren. Weil {L,}
invariant und abgeschlossen ist, ist { M} in {L,} enthalten.

Fiir die Funktionentheorie kommen, wie spater dargelegt wird, nur
n.-d. Gruppen in Frage. Neben dem Normalbereich N spielt der Bereich ¥
der eigentlichen Diskontinuitét eine untergeordnete Rolle. Dagegen ist es
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fiir manche Zwecke niitzlich und wird schon durch die duale Stellung der
1. und 2. Grenzmenge nahegelegt, den Bereich B = W — {L,} zu be-
trachten. Zu seiner Abgrenzung bediirfen wir einer gemeinsamen Kenn-
zeichnung aller Punkte auBerhalb { L, (()}. Dazu dient die

Definition 11. Die Gruppe G heillt bedingt-diskontinuierlich (b.-d.) im
Punkt p, wenn zu jeder vorgelegten Normalfolge ' aus G eine Umgebung
U (p) von p und in ihr ein Punkt ¢ samt einer Umgebung V¥ (q) sich an-
geben 1aft, so dafl bei der Ausfithrung der Transformationen von F' nur
endlich viele Bilder von V (¢) Punkte mit U (p) gemeinsam haben.

Die Menge der Punkte, in denen @ b.-d. ist, hei3t der Diskontinustdits-
bereich B von G.

Satz 11b. Der Diskontinuitdtsbereich B einer Qruppe G ist
B =W —{L@)}.

Beweis. Zunachst ist klar, da B keinen Punkt von { L, } enthilt, denn
jeder solche Punkt ist das 1. Grenzelement einer Normalfolge ¥, von G.
Jede volle Teilumgebung einer jeden vierdimensionalen Umgebung des
Punktes L, (F,) enthilt notwendig Punkte g, die nicht auf dem 2. Grenz-
element L,(F,) liegen. Durch die Transformationen der Normalfolge F',
wird jeder dieser Punkte ¢ abgebildet auf eine Folge von &quivalenten
Punkten, die gegen L, (F,) konvergieren.

Andererseits enthalt B jeden Punkt auflerhalb {L,}. Denn bei einer
vorgelegten Normalfolge F, aus @ konvergieren alle Punkte auBerhalb
der Ebene L,(F,) gegen L,(F,). p sei ein Punkt auBlerhalb {L,}. Wir
wiahlen U (p) so klein, daB L, (F,) nicht darin liegt.

a) Liegt p nicht auf L,(F,), so konvergiert eine geniigend kleine vier-
dimensionale U (p) gegen L, (F,), nur endlich viele der durch die Trans-
formationen der Folge F, aus U (p) erzeugten Bilder haben also Punkte
mit U (p) gemeinsam.

b) Liegt p auf L,(F,), so gibt es trotzdem in jeder vierdimensionalen
U (p) einen Punkt ¢ und dazu eine vierdimensionale Umgebung V (g), die
durch die Transformationen von F, in eine Folge von Umgebungen ab-
gebildet wird, die gegen L, (F,) konvergieren; nur endlich viele dieser
Bilder haben also Punkte mit U (p) gemeinsam.

Der Satz 11b zeigt, zusammen mit den Sitzen 4 und 5, die Bedeutung
des Diskontinuitétsbereichs:

Satz 12. B ist der maximale Bereich, der keinen Hdufungspunkt von

Bildern abgeschlossener Punktmengen aus dem Inneren des Normalbereichs
enthdls.
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Aus der Invarianz der Grenzmengen folgt

Satz 13. Der Diskontinurtitsbereich und der Normalbereich von G sind
tnvariant gegeniiber G.

Nach Satz 6 ist {L,} in { L,} enthalten. Und wie das schon herangezo-
gene Beispiel 5 (Seite 102) zeigt, kann eine Gruppe auch auflerhalb ihres
Normalbereiches e.-d. sein. Daher

Satz 14. Der Normalbereich ist exn Teilbereich des maximalen Bereiches
der etgentlichen Diskontinuitit, also auch des Diskontinuititsbereichs.

Zur Ubersicht stellen wir noch einmal zusammen :
Maximaler Bereich der bedingten Diskontinuitét (Diskontinuitatsbereich)
B=W-—{L},

maximaler Bereich der eigentlichen Diskontinuitat
BE=W—{L}—{M},
maximaler Bereich der normalen Diskontinuitiat (Normalbereich)
N=W—{L,};
B=E=N.

7. Zusammenhang zwischen normaler Diskontinuitit und bedingter
Diskontinuitit bei Gruppen 1. Klasse

Auf Grund des Zusammenhangs der Grenzelemente bei Normalfolgen
aus Punkt- und Ebenentransformationen 148t sich bei Gruppen 1. Klasse
die normale Diskontinuitit auf die bedingte Diskontinuitat im Dualraum
zuriickfiihren.

Hauptsatz 1. Notwendig und hinreichend fir die normale Diskontinustdit
etner Qruppe G im Punkt p ist bei Gruppen 1. Klasse die bedingte Dis-
kontinuitit der induzierten Gruppe I in jeder Ebene ¢, durch p.

Bei allgemeinen Gruppen ist die Bedingung wohl hinreichend, aber nicht
notwendig.

Beweis: 1. Die bedingte Diskontinuitdt von I' in jeder &, ist hinreichend
fir die normale Diskontinuitit von G in p. Die Voraussetzung besagt nach
Satz 11: ,,Keine Ebene ¢, gehort zu {4, (I') }**, die Behauptung: ,,p gehort
nicht zu {L,(G)}*. Angenommen, diese Behauptung sei falsch, p sei also
ein Punkt von {L,(®)}, z. B. von Ly(F,), wo F, eine Normalfolge aus G,
@, die zugeordnete Folge aus I" bezeichnet. Dann geht, nach Satz 81, jede
Ebene von 4, (®,) durch p. Es gibe also (mindestens) eine Ebene ¢,, die
zu {A,(I')} gehort, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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2. Die bedingte Diskontinuitdt von I' in jeder e, ist notwendig fir die
normale Diskontinwitit von G in p. Wir setzen voraus, G ist n.-d. in p,
d. h. nach Satz 1la: ,,p gehort nicht zu {L,(G)}*, und behaupten fiir
Gruppen 1. Klasse: ,,I"ist b.-d. in jeder ¢,‘. Denn gébe es eine Ebene ¢,
durch p, in der I' nicht b.-d. wire, so hieBe das: ¢, gehort zu {A4,(I")},
etwa zu A, (D), wo @, eine Normalfolge aus I" und spater F, die ihr zu-
geordnete Folge aus G bezeichnet. Nach Satz 81 geht ¢, durch jeden
Punkt von L;(F), d. h. bei Gruppen 1. Klasse, wo jedes Grenzelement L,
eine Ebene ist: ¢, fillt mit L; (F) zusammen, jeder Punkt von ¢, gehort
zu { L,(G)}, insbesondere p, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist der Hauptsatz 1 bewiesen, und man erkennt zugleich, wes-
halb die Einschrankung auf Gruppen 1. Klasse erforderlich ist,

In Verbindung mit den Satzen 6 und 11 folgt insbesondere

Satz 1b6. Ist eine lineare Gruppe I' von Ebenentransformationen b.-d. in

jeder Ebene durch den Punkt p, so ist die zugehorige Gruppe G von Punki-
transformationen b.-d. in p.

Dagegen braucht die bedingte Diskontinuitat von G im Punkt p bereits
nicht mehr zu bestehen, wenn I" auch nur in einer einzigen Ebene durch p
nicht b.-d. ist. Das zeigt das Beispiel 3 unten in der Dualform:
I' ist nicht b.-d. in ¢, trotzdem G nur in einem einzigen Punkt ¢ von
&, nicht b.-d. ist.

Wir konnen jetzt die frithere Erklarung der normalen Diskontinuitat
durch die folgende ersetzen, die in manchen Féllen handlicher ist.

Definition 9a. Eine diskontinuierliche lineare Gruppe @ 1. Klasse ohne
infinitesimale Transformationen heiBt n.-d. im Punkt p, wenn die durch G

induzierte Gruppe I" von Ebenentransformationen b.-d. ist in jeder Ebene
¢, durch p.

Beispiel 3. Die Transformationen

w=w-+rm
/

1 4
Tm.n

(m,n 40 ganz komplex, fest; »=0,1,2,...)

2=z 4+ vn

einer der im Beispiel 1 betrachteten Normalfolgen bilden zusammen mit
den inversen Transformationen eine Gruppe G. Alle Normalfolgen aus G
haben die gleichen Grenzelemente, daher ist

{Li@)}=gq (00,—%) , {Ly(@)} = ¢,,. G ist eine Gruppe 1. Klasse,
denn alle ihre Normalfolgen haben den Rang 1. N = W —{L,} ist ein
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echter Teilbereich von B = W — {L,}. Ein Punkt von L, = ¢_ wird

in der Grenze abgebildet auf M = ( oo, %) = L, . Die maximalen Bereiche

B der bedingten und E der eigentlichen Diskontinuitit sind also die-
selben. — Die induzierte Gruppe I" der Ebenentransformationen in W hat
die Grenzmengen {A,(I")}=¢,,{A,(I")}: das Ebenenbiischel mit dem
) n
Trager ¢ (oo ) —n—z-) .
Zu Satz 14: Die bedingte Diskontinuitidt von I" in ¢ ist gestort, trotz-
dem @ nur in einem einzigen Punkt von ¢ nicht b.-d. ist.

Beispiel 4

Wir erweitern das vorige Beispiel dadurch, dal wir m, » nicht mehr fest
gewahlt, sondern ganz komplex variabel sein lassen. Die Transforma-
tionen Ty , bilden dann eine Gruppe G 1. Klasse mit den folgenden
Grenzmengen: {L,(G)}: alle Punkte auf ¢_,, deren Koordinaten als
Quotient zweier ganzer komplexer Zahlen darstellbar sind; {L,(G)}: e, .
Da jeder Punkt von ¢, durch Punkte von {L,} approximierbar ist, so
gilt hier {L,} = {L,}, also N = B. Und wie im vorigen Beispiel gilt
E = B. — Die Grenzmengen der induzierten Gruppe I" sind {4,([")} =
€ { AN} = &, d.i. die Gesamtheit der Ebenen im Punktraum.

Dieses Beispiel ist deswegen beachtenswert: die Gruppe @ ist in jedem
Punkt des Raumes W aufler in den Punkten von ¢, n.-d.; dagegen ist
die induzierte Gruppe I" in keiner Ebene von 2 n.-d. Jede Ebene w ent-
hilt ja einen Punkt von ¢, wegen Hauptsatz 1 (in der Dualform) kann
daher I' in keiner Ebene w n.-d. sein.

Beispiel 5
w; = mw,

Die durch Ty, o{ wy = nw, (m,n fest, komplex und |m |<|n|<1)
wh =  w,

erzeugte zyklische Gruppe G' hat die Grenzelemente:

L,:(0,0,1), Ly: wy;=0,
L;:(1,0,0), L;: wy=0.
Die durch 7', , induzierte Ebenentransformation ist
m1 0 0
Twmn=1] 0 m' 0 ]| . Daher hat I' die Grenzelemente
0O o0 1
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A;: (1,0,0) oder w, =0, d.i. L; ;
Ay: @, = 0, d.i. das Ebenenbiischel durch (1,0, 0) = L} ;
1:(0,0,1) oder w; = 0, d.i. L, ;
A;: wy =0, d.i. das Ebenenbiischel durch (0,0, 1) = L,.
Die Bereiche B, E und N von G wurden in § 6 angegeben.

An diesem Beispiel lassen sich die Aussagen am Schluff von § 1 iiber
Punkt- und Ebenenkonvergenz veranschaulichen. Man betrachte eine
Normalfolge von Transformationen aus G mit den angegebenen Grenz-
elementen L,, L,. @ sei die durch F' induzierte Folge. ¢, sei eine Ebene,
die nicht zu A4,(®) gehort, also nicht durch L] = (1, 0, 0) geht. Der
Schnittpunkt von ¢, mit der Ebene L, sei s, er ist vom Punkt w, = w; = 0
verschieden. Jeder Punkt auBlerhalb einer kleinen Umgebung von s wird
durch die Grenztransformation von F nach L, (F) = (0, 0, 1) abgebildet,
s dagegen nach M = (0, 1, 0). Andererseits konvergieren die durch die
Transformationen von @ erzeugten Bilder von ¢, gleichmaBig gegen die

Ebene A,(®) = L;: w, = 0, die durch die Punkte L, und M hindurch-
geht.

II. TEIL

Theorie der isometrischen Gebilde

In diesem Abschnitt behandeln wir die n.-d. linearen Gruppen 1.Klasse
in zwei komplexen Variablen nach einem Verfahren, das zeigt, wie
giinstig es ist, die Gruppen der Punkt- und der Ebenentransformationen
gleichzeitig zu betrachten. In beiden Gruppen wird die normale Dis-
kontinuitdt vorausgesetzt. Das wesentliche Hilfsmittel ist einer Theorie
der e.-d. Gruppen von L. R. Ford [3], [4] fiir die GauBische Ebene ent-
nommen. Dort werden isometrische Gebilde linearer Gruppen in einer
Variablen mit grofem Erfolg verwendet. Hier wird entsprechend jeder
Transformation einer n.-d. Gruppe ein isometrisches Gebilde zugeordnet.
Mit Hilfe der isometrischen Gebilde der Gruppe @ kann

1. der maximale Bereich der bedingten Diskontinuitdt der durch @
induzierten Ebenengruppe I,

2. der maximale Bereich der normalen Diskontinuitit der Punkt-
gruppe G

abgegrenzt werden. Unter der Voraussetzung, da8 G und I" n.-d. sind in

einem Paar von inzidenten Elementen, wird

3. ein Fundamentalbereich der Gruppe G fiir ihren Normalbereich
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konstruiert. Entsprechend dem Fordschen Nachweis, daB in der kom-
plexen Ebene zu jeder e.-d. linearen Gruppe ein Fundamentalbereich
existiert, der durch Kreise berandet wird, finden wir im Raum W (w, 2)
zweier komplexer Veranderlichen zum Normalbereich jeder linearen
Gruppe 1. Klasse mit normaler Diskontinuitét in einem Paar inzidenter
dualer Elemente einen Fundamentalbereich, der durch Projektivebenen
[1] berandet wird. Jeder derartige Fundamentalbereich ist daher planar-
konvex.

Die von Ford im klassischen Fall verwendeten Methoden bediirfen vor
allem deswegen einer Umgestaltung, weil erst bei zwei und mehr Varia-
blen die Begriffe der eigentlichen und der normalen Diskontinuitat aus-
einanderfallen.

8. Isometrische Gebilde einer linearen Gruppe
Hilfsbetrachtungen iiber Projektivebenen

Wir schreiben die Transformationen der Gruppe G jetzt inhomogen

w — aw + bz 4 ¢

— abc
T: gw+hz+k mit der Normierung Ay =|def|=1.
dw + ez + f f
2 = % 2 ghk
gw -+ hz + (11)

Wir erhalten dann fiir die Funktionaldeterminante von 7' den Ausdruck

o(w', 2y Arp . 1
dw ,z) (Qw+hz+k® (qw+hz+k?

Die Normierung A= 1 erleichtert die Darstellung der in diesem
Teil auseinandergesetzten geometrischen Tatsachen. Sobald von der
Konvergenz der Koeffizienten einer Transformationsfolge Gebrauch
gemacht wird, kehrt man zur fritheren Normierung : Maximum der
Koeffizientenbetrige gleich 1 zuriick. Insbesondere zur Erklirung der
Normalfolgen, worunter nach Definition 3 jede Folge von Transfor-
mationen zu verstehen ist, deren nach § 1 normierte Koeffizienten
gegen endliche, nicht samtlich verschwindende Grenzwerte konvergieren.

DT(w,z) =

Definition 12. Zu einer gegebenen Transformation 7' aus @ betrachten
wir die Punkte (w, z), in denen die Funktionaldeterminante D, von T
den Betrag 1 hat. Ihre Gesamtheit nennen wir das tsometrische Gebilde
der Transformation T. ’

Es ist eine ,,Projektivebene‘ [1] 11 mit der Darstellung

lgw + hz + k| = 1.
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Eine solche Projektivebene ist eine analytische Hyperflache, bestehend
aus einer einparametrigen Schar analytischer Ebenen durch einen
festen Punkt auf ¢_. Diese Ebenenschar wird am deutlichsten wieder-
gegeben in der Darstellung

IT: gw + hz 4+ k = e®V-1 (0 ein reeller Parameter) . (12)

Wir nennen I7 den isometrischen Zylinder der Transformation 7. Jede
Ebene (12) geht durch den Punkt s (— %, oo); 8 heiBlt der Scheitel vonII.

Die zum selben Biindel gehorende, aber nicht in der Schar IT enthaltene
Ebene

x: gw+hz+k=0 (13)
nennen wir die Achse von II. Jede Ebene (12) hat von « den Abstand
P 1 ; r heiBt der Radius von 7I. Ein isometrischer

VigP t [A]°

Zylinder I1 zerlegt die Ebenen durch s und damit die Punkte von W (mit
Ausnahme von s) in drei Klassen:

I. ,,Inneres von IT*“: die Punkte (w, z) mit |Dy| > 1.
Hierzu gehoren insbesondere die Punkte auf der Achse «.
II. ,,Mantel von IT* : die Punkte (w, z) mit |D,| = 1.
II1. ,,Auferes von IT*“: die Punkte (w, z) mit |Dp| < 1.

Hierzu gehéren die Punkte auf der uneigentlichen Ebene ¢, (mit
Ausnahme von s).

Den Scheitel s ziahlen wir zur Klasse II.

Die inhomogenen Koordinaten w, einer Ebene entnimmt man der
Normalform ww + ¢z 4+ 1 = 0 ihrer Gleichung in Punktkoordinaten.
Danach erhalt man die folgenden Darstellungen in Ebenenkoordinaten.

: _ g _ h (0 ein reeller 14
o = k—eot =1 "’ ¢ = k — efV—1 Parameter); (14)
) L h . 15
X . Wo = L ’ Ca e L s ( )
w 4
3 = 0

Dabei ist zu beachten, daB bei einer n.-d. Gruppe die Koordinaten
so gewihlt werden konnen, daB fiir keine ihrer Transformationen
k=0 oder g=h=0 ist.
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Im Dualraum & werden die Ebenen der Schar IT durch die Punkte einer
Kreislinie I7 wiedergegeben. Die Ebene s dieses Kreises ist dem Scheitel s
von IT auf ¢, in W dual zugeordnet, s geht also durch den Nullpunkt
von Q. In der Tat folgt aus den Gleichungen (14) und (15)

ko —g| = |o], |kl —h| =[¢],
k] |0 — 04| = |of, [kl 16—l =121,
also |0+ [{1P=[k* (lo— oy|* + [{— L% .

Die entsprechende Gleichung in , ¢ wird von denjenigen Punkten von @

befriedigt, deren Abstande vom Nullpunkt und vom Punkt & das Ver-
haltnis |k| haben. Sie erfiillen eine ,,Apollonius‘‘-Kugel. IThr Schnittkreis

mit der Ebene s ist

. el 1TE—1kE - (o —o.2+ [ T—L ) = 0
. h&———gE=O.

Der Kreis I7 ist das isometrische Gebilde der Transformation T. Er ist
der Ort aller Punkte von W, die Trager von Ebenenbiischeln sind, in
deren Ebenen die Funktionaldeterminante von 7' den Betrag 1 hat.

Den Punkt & nennen wir den Pol des isometrischen Kreises 17, die
Ebene s seine Leitebene. IT ist der Apolloniuskreis in s in bezug auf den
Nullpunkt &, und den Punkt x mit dem Abstandsverhaltnis |%|.

IT zerlegt zunichst die Punkte der Ebene s in drei Klassen:

1. ,,Inneres von IT«: die Punkte (w, ¢) mit |Dpl >1.
Hierzu gehort insbesondere der Pol «.
I1. ,,Rand von IT: die Punkte (w, £) mit |Dy| = 1.
IIIL. ,,Auferes von IT<: die Punkte (o, &) mit |[Dy| < 1.
Hierzu gehort der Nullpunkt von £.

Damit ist auch eine Einteilung aller Ebenen in £ (zunachst mit Ausnahme
von 8) in drei Klassen gegeben, entsprechend der Einteilung ihrer Schnitt-

punkte mit 8. Wir rechnen die Leitebene s zum Rand von IT.

Die genaue Betrachtung der isometrischen Gebilde im Dualraum ist
deswegen wichtig, weil wir damit fiir die durch G induzierte Ebenen-
gruppe I' die isometrischen Gebilde im Punktraum iibersehen. Es sind
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Apollonius-Kreise § in Leitebenen durch den Nullpunkt; genauer: die
Funktionaldeterminante 4 der durch 7' induzierten Transformation 7 in
Ebenenkoordinaten hat den Betrag 1 in allen Ebenen von 2, die durch
einen Punkt eines Kreises P gehen; das ist eine dreiparametrige Mannig-
faltigkeit, ndmlich die Ebenen aller Biischel, deren Trager zu P gehoren.
Das duale Bild von P ist eine Projektivebene B in W. Die Leitebene o
und der Pol @ von P sind dem Scheitel ¢ und der Achse @ von B zuge-
ordnet. (Vgl. die Beispiele 7—9, Seiten 117/9).

Zu jeder Transformation (11) gehort eine bestimmte Projektivebene
II, als isometrisches Gebilde, mit Ausnahme der Transformationen
mit g = h = 0, welche ¢, festlassen. Die Gesamtheit der I7, (T aus G)
nennen wir die 1sometrischen Gebilde der Gruppe G. Sie sind nicht invariant.
Setzt man T-1 = T*, Il ., = II;, usw., so laBt sich vielmehr ihr Verhal-
ten gegeniiber Transformationen von G folgendermaflen beschreiben:

Satz 16. Die Transformation T bildet das Innere von IT, auf das Aupere
von IIy, ab, den Mantel von II, auf den Mantel von Il und das
Aupere von IT, auf das Innere von ITy,. Dabei geht die Achse xp iber in
Eoos Eqo UM O, also der Scheitel sy in sp.

Beweis: Wir setzen T'p = p’ und bezeichnen mit D* die Funktional-
determinante von 7'* und mit D(p) den Wert von D in p. Bilden wir
T*(Tp) = p, so muB das Produkt der entsprechenden Funktional-
determinanten 1 sein: D(p) - D*(p’)= 1. Aus |D(p)|S1 folgt also
| D*(p")| £ 1, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Den Beweis
der letzten Behauptungen entnimmt man den Transformationsformeln
(11) unmittelbar:

. *
Top=e,; T'op=e,; also Te, = ap; endlich T's =s,

weil der Scheitel s der Schnittpunkt von &, und e, 8" der Schnittpunkt
von &, und oy, ist.

Die isometrischen Gebilde sind auch micht normierungsinvariant, wohl
aber ihre Achsen bzw. Pole. Ohne besondere Normierung wird namlich

Ip: |gw+hz+k|l=1v9y,
wenn y = | A7 | gesetzt wird ; oder statt (12)
0} -1

g h k
Hp: —w+—2z+—=c¢
A

Der Vergleich mit (15) zeigt die Unabhingigkeit der Achsen bzw.
Pole von der Normierung.
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Ehe wir Satz 16 weiter auswerten, geben wir zwei Satze iber die Aus-
artung von Projektivebenen.

Satz 17. Man betrachte eine umendliche Folge von Projektivebenen
II,(p = 1,2, ...). Falls man aus den I1,(v = 1, 2, ...) einer geeigneten Teil-
folge der I1, je eine Ebene e, derart auswihlen kann, daf die ¢, gegen &
konvergieren, so behaupten wir, jede Ebenenfolge ¢, (je aus I1,) konvergiert
gegen &, .

Man kann auch sagen, in der Folge der I7, konvergieren die Méantel mit
wachsendem » gegen ¢, das Innere der 17, geht gegen den vollen Raum
mit AusschluB3 von ¢, .

Beweis: IT, bestehe aus den Ebenen ¢,(0): gw + hz + k, — e V-1 = 0.
Wir setzen voraus, dafl bei geeigneter Wahl des Parameters 6 = 0, die
Ebenenfolge ¢,(0,) (v =1, 2, ...) gegen ¢, strebt. Dann geht aber die
dritte homogene Punktkoordmate gegen 0, unabhéngig von 0, also fiir
jede Ebene aus 77,.

Satz 18. Strebt auch nur eine Folge von Punkten p, #~ s, (je aus I1,)
gegen einen Punkt q auf e, (wo q nicht Hdaufungspunkt von Scheiteln der
IT, ist), so strebt jede Folge von Ebenen ¢, (je aus I1,) gegen ¢, .

Denn jedes ¢, hat in s, bereits einen Punkt auf ¢, .

9. Die isometrischen Gebilde bei eigentlich-diskontinuierlichen Gruppen

Wir versuchen jetzt, die Gruppe @ so zu transformieren, dafl zu jeder
Transformation aus G (mit Ausnahme der Identitat) ein bis auf die
Normierung bestimmtes isometrisches Gebilde gehort. Das ist stets
moglich unter der Voraussetzung, daBB I' in einer Ebene § [samt einer
Ebenenumgebung @(4d)] e.-d. ist. Denn dann gibt es nach Satz 3 (ange-

wandt auf " in ) in ®(8) eine Ebene ¢, die gegeniiber keiner Trans-
formation von I' fest bleibt. Diese Ebene ¢ denken wir uns durch eine
lineare Transformation (die natiirlich nicht zu I" zu gehoren braucht) in
die uneigentliche Ebene ¢, geworfen. Wir operieren von jetzt an mit
der entsprechend transformierten Gruppe und nennen diese wieder .
Wir haben damit folgendes erreicht:

1. e, 18t eine Ebene, in der I' e.-d. 1st.

2. e, 18t gegeniiber keiner Transformation von I' fiz; daraus folgt: zu
jeder Transformation 7',(~ I) aus G gehort bei fester Normierung
ein eindeutig bestimmtes isometrisches Gebilde I7;, und zu zwei
verschiedenen Transformationen gehoren isometrische Gebilde mit
verschiedenen Achsen.
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Hilfssatz. Konvergiert die Folge IT,(v =1, 2,3, ...) gegen ¢, so auch
die Folge IT; .

Beweis: Zu den beiden inversen Transformationen

a, by Cy /Av Dv Gv
T,: |do e | und 7' : B, E, H,
gV hl’ kv Cv Fv KV

gehoren die isometrischen Gebilde
I, gw+ hz+k,—eéV1i=0und IT,: Cw +Fz+ K, —eoVi=0.

Die Voraussetzung 17, — ¢, driickt sich in den Transformationskoeffizien-
ten aus in der Form g, — 0, , — 0. Das hat zur Folge :

C,=dh,—eg,—~0, F,=g90b —ha >0, wzb w

Satz 19. Awus einer Folge von isometrischen Gebilden II,, die 2u Trans-
formationen T, aus G gehoren, lift sich niemals eine Folge von Punkten p,
je aus IT, so auswdihlen, daf die p, gegen einen Punkt auf . konvergieren —
es sei denn, dafl die p, gegen einen Haufungspunkt der s, konvergieren.
(Kurz gesagt: Die Radien 7, der Zylinder /7, konnen nicht beliebig grof3
werden.)

Beweis: Andernfalls miifite nach Satz 17 jede Folge von Ebenen ¢,
(je aus I1,) gegen ¢, konvergieren. Da nun eine Ebene ¢, der Schar /7,
mittels 7', zu einer Ebene ¢, = T,¢, der Schar IT, dquivalent ist, so wiirde
nach dem Hilfssatz jede Ebenenumgebung von ¢, Paare von verschie-
denen dquivalenten Ebenen enthalten, was in Verbindung mit der oben
festgestellten Eigenschaft 2 von e, der eigentlichen Diskontinuitit von
I' in ¢ widerspricht.

Die entsprechenden Sitze gelten fiir die isometrischen Gebilde der
Ebenengruppe I', vorausgesetzt, da der Nullpunkt O (da er der uneigent-

lichen Ebene 0 im Dualraum entspricht) ein Punkt eigentlicher Diskon-
tinuitdt von @ und gegeniiber keiner Transformation von G fest ist, und
das 148t sich durch eine affine Transformation stets erreichen, wenn G
e.-d. ist. Man hat dann also insbesondere

Satz 19a. Aus einer Folge von isometrischen Gebilden B,, die zu Trans-
formationen T, aus I' gehoren, lipt sich niemals eine Folge von Ebenen e,
je aus B, so auswihlen, dap die ¢, gegen eine Ebene durch O konvergieren —
es sei denn, daB die ¢, gegen eine Haufungsebene der Leitebenen o, kon-
vergieren. (Kurz gesagt: Die isometrischen Kreise P, konnen nicht be- -
liebig nahe an O herankommen.)
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10. Bestimmung des Diskontinuititsbereichs und des Normalbereichs
mittels der isometrischen Gebilde

Das Ziel dieses Paragraphen wird nach den Ausfithrungen im I. Teil
erreicht sein, wenn es gelungen ist, die 1. und 2. Grenzmenge der Gruppen
G und I' mittels der isometrischen Gebilde abzugrenzen. Wie in der Ein-
leitung erwahnt und in § 19 ausfiihrlicher auseinandergesetzt ist, muf}
eine funktionentheoretisch brauchbare Gruppe einen nicht-leeren Normal-
bereich besitzen. Wir setzen im folgenden die normale Diskontinuitit in der
Punkt- und in der Ebenengruppe voraus. Das ist eine Einschrankung, die
auch von Myrberg [9] fiir die Zwecke der Funktionentheorie als not-
wendig erkannt wurde. Das Beispiel 4 zeigt, dal3 diese beiden Voraus-
setzungen von einander unabhéngig sind.

Wir wenden uns zuerst der Punktgruppe zu. Wir betrachten nur Gruppen
1. Klasse. Jeder Punkt der 1. Grenzmenge ist das 1. Grenzelement L, ()
einer Normalfolge F aus ¢. Durch ihre Transformationen wird jeder
Punkt auBlerhalb L,(F') auf eine konvergente Folge von &dquivalenten
Punkten abgebildet. Ihr Haufungspunkt ist, unabhéngig vom Ausgangs-
punkt, der Punkt L, (F'). Setzen wir also voraus, daB3 O nicht zu { L,(G)}
gehort, oder nach Satz 11:

(I) G ser n.-d. in O,

so konnen wir das 1. Grenzelement L, (F') einer jeden Normalfolge F' aus G
als Haufungspunkt der zu O iquivalenten Pole a, = T,0 bestimmen,
wenn F aus den Transformationen 7', (v = 1, 2,...) besteht. Dieser
Héaufungspunkt ist nach Satz 9 mit dem Punkt A,(®P*) identisch, wo @
die F entsprechende Normalfolge von Ebenentransformationen be-
zeichnet.

Analog ist jede Ebene aus {A4,(7")} das 1. Grenzelement A, (®) einer
Normalfolge @ aus I'. Durch ihre Transformationen wird jede Ebene
aulerhalb 4,(®) auf eine konvergente Folge von aquivalenten Ebenen
abgebildet. Thre Haufungsebene ist A,(®), und zwar, weil es sich stets
um Gruppen 1.Klasse handelt, unabhingig von der Ausgangsebene,
sofern diese nur auBlerhalb A4,(®P) gewihlt wird. Nun ist die normale Dis-
kontinuitiat einer Gruppe nicht fiir ein einzelnes Raumelement erklirt,
sondern fiir ein Raumelement samt einer Umgebung. Ist daher unter der
Voraussetzung der normalen Diskontinuitit von G' und I' das Koordi-
natensystem bereits so gewahlt, daB G in O n.-d. ist, so 1a8t sich aulerdem
durch eine lineare Transformation, die O fest laf3t, erreichen, dal I" in
&, N.-d. ist. Wir machen daher im weiteren die Voraussetzung:

(IT) I set n.-d. in ¢ .
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Dann koénnen wir das 1. Grenzelement A, (®) einer jeden Normalfolge @
aus I als Haufungsebene der zu ¢, #dquivalenten Achsen o) =17,¢,
bestimmen. Sie ist mit der Ebene L, (}'*) identisch, wo F die @ entspre-
chende Normalfolge von Punkttransformationen bezeichnet. — Man kann
jetzt aullerdem dafiir sorgen, daB3 keine Achse durch O geht und kein
Pol auf ¢, liegt, sodaBl fiir keine Transformation der Gruppe k= 0
oder K = 0 ist.

Definition 13. Ein Haufungspunkt der Pole von I heifit ein Grenz-
punkt der Gruppe G. Dual: Eine Haufungsebene der Achsen von @ heilit
eine Grenzebene der Gruppe I

Damit lassen sich die vorigen Ausfithrungen folgendermaflen zu-
sammenfassen :

Satz 20. Unter den Voraussetzungen (I) und (II) gilt: die Menge der
Grenzpunkte von G st identisch mit der 1. Grenzmenge { L,(G)}, die Menge
der Grenzebenen von I ist identisch mit der 1. Grenzmenge {A,(I")} .

Zusatz. Die Hiufungsebene der Achsen, die zu den Transformationen
exner Normalfolge F aus G gehoren, ist das 2. Grenzelement L,(F') dieser
Normalfolge. Der Hdiufungspunkt der Pole, die zu den Transformationen
einer Normalfolge @ aus I' gehdren, ist das 2. Grenzelement A,(P) dieser
Normalfolge.

In Verbindung mit den fritheren Sétzen 11 und 9b ergibt sich der
Hauptsatz 2. Eine Gruppe G 1. Klasse erfille die Voraussetzungen:

(I) G sei normal-diskontinuierlich in O,

(IX) I" sei mormal-diskontinuierlich in ¢, .
Dann gilt:

1. Der Bereich B der bedingten Diskontinuitit von G ist die Komplemen -
tarmenge zur Menge der Grenzpunkte von Q.

Der Bereich B der bedingten Diskontinuitit von I' ist die Komplementiir-
menge zur Menge der Grenzebenen von I'.

2. Der Bereich N der normalen Diskontinuitit von G ist die Menge der
Punkte, die auf keiner Grenzebene von I liegen.

Der Bereich N der normalen Diskontinuitdt von I' ist die Menge der
Ebenen, die durch keinen Grenzpunkt von G gehen.

11. Eigenschaften des Normalbereichs

Satz 21. Zu jeder Normalfolge von Transformationen T'; aus G (i =
1,2, ...) gehéren isometrische Zylinder II;, deren Mdntel gegen die Hdu-

fungsebene x der Achsen «, konvergieren. Es gilt also insbesondere: Die
Radien der IT, konvergieren gegen 0.
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Beweis: F sei eine beliebige Normalfolge aus G; da nur Gruppen
1. Klasse in Betracht gezogen werden, hat sie notwendig den Rang 1,
ihre Grenztransformation bildet alle Punkte von W auf den Punkt
L,(F) ab mit Ausnahme der Punkte einer Ebene L,(F). Aus der eigent-
lichen Diskontinuitat von I' in e, folgt: L,(F) = A,(D*) +# ¢, (D die
durch F induzierte Normalfolge aus I'). Aus der normalen Diskontinuitit
von I'in ¢, folgt: L,(F) liegt im Endlichen, denn nach Hauptsatz 1 (in
der Dualform) ist G e.-d. in jedem Punkt von ¢,. Wir verlegen fiir die
folgende Betrachtung den Ursprung des Koordinatensystems in W nach
L,(F) und normieren wie im I. Teil. Dann gilt fiir die Koeffizienten der
Transformationen 7'; der Folge F: a,, ..., f,—0, g;—>g, h;,—~h, k;,—~k, wo
g, b, k& nicht alle 0 sind. Daher konvergieren die Funktionaldeterminan-
ten D;(w, z), die zu den Transformationen 7'; gehéren, in allen Punkten
von W gegen 0, auBer in den Punkten der Ebene gw + hz + &k = 0.
Das Innere von II;, das ist die Menge der Punkte, in denen |D,| > 1
ist, konvergiert demnach gegen diese Ebene, und diese mull mit L, (F)
ibereinstimmen (wie schon im Zusatz zu Satz 20 festgestellt wurde).

Satz 21a. Zu jeder Normalfolge von Transformationen v, aus I' (3 =
1, 2, ...) gehoren tsometrische Kreise B, , deren Rinder gegen den Hdiufungs-
punkt a der Pole a,; konvergieren. Es gilt also insbesondere: Die Radien der
P, konvergieren gegen O.

Satz 22. Liegt ein Punkt x tm Inneren von unendlich vielen verschredenen
I1; der Gruppe G, so ist G nicht n.—d. in z.

Denn aus den unendlich vielen 7';, die je zu II, gehoren, 1aft sich stets
eine umkehrbar normale Teilfolge 7';, auswihlen, und die Haufungsebene
der Achsen «,, geht nach Satz 21 durch x.

Satz 23. Durch jeden Grenzpunkt geht eine Grenzebene, womit aufs neue
gezeigt ist, daB der Normalbereich im Diskontinuitatsbereich enthalten
ist (Satz 14 bzw. Satz 6).

Beweis: Einer konvergenten Folge von Polen a, entspricht eine Folge
von isometrischen Kreisen B, aus I', deren Rénder nach Satz 21a gegen
den Haufungspunkt a der a, konvergieren. Andererseits bleiben samtliche
Pole von I" und also auch ihre Haufungspunkte in einer Entfernung vom
Nullpunkt O, die eine positive Schranke nicht unterschreitet, weil @ in
O e.-d. ist und die Pole unter einander dquivalent sind. Von einem
gewissen 1, ab wird daher das Abstandsverhéltnis 20 : za, fiir irgendeinen
Punkt = des Apolloniuskreises R, einen Betrag |K,| > 1 haben. Die
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Koordinaten w,, = G,/K;, z,, = H;/K; dieser Pole a; erteilen daher
dem Ausdruck |g,w + h;z + k,| einen Wert
G H, 1
9'{7{;4‘@7{‘**"‘:’ =““—“‘—|Ki| <1,
d. h. a; liegt im Inneren des zugeordneten isometrischen Zylinders I7,,
fiir ¢ > ¢, ; nach Satz 22 geht also durch den Haufungspunkt a der a, eine
Grenzebene.

Aus dem Zusatz zu Satz 20 folgt insbesondere, daBl A,(®) = L;(F)
auf L,(F) liegt, wenn @ die den P, entsprechende Normalfolge aus I"
bezeichnet, F' die induzierte Folge aus G. Damit ist Satz 6 fiir Gruppen
1. Klasse aufs neue bewiesen.

In welcher Art der Diskontinuitdtsbereich tatsichlich iiber den
Normalbereich hinausragt, dariiber gibt in vielen Fallen die folgende

Beziehung Aufschluf. Zunachst ist selbstverstandlich B > N 1+ N, wenn

wir unter N den Bereich derjenigen Punkte verstehen, die auf einer Ebene
des Normalbereichs N von I" liegen. Diese Beziehung 148t sich nun in
allen mir bekannten Fillen zu einer genauen Bestimmung von B ver-
scharfen (vgl. die Beispiele 6 und 8, Seite 116, 118). Insbesondere gilt

Satz24. B= N + N , wenn die Punkte der 1. Grenzmenge von G diskret
lvegen.

Ist namlich z ein Punkt von B, der nicht zu N gehort, so liegt  nur
dann auf keiner Ebene von N, wenn jede Ebene durch z einen Grenz-
punkt enthalt. Das ist aber unmoglich, da = selbst nach Voraussetzung
kein Grenzpunkt ist, und da { L, (@)} eine diskrete Menge sein sollte.

12. Konstruktion eines Fundamentalbereichs fiir den Normalbereich

Definition 14. Fundamentalbereich K der Gruppe G fiir einen (nicht
notwendig zusammenhingenden) Bereich 4 heilt ein Bereich mit folgen-
den Eigenschaften:

I. keine zwei Punkte sind dquivalent;
2. der Bereich ist maximal, d. h. jeder Punkt auBerhalb K ist entweder

zu einem Punkt von K #quivalent, oder er liegt auBerhalb 4.

Wir werden jetzt einen Fundamentalbereich zum Normalbereich einer
linearen Gruppe G 1. Klasse konstruieren, vorausgesetzt, dafl sie samt
ihrer induzierten Gruppe I'n.-d. ist in einem Paar von inzidenten Elemen-
ten. Das ist namlich, wie wir jetzt zeigen wollen, eine hinreichende Be-
dingung dafiir, daB8 ein Bereich auBerhalb aller I7; von @ existiert, und
ein solcher erweist sich als ein Fundamentalbereich von G fir N.
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Definition 156. Die Menge der Punkte des Grundraumes W, zu denen
eine Umgebung existiert, die nicht ins Innere eines isometrischen Gebildes
von G eindringt, heiBt der Aufenbereich R von G.

Die Existenz eines Auflenbereichs steht fest, sobald 1. ¢ keine Grenz-
ebene ist und 2. auf ¢, ein Punkt ¢ vorhanden ist, gegen den sich die
Scheitel s; der isometrischen Gebilde von @ nicht hiaufen kénnen. Will
man dieses Verhalten durch eine Annahme iiber die Gruppen G und I"
erzwingen, so geniigt dazu nicht die eigentliche Diskontinuitat von G in g,
weil die Scheitel nur paarweise dquivalent sind. Hierzu ist vielmehr not-
wendig und hinreichend, dal durch den Punkt ¢ keine Haufungsebene
von Achsen der I7; von G hindurchgeht. Also folgt nach Hauptsatz 2:
eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Auflenbereiches R ist
die normale Diskontinuitiat von G in einem Punkt ¢ auf ¢ . Da anderer-
seits die normale Diskontinuitdt von I' in ¢, bereits verlangt und aus-
geniitzt worden ist, so kommt zu den fritheren Voraussetzungen jetzt
noch hinzu:

(III) Der Normalbereich N von G und der Normalbereich N von I' sollen
inzidente Elemente enthalten.

Der AuBenbereich R ist von vornherein so konstruiert, dafl er keine
zwei dquivalenten Punkte enthalt. Denn jede Transformation 7'; aus G
wirft jeden Punkt von R ins Innere von IT; (Satz 16), also aus R heraus.
Es handelt sich jetzt noch darum, das zweite Kennzeichen fiir einen
Fundamentalbereich, die Maximaleigenschaft in bezug auf ein geeignetes
Gebiet, nachzuweisen. Dieses Gebiet wird der Normalbereich von G sein.

Aus den Definitionen 13 und 15 folgt zunéchst: Durch keinen Punkt
des Auflenbereichs geht eine Grenzebene. Mit anderen Worten:

Satz 2b. Der Aufenbereich R ist im Normalbereich von G enthalten.
Das SchluBlstiick unserer Konstruktion bildet der

Satz 26. Ein Punkt x, der samt einer Umgebung auperhalb R liegt, ist
entweder dquivalent zu exnem Punkt von R, oder er liegt nicht in N.

Beweis: z, sei ein Punkt von N aullerhalb R; er liegt also samt einer
U (z,) im Inneren von mindestens einem /7,, sagen wir von /7,

1. Fall: Der Punkt x, = T, , liegt samt einer U (z,) im AuBeren aller
IT, von G; dann liegt er in R, und der Satz ist bewiesen.

2. Fall: Der Punkt z, liegt im Inneren eines /7, aus ¢, etwa im Inneren
von IT,. Liegt dann z, = T,x, im AuBeren aller I7, von @, so hat man
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einen zu z, dquivalenten Punkt in R gefunden. Andernfalls fiihrt die
Fortsetzung des Verfahrens zu einem zu x, dquivalenten Punkt in R
oder zu einer unendlichen Folge von dquivalenten Punkten

2, = Tzy, g = Toxy, = T, T2y, 23 = T2, = T,T,T,x,, ..

2

wobei jeweilen x; in IT;,, liegt. Diese letzte Moglichkeit wollen wir ad
absurdum fithren. Wir betrachten dazu die Transformationen U,, die z,
in «, tiberfithren:

U].:Tl? Ug'_—: T2T1, U3=T3T2Tl, bee o
Fiir die Funktionaldeterminante D, gilt im Punkt z,, :

IDTg(xi—-l)l - 1 (i = 13 2) 3; "') ’
daher ist auch

l Du,-(xo) | = | Drl(xo)l . |Drg(x1)l Telel |DT,-_,(93:'—2)| : |'DTi(xi—“1) | >1.

x, liegt also im Inneren aller isometrischen Gebilde IT;, (1 =1, 2, 3, ...).
Schliefen wir den Fall aus, dal zwei Transformationen U, einander
gleich sind. Dann liegt x, auflerhalb N, nach Satz 22, im Widerspruch
zur Voraussetzung. Der eben ausgeschlossene Fall kann aber gar nicht
eintreten. Denn aus U,,, = U, wirde folgen 7,,,T,,,...Tpyy = L.
Das widerspriche der Annahme, daBl z; (fiir jedes 7) im Inneren von
I1;,, liegen sollte, weil dann stets | Dy, ()| > 1 ist.

Aus Satz 26, zusammen mit der Tatsache, daB keine zwei Punkte von R
aquivalent sind, folgt der

Satz 27. R ist ein Fundamentalbereich von @ fir N.

13. Ausdehnung auf die induzierte Gruppe

Ist unter der Voraussetzung der normalen Diskontinuitat von G und I
in inzidenten dualen Elementen das Koordinatensystem so gewéihlt
worden, daB I'in ¢, und G in einem Punkt ¢ auf ¢, n.-d. ist, so 148t sich
auBerdem durch eine affine Transformation erreichen, da8 G im Null-
punkt O und I' in einer Ebene ¢, durch O n.-d. ist. Dann ist auf die

Punktgruppe I" im Dualraum @ die eben entwickelte Theorie anwendbar:
es existiert ein AuBenbereich P, bestehend aus allen Punkten z,.die samt
einer Umgebung auBlerhalb aller isometrischen Zylinder P, von I liegen,
und P ist ein Fundamentalbereich von I fiir N. (Dabei bezeichnet N die
Menge aller Punkte, in denen I" n.-d. ist.)

Die in § 12 abgeleiteten Sitze gelten also mutatis mutandis fiir den
AuBenbereich P der Ebenengruppe I': er besteht aus allen Ebenen,. die
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samt einer Umgebung im AuBeren aller isometrischen Kreise P, von I’
liegen. P enthéalt insbesondere eine Ebene ¢ durch den Nullpunkt O samt
einer Ebenenumgebung ¥ (4).

Zusammenfassend erhalten wir den

Hauptsatz 3

Voraussetzungen :

(I) @ sei eine Gruppe 1.XKlasse, normal-diskontinuierlich in einem
Bereich N;

(II) die durch G induzierte Gruppe I" sei normal-diskontinuierlich in
einem Bereich N;

(ITT) N und N mogen inzidente Elemente aufweisen, insbesondere im
Nullpunkt und in der uneigentlichen Ebene.

Behauptung : Der AuBenbereich R von G ist ein Fundamentalbereich von
G fir N. Der Aufenbereich P von I' ist ein Fundamentalbereich von I' fiir N.

Durch diesen Satz werden die Bereiche der normalen Diskontinuitat
der Gruppen @ und I" auf eine neue Weise bestimmt:

N = R + die aquivalenten Bereiche zu R;
N = P + die aquivalenten Bereiche zu P.

Die Unabhéngigkeit der normalen Diskontinuitdt von G' und I wurde
schon durch das Beispiel 4 belegt. Das folgende Beispiel 6 (automorphe
Kollineationen der Einheitskugel) wird zeigen, dafl G und I n.-d. sein
konnen, ohne es in inzidenten Elementen zu sein. Gruppen der letzten
Art werden durch unsere Konstruktion nur erfaf3t, wenn die Existenz
des AuBenbereichs anderweitig gesichert ist, wie etwa im folgenden

Beispiel 6
Die Kollineationen mit ganzen komplexen Koeffizienten, die die
Hyperkugel H:ww+zz=1

in sich iiberfiihren, bilden eine Gruppe 1. Klasse; ihre 1. Grenzelemente
sind Punkte von H, die auf H iiberall dicht liegen. Ihre 2. Grenzelemente
sind die Tangentialebenen an H in diesen Punkten (vgl. hierzu Myrberg,
Math. Ann. 93, 1924, 81 ff.). Daher ist N das Innere, N das AuBere von H.
N und N haben keine inzidenten Elemente. Die Bereiche der bedingten
Diskontinuitat sind

fir G: B= N + N (ﬁ' die Menge der Punkte, die auf einer Ebene aus
N liegen);
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fir I': B= N + N (N die Menge der Ebenen, die durch einen Punkt
von N gehen).

Ein Fundamentalbereich fiir das Innere von H 1i8t sich nach der an-
gegebenen Methode konstruieren, da die Existenz eines O enthaltenden
Auflenbereichs aus der Theorie der quadratischen Formen erschlossen
werden kann [ vgl. Hutchinson (8)].

Beispiel 7

Ubersichtlich sind die Verhaltnisse etwa bei der hyperfuchsschen

Gruppe G mit der erzeugenden Transformation

VZ 0 —1 vz o 1
T, = 0 1 0 | und der induzierten 7, = 0O 1 0
—1 0 V2 1 0 V2

Da der Nenner frei von z ist, sind die Schnittkreise der isometrischen
Zylinder mit allen Ebenen z = konst. dieselben. Andererseits entnimmt
man den induzierten Transformationen, daB ihre isometrischen Kreise alle
in der Leitebene z = 0 liegen. Bezeichnet F' die Normalfolge der Trans-
formationen 7', (n = 1, 2, ...), @ die induzierte Folge, so hat man

o0 = Ly(F) = A} (P): w=1; Ly(F) = A,(D): w=—1;
a,~>a =Ay(DP) = Li(F): w=1, 2= 0; A;(P) = L,(F): w=—1, z=0.

Die Grenzpunkte der Gruppe liegen also auf der invarianten Hyperkugel
|w|2 4 |2]2 = 1, und die Grenzebenen sind die Tangentialebenen in den
Grenzpunkten. Ein Fundamentalbereich fiir die Punktgruppe ist der
Bereich R auBlerhalb aller isometrischen Zylinder von G. Sein Schnitt mit
irgend einer Ebene z = konst., speziell mit z = 0, ist in der folgenden
Figur wiedergegeben:
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Beispiel 8:. Die Transformationen

. Cer—p)w+ 1 —p") 2+ 2(q"—p")
P —q)w+ (p"—1)2z+ 2 p»—q"
2
(" —qm)w+ (p"— 1)z + 2p" — g™

(p, ¢ feste komplexe Zahlen mit den Bedingungen |p| <1, pg = 1)
bilden fiir » = 0, +1, 42, ... eine unimodulare Gruppe 1. Klasse mit
folgenden Grenzelementen:

w

z’:

w:-——-z . P ‘wz—-—-l

2 = 0° . = 5 — 0’ Lz:W+Z+2=O.

Die durch 7', in 2(w,{) induzierte Transformation ist
o — Pt — e + (@"—p")
(2p" —2¢"0 + 2¢"—p"

pr_l—ge+l + ¢—1
2p"—2¢") o + 24" —p*

I hat die Grenzelemente

LY

a4, ?ii, dasist Ly ; A,: —w+1=0, dasist Lj ;
A;;?io, dasist L, ; A;: —2w+1=0, dasist L, .

Die Normalbereiche von G und I' existieren und enthalten inzidente
Elemente, insbesondere im Nullpunkt und in ¢, . Daher existiert zu jeder
Transformation aus G bzw. I" das isometrische Gebilde und zwar ist

II;: |(p*»— g\ w4+ (p»— 1)z 4+ 2p"—q*| =1, I, =1II_,,

oo [P 20 (el el gy

oder einfacher

‘B . ‘wlzzlzqn_pnlz, Iw’—wal2
ne 2=0 )

Achse «,,: pr—gw+ (pr—1)z+2p"—q" =0,

Pol a,: w, = (2p"—2¢") [ (2¢" --DP"), 2, = 0 ;
Scheitel 8,: (— (P*— 1)/ (p"—¢q"), o0),
Leitebene o,: z = 0.
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Der AuBenbereich und damit ein Fundamentalbereich von @ fiir N
bzw. von I fiir N ist

R: die Menge der Punkte, fiir die gleichzeitig
| @ — g w+ (p"— 1)z + 2p"—q"|>1,
P: die Menge der Ebenen, fiir die gleichzeitig
| @p"—2¢™) o + 2¢" —p™ | > 1

ist firn = +1, 4+2,....
Man bestatigt: II,—~L,, «,—>L, usw.

P,—~A4,, a,—->A, usw.
Endlich B=N + N, B=N-+ N (vgl. Beispiel 6).

Beispiel 9. Ich vertausche im vorigen Punkt- und Ebenengruppe
und setze nachtriglich p=3. Fiir diesen Spezialfall 1aBt sich der
Fundamentalbereich R bequem veranschaulichen. Man hat

2p"—q 0 q*—p" 2¢"—p* 1—p* 2¢q"—2p"
Tn= ]__...qn 1 qn___l s Tp=— 0 1 0
w=14 L fo=—1
L,: , Ly: —w + 1 =0, zugleich 4, : ;
z =14 =0
. w =1 . w =2
Li: , Ly: —2w+ 1 = 0, zugleich 4,: ;
z=0 =20

II,: | (2p® —2¢") w + 2¢q" —p" | =1 ;

pr—q P pr—1
2 . — 2 —— X SED A————
g, 0P+ IER=12p" =] (w 2" — ¢ +‘z 2p—q*| ) ;
(" —Dw—(p"—qg)2z2=0
n____2qn
L (2p”~—2q")w+2q”——p"‘=0’w“nzéz;T—’—W’

* . . * *
lim wy, =1, d.i. Ly; lim wa, =3, d.i. Ly ;
>0 n->»—0

Pt —q" __p—1

aﬂ: w¢ﬂ= 2pn____qn ’ zaﬂ_— 2pn___.qn 4
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lim w,, =1 I limwa“=%

e , di. Aybzw. L}, 7% , d.i. Ajbzw. L, ;
lim 2, =0 s lim 2z, =4

R: die Menge der Punkte, fiir die gleichzeitig

| 2p® —2¢") w4 2q" —p™ | > 1

ist, also in jeder Ebene z — konst. die Punkte, die samt einer Um-
gebung gleichzeitig im AuBeren gewisser Kreise liegen, wie die fol-
gende Figur 2 es zeigt.

Fig. 2

III. TEIL
Ergdnzungen und Hinweise

14. Der Rand des Normalbereichs

Definition 16. p heilt ein Randpunkt des Bereichs 4, wenn p nicht zu 4
gehort, wenn aber jede Umgebung U (p) von p Punkte von A enthalt.

Definition 17. Ein (schlichter) Bereich A heiflt, nach Behnke und
Peschl [1], planarkonvex, wenn es in jedem Randpunkt p von A eine
(analytische) Ebene (Stiitzebene) gibt, die nicht in 4 eindringt.
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Satz 28. N ist planarkonvezx.

Denn durch jeden Randpunkt von N geht eine Grenzebene. Diese
verlauft ganz auBlerhalb N, ist also eine Stiitzebene fiir N.

15. Allgemeine Eigenschaften der Fundamentalbereiche

Die allgemeinen Angaben iiber Fundamentalbereiche geben wir im
wesentlichen in der Darstellung von Fubini.

Satz 29. Ist A ein Bereich, der keine zwei dquivalenten Punkte enthdlt,
80 konnen sich keine zwei zu A dquivalenten Bereiche diberdecken.

Beweis: Angenommen, 4, = T,4 und 4,=T,4 (T,,T, aus G)
haben einen nicht leeren Durchschnitt B, und z sei ein Punkt aus B, also
z=Tx= T,y (v, y aus A). Ware x # y fiir irgend einen Punkt z des
Durchschnitts B, so wire x dquivalent zu y, gegen die Voraussetzung
iiber 4. Ist x = y fiir jeden Punkt 2z des Durchschnitts B, soist 7', = T,.

Satz 30. Jeder abgeschlossene Teilbereich des Normalbereichs von G wird
durch endlich viele zu R dquivalente Bereiche (einschlieflich R) einfach
tberdeckt. Diese Bereiche passen liickenlos aneinander.

Beweis: A sei ein abgeschlossener Teilbereich von N. TR = R’ (T aus
@) liegt im Inneren von I7,. R’ kann also nur dann Punkte von A ent-
halten, wenn I7, Punkte von A4 enthilt. Aber nur endlich viele isome-
trische Zylinder von G kénnen Punkte von A enthalten (Satz 22). Also
enthalten nur endlich viele zu R aquivalente Bereiche Punkte von A.
Diese Bereiche iiberdecken sich nicht, nach geeigneten Abmachungen
iiber die Ergéinzung des offenen Bereiches R durch Randpunkte (Satz 29).
Sie schlieBen andererseits liickenlos aneinander (Satz 26).

16. Der Rand von R: Erzeugende der Gruppe
Planarkonvexitit von R
Ein Randpunkt von R kann nicht im Inneren eines isometrischen
Zylinders von @ liegen. Die Randpunkte von R zerfallen in drei Arten:
1. Randpunkte von N ;
2. Innere Punkte von N auf dem Mantel eines einzigen isometrischen
Zylinders von G (,,etnfache Randpunkte);
3. Innere Punkte von N, die gleichzeitig auf den Manteln von mehreren
(natiirlich endlich vielen) isometrischen Zylindern von G liegen
(,,mehrfache Randpunkte).

Wir betrachten die Randpunkte von R néher, die im Inneren des
Normalbereichs liegen.
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Satz 31. Die Randpunkte zweiter Art von R erfiillen Teile von Projektiv-
ebenen, ,,Seiten’ von R genannt, die paarweise dquivalent sind.

Beweis: p sei ein Randpunkt zweiter Art. p liege auf IT,. p’' = Tp
liegt dann auf I7,,.

p’ ist ebenfalls ein Randpunkt zweiter Art. Denn erstens liegt p’ nicht
im Inneren eines ITg. Sonst wire |Dg(p’)| > 1, also |Dgp(p)] = |Dyp(p) -
|Dg(p’)l > 1 wegen |Dy(p)l =1. |Dgp(p)]>1 widerspricht aber der
Voraussetzung, daB p ein Randpunkt von R sei. Zweitens kann p’ nicht
auf dem Mantel eines anderen isometrischen Zylinders als IT, liegen.
Lage namlich p’ etwa auf ITg, so wire |Dgn(p)| = |Dp(p)|-|Dg(p’)| = 1,
d.h. p lage aufI7g,, wihrend p auf dem Mantel von /7, allein liegen sollte.

In einer geniigend kleinen Umgebung von p verlduft auller /7, kein
isometrischer Zylinder von . Die Punkte von I7,, innerhalb einer solchen
Umgebung sind daher ebenfalls Randpunkte zweiter Art, ebenso ihre
Bilder auf I7,. Ein Teil dées Randes von R wird also aus Mantelstiicken
von Projektivebenen gebildet, und diese sind paarweise dquivalent. Diese
Randstiicke sind entweder vollstandige Projektivebenen, oder sie werden
ihrerseits von Randpunkten erster oder dritter Art begrenzt.

Die Aquivalenztransformationen zwischen den dreidimensionalen Seiten
eines Fundamentalbereichs bilden unter gewissen Voraussetzungen ein
Erzeugendensystem fiir G.

Definition 18. Aneinandergrenzend heiflen zwei Fundamentalbereiche,
die eine dreidimensionale Seite gemeinsam haben.

Satz32. Von einem Fundamentalbereich fiir N moge man zu jedem seiner
Bildbereiche gelangen konnen, indem man eine endliche Kette aneinander-
grenzender Fundamentalbereiche durchschreitet. Dann ist jede Transfor-
mation V von G entweder eine Transformation T;, die den Ausgangsbereich
in einen angrenzenden Fundamentalbereich tramsformiert, oder V st ein
Produkt solcher Transformationen.

Zum Beweis verwenden wir eine sofort einleuchtende Tatsache, die
wir vorausschicken als

Hilfssatz. T;(1=1,2,...) seien diejenigen Transformationen aus G,
die den Fundamentalbereich K, in einen angrenzenden Bereich trans-
formieren. UK,=K,;(U aus @) sei irgend ein Bildbereich von K,.
Dann sind UT,U-! diejenigen Transformationen, die K, in einen
Nachbarbereich transformieren.

Beweis von Satz 32: K, sei der Bildbereich von K, bei der Transfor-
mation V: K, = VK, Weiter sei K, K,, K, ,...,K, , K, eine
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Kette aneinandergrenzender Bilder von K,. Setze j = i,,,. Die Trans-
formation, die K, in K ;, transformiert, ist eine Transformation 7';. Zu
zeigen ist noch: Wenn der Satz richtig ist fiir die Transformation V’, die
K,in K, (r =s) transformiert, so ist er auch richtig fiir die Transfor-
mation V7, die K, in K,in K, transformiert. Nach dem Hilfssatz ist
nun die Transformation X, die K, in K, transformiert, vom Typus
X = V'TV'-1, wo T eine der Transformationen ist, die K, in einen an-
grenzenden Fundamentalbereich transformieren. Daraus folgt V'K, =
K, = V'TV'-*V'K,, also V" = V'T. Nach Induktionsvoraussetzung
ist ¥/ eine Transformation 7'; oder ein Produkt solcher Transforma-
tionen, also ist auch V” ein Produkt solcher Transformationen, w.z.b.w.

Die Voraussetzung von Satz 32 148t sich auch so fassen: Jeder Punkt x,
von R soll mit allen zu x, dquivalenten Punkten durch Kurven verbindbar
sein, die den Normalbereich nicht verlassen. Denn jeder zu R aquivalente
Bereich liegt vollstandig im Inneren eines /7,. — Diese Bedingung ist in
einem zusammenhingenden Teil des Normalbereichs stets erfiillt (und
nur solche kommen als Existenzbereiche automorpher Funktionen in
Betracht, vgl. § 19).

Der Rand des AuBlenbereichs R wird nach unserer Konstruktion ge-
bildet aus Stiicken von Projektivebenen oder von Haufungsgebilden von
Projektivebenen (zugleich Rand von N). Als solche kommen nur wieder
Projektivebenen oder (analytische) Ebenen vor [1]. Daraus folgt

Satz 33. R ist planarkonvez.
17. Spezialisierung
a) Komplexe Gruppen in einer Variablen (Theorie von Ford).

Alle Gruppen obhne infinitesimale Transformationen sind Gruppen
1. Klasse. Die Dualitat fallt weg. Die normale und die bedingte Dis-
kontinuitét fallen mit der eigentlichen Diskontinuitit zusammen. Jedes
2. Grenzelement L, ist mit dem zugehorigen L; identisch. Unter der Vor-
aussetzung, dafl die Gruppe @ e.-d. ist, wird das Koordinatensystem so
gewihlt, daB G im uneigentlichen Punkt p, der komplexen Ebene e.-d.
ist. Die isometrischen Gebilde sind Kreise (fiir die z-Ebene die Schnitt-
gebilde der isometrischen Zylinder mit der Ebene w = 0). Ihre Zentren
(Schnittpunkte der Zylinderachsen mit w = 0) sind zu p, équivalent,
und jeder Haufungspunkt solcher Zentren (Grenzpunkt) ist ein 1. Grenz-
element L,. Der maximale Bereich E der eigentlichen Diskontinuitit von
G ist die von den Grenzpunkten befreite Ebene. Man erhalt im Auflen-
bereich R einen von Kreisbdgen berandeten Fundamentalbereich fiir E.
Vgl. [3], [4].
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b) Reelle Gruppen in zwes Variablen.

G sei eine Gruppe von linearen Transformationen

2 — a;x + b,y + ¢,

_ a:. b, c.
. 7 k i Vi Ug

T, 9%+ by + *, mit der Normierung Ap;, = |d; ¢; fi|=1,
,:dix+ei?/+fi h. k
y gix+hiy+ki gl ¢ V¢

in zwei reellen Variablen x, ¥ und mit reellen Koeffizienten. G enthalte
keine infinitesimale Transformationen und sei eine Gruppe 1.Klasse. I" sei
die durch @ induzierte Gruppe in den kontragredienten Variablen &, 1.
Die Theorie der eigentlichen, der bedingten und der normalen Diskonti-
nuitat von @ ist in den friitheren Ausfiihrungen enthalten. Im einzelnen
findet man folgendes. Die reelle Ebene V schneidet die uneigentliche
analytische Ebene ¢ in einer Geraden y ., der uneigentlichen Geraden
von V. Wenn I' e.-d. ist, so 148t sich durch eine lineare Transformation
erreichen, da I' e.-d. ist in y_ . Dann gehort zu jeder Transformation 7',
aus G ein isometrisches Gebilde I7; als Ort derjenigen Punkte, in denen
die Funktionaldeterminante

oz ,y') 1
o(x,y)  (g:ix+ by + k)?
den Betrag 1 hat. Man findet

II;: gx 4 hy + k; = +1,
h;

also ein Parallelenpaar mit dem gemeinsamen Punkt s, (—- 7 oo)
i
auf y,. Wir nennen 77, den isometrischen Streifen der Transformation

T,, s; den Scheitel von 1T, ,
6;: 9+ hy+k;=0

die Achse von II,. Der Abstand der Achse von den Randgeraden ist

Py == ! . Der Streifen 11, zerlegt die Geraden durch s; und damit

Vgi + &
die Punkte von V (zunichst mit Ausnahme von ¢;) in drei Klassen:
Inneres, Rand, AuBeres von II;, je nachdem |D;, (z, ¥)| 21 ist. Wir
rechnen s, zum Rand von I7; . ‘

Wenn G e.-d. ist, 148t sich unabhangig von der vorigen Koordinaten-
wahl durch eine lineare Transformation erreichen, daB G e.-d. ist im
Nullpunkt O. Dann gehort zu jeder Transformation v; aus I" ein iso-
metrisches Gebilde als Ort derjenigen Geraden, in denen die Funktional-
determinante 9, (&, ) der Transformation 7, den Betrag 1 hat. Man findet

Di(x,y) =
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\;‘B’. x? + yz'—'Kf -(I}x'—'xaé)g"’" (y__y“)z) =0
. i —Gy=0 ’

wobei a; der Punkt ist mit den Koordinaten
Loy = G| K, Yas = H;|K,.

B; ist also das Punktepaar, in dem die Leitgerade o, den Apollonius-
kreis der Punkte mit dem Abstandsverhaltnis | K;| von O und a, schneidet.
Die Koordinaten der Schnittpunkte sind

Q. H.
(1) . L S — i
P 'y . x 1 _ K'. 9 y 1 . Ki >

G, H,
(2) . —_ U - .
Bls e=37% > Y=711K
Wir nennen diese Punkte das isometrische Punktepaar von t;, a,; heillt der
Pol von PB,. Das isometrische Punktepaar B, zerlegt die Punkte von o,
und damit die Geraden von V (zundchst mit Ausnahme von ¢,) nach der
Einteilung ihrer Schnittpunkte mit ¢, in drei Klassen: Inneres, Rand,
AuBeres von P;, je nachdem [9,(, ) | =1 ist. Wir rechnen o, zum Rand
von PB,.

Zur Gewinnung der iibrigen Ergebnisse ist analog zum komplexen Fall
vorauszusetzen :
(I) G sei n.-d. in einem Bereich N, insbesondere in O;

(II) I'sei m.-d. in esnem Bereich N, insbesondere in y,, .

Eine Haufungsgerade der Achsen der isometrischen Streifen von G heifit
eine Grenzgerade von I'; ein Haufungspunkt der Pole der isometrischen
Punktepaare von I heillt ein Grenzpunkt von G.

Der Diskontinuititsbereich B (der maximale Bereich der bedingten
Diskontinuitdt) von G (bzw. B von I') ist die Komplementidrmenge zur
Menge der Grenzpunkte von G (bzw. der Grenzgeraden von I').

Der Normalbereich N von G (bzw. N von I') ist die Menge der Punkte
(Geraden), die auf keiner Grenzgeraden von I” liegen (die durch keinen
Grenzpunkt von G gehen).

Der Normalbereich ist im Diskontinuitidtsbereich enthalten. Es gilt
B> N + N , und wenn die Menge der Grenzpunkte von G diskret ist, so
gilt sogar B = N + N.
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Weiter wird vorausgesetzt:
(IIX) Die Normalbereiche N und N sollen inzidente Elemente enthalten.

Dann 1aBt sich (nach geeigneter Koordinatenwahl) ein Aullenbereich R
von G konstruieren: die Menge der Punkte, die samt einer Umgebung im
AuBeren alle isometrischen Streifen IT, von G liegen. R enthilt einen
Punkt auf y_ samt einer Umgebung. R ist ein Fundamentalbereich von G
fir N. Ebenso lafit sich unter der Voraussetzung (III) ein AuBenbereich
P von I' konstruieren: die Menge der Geraden, die samt einer Umgebung
im AuBeren aller B, von I" liegen. P enthilt eine Gerade durch O samt
einer Umgebung. P ist ein Fundamentalbereich von I' fiir N.

18. Verallgemeinerung: Gruppen in n Variablen

Die Theorie der isometrischen Gebilde ist ohne weiteres auf den Raum
W,, von n Variablen zu iibertragen; natiirlich wirkt sich die Einschran-
kung auf Gruppen 1. Klasse um so starker aus, je grofler die Variablen-
zahl ist. Man betrachtet nebeneinander: die Gruppe G der Punkttrans-
formationen und die durch ¢ induzierte Gruppe I" der Transformationen
der 2(n — 1)-dimensionalen analytischen Ebenen M,, , in W,,. Falls
G und I' e.-d. sind, 148t sich das Koordinatensystem so wihlen, dafl zu
jeder Transformation 7'; aus G bzw. 7, aus I” ein bestimmtes isometrisches
Gebilde II; bzw. P, gehort. 17, ist eine (2n — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit von Punkten; diese liegen auf einer einparametrigen Schar von
analytischen Ebenen M,, ,, die durch eine und dieselbe lineare Mannig-
faltigkeit M,, , innerhalb der uneigentlichen 2(n — 1)-dimensionalen
analytischen Ebene ¢ gehen. B, ist eine (272 — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit von analytischen Ebenen M,, ,; diese gehen durch eine ein-
parametrige Schar von Punkten, die auf einer und derselben linearen
Mannigfaltigkeit M, durch den Nullpunkt liegen.

Zum Nachweis dieser Behauptungen denke man sich wieder die Deter-
minante A der Transformation 7' = (a,,) auf 1 normiert und die Elemente
der letzten Zeile a,_,, , mit g, bezeichnet, ihre Unterdeterminanten mit
G.(k=1,...,n 4+ 1). Dann hat man die Darstellungen:

II: [glw1+"'+gnwn+gn+1l=1:
Achse « von IT: W + 0t G Wy F Fpn = 0;

lw1|2+ te +lwnl2= lG'rH-l'z ' (lwl—'wl(a)‘z""‘ e + lwn—"'wn(a)‘z) (*)

Prlw _w_  _w. .
q =G, q,
Pol a von P: wi® = G, (t=1,...,n)
G'n-!-l
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B ist also ein Kreis, namlich der Schnitt der Ebene (**) mit der Apollo-
niuskugel (*). Die Punkte von f haben vom Nullpunkt und vom Pol a
das konstante Abstandsverhaltnis |G, ,,|. Das isometrische Gebilde einer
Transformation aus G zerlegt die Punkte, dasjenige einer Transformation
aus I' zerlegt die 2(m — 1)-dimensionalen analytischen Ebenen des
Raumes W,, in drei Klassen: Inneres, Rand und AuBeres. Zum AuBeren
von IT bzw. P gehoren ¢, bzw. O, zum Inneren gehoren « bzw. a. Jeder
Haufungspunkt von Polen, die zu Transformationen aus I" gehéren, heil3t
ein Grenzpunkt von @, jede Haufungsebene von Achsen, die zu Transfor-
mationen aus G gehoren, heilit eine Grenzebene von I'. Die Menge der
Grenzpunkte bildet die 1. Grenzmenge von @, diejenige der Grenzebenen
die 1. Grenzmenge von I

Der maximale Bereich B der bedingten Diskontinuitit von G ist die
Komplementarmenge zur 1. Grenzmenge von G. Der maximale Bereich B
der bedingten Diskontinuitdt von I' ist die Komplementirmenge zur
1. Grenzmenge von I

Der maximale Bereich N der mormalen Diskontinuitit von G ist die
Menge der Punkte, die nicht auf einer Grenzebene von I' liegen. Der
maximale Bereich N der normalen Diskontinuitat von I' ist die Menge der
2(n — 1)-dimensionalen analytischen Ebenen, die nicht durch einen
Grenzpunkt von G gehen.

N ist ein Teilbereich von B.

Wenn N und N inzidente Elemente haben, so ist nach geeigneter Wahl
des Koordinatensystems ein Fundamentalbereich von G fiir N der Bereich
R derjenigen Punkte, die samt einer Umgebung im AuBeren aller isome-
trischen Gebilde /7, von G liegen. Analog ist ein Fundamentalbereich von
I’ fir N der Bereich P derjenigen 2(n — 1)-dimensionalen analytischen
Ebenen, die samt einer Umgebung im AuBeren aller P, von I liegen.

19. Der Normalbereich als Existenzbereich automorpher Funktionen

Um die Bedeutung der verwendeten Begriffe, insbesondere des Dis-
kontinuitatsbereichs und des Normalbereichs fiir die Theorie der auto-
morphen Funktionen klar zu machen, kniipft man am besten (wie
Myrberg, [9], p. 87 ff. oder [10], Kap. 5) an die Darstellung dieser
Funktionen durch Poincaré an. Er bedient sich unendlicher Reihen, die
im Falle zweier Variablen die Gestalt haben

oW, =THWw,?) - (Huat) - "
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Darin ist iiber alle Bilder von (w, z) vermoge Transformationen aus G zu
summieren. p bedeutet eine ganze Zahl, H (w, z) eine rationale Funktion,
z. B.

m,w + myz + My

L tp s 2) == N,W -+ Ngz -+ Ny

3

wo n,w + nyz + ny = 0 eine Ebene ist, die keinen Grenzpunkt enthalt.
Eine solche Ebene existiert nach Voraussetzung (II), und wir haben das
Koordinatensystem bereits so gewéhlt, dal ¢, eine solche Ebene ist.
Die Funktionaldeterminante einer unimodularen Transformation

a; b; ¢ o', 2') 1
P, = :i Zi ]{: hat den Wert o(w ,z) - (gsw + bz + k,)?

Der zweite Faktor des allgemeinen Reihengliedes wird also co in den
Punkten der zur Transformation 7', gehorenden Achse ;. Unendlich
viele Glieder der 6-Reihe sind also unbeschrankt, wenn man sich einer
Grenzebene nahert. Dagegen konvergiert die 0-Reihe gleichmaBig und
absolut — nach Abspaltung von jeweils hochstens endlich vielen Glie-
dern — in jedem Bereich, der von allen Grenzebenen einen festen positi-
ven Abstand hat.

Die 0-Reihen (*) stellen daher analytische Funktionen dar, die auler-
halb der 2. Grenzmenge L, (Q®) sich wie rationale Funktionen verhalten.
Sie erfiillen die Gleichung

O, 2)=0(w,2) (—3—%%—;—)” :

Der Quotient zweier verschiedener 6-Funktionen mit dem gleichen
Exponenten p ist demnach eine automorphe Funktion von G; diese hat
auBerhalb {L,(G)} nur algebraische Singularititen.

Wenn nun die Ebenen L, diskret liegen in W, so definiert jede 6-Reihe
(*) eine einzige analytische Funktion, mit dem Normalbereich W —
{L,(G)} von G als Existenzbereich. Jede Ebene L, erweist sich dann nim-
lich als wesentlich singulare Flache dieser Funktion. Aber auch ohne die
Voraussetzung, da3 die Ebenen L, diskret liegen in W und ohne Bezug-
nahme auf die analytische Darstellung der Funktionen durch 6-Reihen —
was bei mehreren Variablen eine Einschrinkung bedeutet — findet man
bei Gruppen ohne invarianten Punkt oder invariante Ebene, dafl jede
Ebene L, eine wesentlich singulire Flache fiir jede automorphe Funktion
von @ ist. Diese Ergebnisse veranlassen Myrberg, unter den automorphen
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Funktionen einer Gruppe 1. Klasse diejenigen Funktionen zu verstehen,
die nur in den Punkten der Grenzebenen von I" wesentlich singulér sind.
Jeder zusammenhingende Teilbereich des Normalbereichs von G ist der
Existenzbereich einer solchen Funktion. Es handelt sich dabei um Funk-
tionen mit festen wesentlichen Singularitaten (d. h. solchen, die von der
Gruppe allein abhingen) — im Gegensatz zu Funktionen mit einer
normal-diskontinuierlichen linearen automorphen Gruppe, die nicht zur

1.

Klasse gehort; in diesem allgemeineren Fall konnen bewegliche Singu-

larititen im Inneren des Normalbereichs auftreten; sie héingen nicht mehr
von der Gruppe allein, sondern von den einzelnen Funktionen ab.

10.

11.

12.

(Eingegangen den 3. Mai 1939.)
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