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Ûber einen Hartogs'schen Satz

Von Rud. Ffeteb, Zurich

Bekanntlich sind die analytischen Funktionen f(z1,z2) der beiden
komplexen Variablen zt,z2 ein Spezialfall der von mir eingefuhrten
rechtsregulàren Funktionen einer Quaternionenvariablen1). Es fragt
sich, ob man die Théorie der letztern fur die Théorie der Funktionen
/(Z15Z2) verwertbar gestalten kann. Im folgenden zeige ich, wie ein
Hauptresultat von Hartogs2) sich fast selbstverstândlich aus den Ele-
menten der Théorie der rechtsregulàren Funktionen einer Quaternionen-
variablen ergibt. Von der letztern braucht man nur: Die Définition
der rechts-, resp. linksregulâren Funktion w /(z), resp. v g(z), wo
z 2J xkik (xk reell) die Quaternionenvariable ist:

(*)

yj/ll^ _0 y j d^ - 0 ¦

den I. Hauptsatz:
J

(B)
(I)

wo JR eine geschlossene, endliche, zweiseitige, sich nirgends durchdrin-
gende Hyperflâche ist, in deren Innern f(z) und g(z) uberall regulàr
sind; die Folgerungen aus I:

/(*) -g^r//(f)dz A (f-^)-1). (il)
(B)

wo A ((f — z)~1) — in(C — 2)-1(C — 2)"1 ist, und f(z) die vorigen

Bedingungen erfiillt; ferner f(k)(z) -^M. gW(z) ^M)
f

wo f(z) und g(z) bloB auf B selbst eindeutig und rechts-, resp. links-
regulàr sein miissen; schliefilich die Ausfuhrungen iiber den Punkt
Unendlich4).

x) Siehe hiezu meinen Osloer Vortrag. C. R. Congrès Int., Oslo, t. 1, p. 75 (1936),
sowie die Literaturangaben in Comm. Math. Helv. vol. 10, p. 306.

2) Siehe z. B. Osgood: Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. Bd. 2. A. 1929, S. 206.
3) Comm. Math. Helv. Vol. 10, p. 309.
4) Comm. Math. Helv. Vol. 9, p. 331/332.
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1. Wir setzen:

3

Z 2j ^k^k ^1 "i ^2*2> %1 ==: *^0 i *1*^1> ^ ^ 3^2 T *1^3 •

Jfc-0

Es seien <7(zi,z2) und h(z1,z2) zwei im beliebig vorgegebenen Hyper-
raume H analytische Funktionen von zx,z2, Bekanntlich ist dann:

f(z) g(z1,z2) +Hh(zliz2)

eine reehtsregulàre Funktion von z. Wir wollen sie eine in H analytische
rechtsregulare Funktion nennen. Dann gilt der

1. Satz: Damit die in H rechtsregulare Funktion w f(z) in H ana-
lytisch ist, ist notwendig und hinreichend, dafi in H :

H 0, /<«(«) + f^{z)H 0

ist.

Die Notwendigkeit erkennt man aus den Riemann-Cauehy'sehen
Diflferentialgleichungen der analytischen Funktionen g und h, die man
so schreiben kann:

g(0) + gd)^ 0, 0<*> + g^H 0,
(a)

A<o> + ^i)ijL o, fc(« + h<*Hx 0

Multipliziert man die zweiten von links mit i2 und addiert sie zu den
ersten, so folgen die Gleichungen des Satzes.

Sind umgekehrt die letztern erfullt, so kann man sie sofort in die
Gleichungen (a) zerlegen, falls f g~\-i2h gesetzt wird, wo g,h nur ix
enthalten. Dièse sind aber hinreichend dafur, daB g und h in H analytisch
in 2i,z2 sul(i (die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen sind
schon fur die rechtsregulàren Funktionen vorausgesetzt).

2. Satz: Damit die in H rechtsregulare Funktion w f(z) in H
analytisch ist, ist notwendig und hinreichend, daji auch f(z)it in H rechts-

regular ist.

Die Notwendigkeit erkennt man daraus, daB auch gix und hix in H
analytische Funktionen von zx,z2 sind.
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Ist umgekehrt f(z)ix in H rechtsregulàr, so muB nach der Définition:

Zf{k)(z)ik=O Uf^(z)i1ik 0
(*) (*>

sein; oder:

(/(0)+fa)n) +(/<2>+f^n)i2 o ,[(/«»+/(1)*i)—(/(2)+/(8)ti)*.]*i o,

woraus sofort die Gleichungen von Satz 1 folgen. Daher muB f(z) ana-
lytisch in H sein.

3. Satz : Besitzt die im Punkte z 0 rechtsregulâre Funktion w f(z)
die Reihenentwicklung :

00

Z Z, cninanjî)nin2B8(z)
n=0

so ist sie dann und nur dann analytisch rechtsregulàr, wenn :

Cnmt+lnt Cnin2n3 + 1 h l %,%,% 0, 1,2,3,

Beweis nach Schuler, Comm. Math. Helv., Vol. 10, p. 332 u. ff. Im
folgenden wird dieser Satz nicht verwendet.

Man kann Satz 2 so verallgemeinern :

4. Satz : Ist w f(z) rechtsregulàr in H, und ist (p(zl9z2) eine bestimmte,
in H analytische Funktion von z1}z2, die aber keine réelle Konstante sein

darf, so ist f(z) dann und nur dann analytisch in H, wenn auch f(z)cp(z1,z2)
in H rechtsregulàr ist.

2. Es sei R eine geschlossene, sich nirgends durchdringende zweiseitige
endliche Hyperflàche, und w /(z) auf R eine eindeutige, analytische
rechtsregulâre Funktion. Dann ist auch f(z)i1 auf R rechtsregulàr und
f{z) geniigt auf R den beiden Gleichungen von Satz 1. Wir setzen:

O(z) ~Jf (C) h
(R)

F(z) und O(z) sind zwei im ganzen Innern von R existierende,
rechtsregulâre Funktionen von z. Nun ist aber, da:
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dA{(Ç — z)-1)

ist, nach Formel (III):

(R) {R)

und entsprechend :

(R)

Berucksichtigt man hier die beiden Gleichungen von Satz 1 fur f(z),
so wird:

Y(0) lz\ ?p(2) <z\ __ Q(Z) ^z\ 9Jp(Z) (Z) QW (z)

Da aber F(z) und G(z) rechtsregulâr im Innern von R sind, so muB:

\ik 0 UGik)(z)ik 0

sein. Setzt man in der zweiten Gleichung die gefundenen Werte von
G{k)(z) ein, so wird:

F^(z)—F^)(z)i1+F^(z)i2—F^(z)iz 0

oder:

il) i2)h 0

LàBt man hier den Faktor — ix weg, und vergleicht die Formel mit
der ersten, so folgt:

F^(z) + FM{z)it 0, F^(z) +F<*>{z)i1 0

welche nach Satz 1 aussagen, da8 F(z) im Innern von R eine analytische
rechtsregulàre Funktion ist. Ebenso naturlieh O(z) F(z)i1.

5. Satz : Ist w f(z) auf der endlichen, geschlossenen zweiseitigen Hyper-
flache R eindeutig und analytisch rechtsregulâr, so ist :

(R)

eine im ganzen Innern von R analytisch rechtsregulàre Funktion.
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Genau ebenso beweist man den

6. Satz : Ist w f(z) auf der endlichen, geschlossenen zweiseitigen Hyper-

flâche R eindeutig und analytisch rechtsregulâr, so ist:

F* (z) ~jf (C) dZA (C — z)-1)

(R)

eine Uberall auperhalb von R (inklusive den Punkt Unendlich) analytische
rechtsregulàre Funktion.

Man sieht, daB .F*(oo) 0 sein muB.

7. Satz : Eine analytisch rechtsregulàre Funktion, die im Punkte Unendlich

regulâr ist, ist eine Konstante. Daher mu/S die Funktion F*(z) von
Satz 6 ilberall aujierhalb R null sein.

Es sei w / (z) die analytisch rechtsregulàre Funktion, die im Punkte
Unendlich regulâr ist. Wir diirfen voraussetzen, daB sie in letzterm
Punkte null ist, also fur aile z : | z \ ^ r, durch :

00

f(z)=U Y, c a (z) I z I > r

gegeben ist. Ist t ein reeller Parameter, der absolut grôBer als 1 ist, so
ist auch: ^

f{tz) Z t~n~z Z cnin2nzqnin2nz(z) \z\^r
n=0 (n)

analytisch rechtsregulâr in z. Somit muB auch:

fn(*)=Zcnin%n%qnintnt(z) 71 0,1,2,3,...
(n)

eine analytisch rechtsregulàre Funktion fur aile |z\ ^ r sein. Nach Satz 4

ist dann auch ,* __

rechtsregulâr fur aile z:\z\ ^ r. fn(z) ist daher auch in 00 regulâr, da

lim

wird, wie man auch gegen unendlich geht. Denn es ist:

I ?«>«,«, (z)(*o + ^1r+2l^2(n +2)!-
1

nsrr^s »+2 \z\ \z\
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Somit muB auch die Entwicklung gelten: 5)

/» S £ dViVtV)qViVtVt(z) \z\ ^ r
v=0 (v)

Dies ist aber unmôglich, auBer wenn fn(z) 0 ist. Denn es ist
fn(tz) t^f^z) ; die rechte Seite erhàlt aber wenigstens den Faktor t~z.

Also miissen aile fn(z) 0 sein, n — 0, 1, 2, 3,

3. Aus diesen Sâtzen ergibt sich sofort folgender (verallgemeinerter)
Hartogs'seher Satz:

8. Satz: Ist w — f(z) eine auf der geschlossenen endlichen, zweiseitigen,
sich nirgends durchdringenden Hyperfloche R eindeutige und analytische
rechtsregulàre Funktion, so ist f(z) auch im ganzen Innern von R analy-
tisch rechtsregulâr.

Das Innere bedeutet stets den Hyperraumteil, in dem der Punkt Un-
endlich nicht liegt.

Wenn w f(z) auf R regulâr ist, so ist sie auch in dem abgeschlos-
senen Hyperraume H, der durch aile Hyperkugeln um jeden Punkt von
R mit einem bestimmten Radius r bedeckt wird, noch regulâr. H werde
nach auôen durch R', nach innen durch R" begrenzt. Liegt z in iï, so

ist nach (II) :

Da f(z) analytisch rechtsregulâr ist, so ist das zweite Intégral null.
Also ist:

dièse Funktion ist im ganzen Innern von Rf, also auch von R analytisch
rechtsregulâr. Sie stimmt in H mit der gegebenen Funktion f(z) ûberein,
ist also deren analytische Fortsetzung.

(Eingegangen den 21. August 1939)

5) Comm. Math. Helv. Vol. 9, p. 332. Es ist praktiseh, uberall qn1n2nz(z) statt
Pnx n2 w3 (s""1) n (z)""1 z"1 zu nehmen.
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