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Uber eine besondere Klasse
voninvolutorischen Cremona-Transformationen
und die darin invarianten algebraischen Kurven

Von ArNoLp EmcH, Urbana, Illinois (U.S. A.)

§ 1. Einleitung

In frithern Arbeiten!) untersuchte ich involutorische Cremona-Trans-
formationen, die sich wie folgt ergeben: Man betrachte in einem projek-
tiven Uberraume S, von r Dimensionen r Hyperkegel (a; ;)2 = 0, ¢ =
1,2, ...,r, worin A, A,, ..., A, die Parameter sind, welche die ein-
hiillenden Tangentialhyperebenen bestimmen. Fiir jedes Wertsystem der-
selben schneiden sich die r zugehorigen Hyperebenen in einem bestimmten
Punkt (x) von S,. Von (x) lassen sich eindeutig r weitere Hypertangen-
tialebenen an die Hyperkegel legen, deren Parameter A, 45, . . ., 4. durch
die 4 eindeutig bestimmt sind und daher rationale Funktionen der A
sind. Man hat

Q}»{ = DA, Ayy -5 Ar)y -1y Q}*; =@, (A1, Ay, -+, 4) .
Umgekehrt folgt sofort
ody =D (A, A, o A, o, Ay = DA, Ay -, A)

Deutet man die 2 und A’ als Koordinaten in den projektiven Uberrdumen
S» und 8Y so besteht also zwischen ihnen eine involutorische Cremona-
Transformation, deren Ordnung und Fundamentalelemente bestimmt
wurden. Als Beispiele wurden die Fille der Ebene und des gew6hnlichen
Raumes behandelt.

Betrachtet man zwei bestimmte entsprechende Wertsysteme (4,,
Aoy ooy A); (AL, AL, ..., &), so geht aus der Konstruktion hervor, daB

auch T T W S A TN R
(),1, l;, Y Az, e v ey 2'8’ }'8“"13 o vy )&;_1, l:.) ’

entsprechende Wertsysteme oder Punkte der Transformation sein miissen.
Irgend eine Anzahl Transpositionen (4, 4}) zwischen den zwei Zeilen

1) Geometrische Anwendungen der binéren (n, n)-Verwandtschaft, Commen-
tarii Mathematici Helvetici, Vol. 4, 1932, pp. 656—73.

On involutorial Cremonatransformations in Sy, Vol. 37, 1933, pp. 100—109.
The Tohoku Mathematical Journal.
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filhrt zu zwei entsprechenden Punkten. Es wire interessant wenn not-
wendige und hinreichende Kriterien fiir Transformationen dieser Art
iiberhaupt aufgestellt werden konnten.

Daf3 noch andere Transformationen dieser Art existieren konnen, geht
aus dem einfachen Beispiel

1 .
T.=px;=—,1=1, 2,..., 1,
T;
hervor.

Es ist der Zweck dieser Arbeit, die Folgerungen aus der erwihnten
Eigenschaft fiir die Transformationen 7', und 7', zu ziehen. Daraus ergeben
sich dann neue Eigenschaften fiir die ebene elliptische Kurve dritter
Ordnung und einer Raumkurve 7. Ordnung vom Geschlecht 3.

§ 2. Die A;-Konfiguration und die elliptische Kurve 3. Ordnung

1. Sei px,= }t—, i =1,2,3 eine involutorische quadratische Trans-
formation 7,, deren Fundamentalpunkte A4,(1,0,0); A4,0,1,0);
4,(0,0,1), und die invarianten Punkte B(1,1,1); B,(—1,1,1);
B,(1, —1, 1); B4(1, 1, —1) sind. Nun fiihre man die oben angegebenen
acht moglichen Permutationen aus, dann erhilt man die vier Paare von
entsprechenden Punkten P,, P; :

Pi(a,, ay, ay); Py(asa;, a,, a,)
Py (ayay, a3ay,a,a,); Py(a,, a,0,,0,a,)
(1)
Pjy(a,, asa,,a;); Pya,, a,, a,a,)
Py(aya;,ay, a,05); Py(azay, a,0,, as).

Man kann das sofort bestdtigen. Zum Beispiel, der P, entsprechende

Punkt ist (——1— , 1 —1—) = (a,a; , @, , @,a,) = P;. Es ergibt sich

a ’ aga,’ ag
weiter, dall die Verbindungslinien gewisser Punktepaare in der in fol-
gender Tabelle angegebenen Weise in den Punkten 4,, 4,, 4, zusammen-
laufen:

P1P2 'P1P3 P1P4
P; P, P; P, P, P,

A : A 2

RN A Y Npp B
P, P, . P, P, P, P,
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Addiert man die Koordinaten entsprechender Punkte in derselben
Reihenfolge, so erhdlt man den Punkt O(a,+a,a;, a,+a,a,, a;+a,a,),
so daB also die Verbindungslinien entsprechender Punkte P;P; von (1)
durch O gehen. Die Konfiguration der acht Punkte von (1) sei mit 4,
bezeichnet. Man hat also

Satz 1. Die acht Punkte der Konfiguration A4 liegen zu zweien auf vier
Geraden durch jeden der dret Punkte A,, A,, A,. Die Verbindungsgeraden
der vier Punktepaare entsprechender Punkte gehen durch einen Punkt O.

2. Nun sind bekanntlich die Kurven C; dritter Ordnung des Netzes
auf den sieben Punkten (4,) und (B;) invariant in 7',. Die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte auf jeder C, gehen alle durch einen festen
Punkt O von C;, den sogenannten isologen Punkt von C,;. Man betrachte
eine bestimmte elliptische C; des Netzes und ihren isologen Punkt O.
Sei s eine beliebige Sekante durch O, welche C, in einem Paare P,, P;
entsprechender Punkte schneidet. Umgekehrt bestimmt ein solches Paar
die C, eindeutig. Konstruiert man die zu diesem Paare gehorige Konfi-
guration A, so ist klar, daB alle Punktepaare P, P, von A, auf C, liegen.
Folglich liegt jede auf irgend einem Paar entsprechender Punkte von
C, aufgebauten 4, auf C,.

Es ist weiter bekannt, da BB, B, B; ein Steinersches Quadrupel auf
C; und 4,4,A, sein Diagonaldreieck ist. Solcher Quadrupel gibt es co!
und folglich ebensoviele Diagonaldreiecke. Folglich

Satz 2. Awuf jeder elliptischen Kurve dritter Ordnung gibt es oo' Steiner-
sche Quadrupel mit ebensovielen zugehorigen Diagonaldreiecken A, A,A,.
Verbunden mit jedem solchem Dreteck sind oo! Ay — Konfigurationen die
alle auf derselben C; liegen, so daf also jedesmal die acht Punkte zu zweien
auf vier Geraden durch jeden der Punkte A,, A,, A, gehen und die Verbin-
dungsgeraden entsprechender Punkte jeder Ay durch den isologen Punkt O
der C; laufen.

§ 3. Die 4,,-Konfiguration und eine Raumkurve 7. Ordnung vom
Gteschlecht 3
1. Man betrachte die kubische Transformation 7' in 8,
L
Qx,;=———, %:1,2,3,4.
Sei P,(a,, a,, a;, a,) ein beliebiger Punkt, dann ist sein entsprechender
Pi(a,a30,, @,0,0,, 3,Q,0,, 4,a,a;). Irgend eine Anzahl Transpositionen
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zwischen Paaren vertikal untereinander stehenden Koordinaten des
Punktepaares P, P}, z. B.

Pg(azazay, aiaza,, a; , ay),

’
Ps( ay . a, ,aa,04, aya,0;),

gibt wieder ein Paar entsprechender Punkte. Der inverse Punkt von
Py ist

1 1 1 1
Az Ay ~ @ A3ay ° @z~ ay)
Multipliziert man mit a,@,a,a,, so ergibt sich P;, w. z. w. In dhnlicher
Weise ist P} der inverse Punkt von P,. Werden alle méglichen 24 = 16

Reihen von Transpositionen ausgefiihrt, so ergeben sich 8 Paare ent-
sprechender Punkte P, P, = P; P,, welche eine Konfiguration 4, bilden:

Pi( ay , ay , a3 , ay )i Py( a , a , a3 ,a,8,a),
/ X ’

Py (@38304, 010504, Q1020y, 018505);  Py(@,050,, 010,04, 018,04, a4 ),

Py(@ya3as, ay, ., ay; , a, ); Pgla,ay04, a103a,, ay , a ),
/ ) ’

Po( @y 018504, 310584, 010,0,);  Po( @y, Gy 0,050, 010,05),

Pi( ay ,aya30y, a3 , ay )i  Pi(aya30,, ay ,a10504, a, ),
’ . /

Py(asayas,  ay , a,a504, a,a,a5); P;( a, ,aa3ay, a3 ,0,0,0),

Pi( ay , a ,ay0:a4, @5 ); Pg(aasay, @y , az ,a,0,05),
! . ’

Py(asa304, 010504, @3 ,0:0,03);  Py( a; 68,0504, 0,030, ay ).

Die 16 Punkte konnen in Paare gruppiert werden. Verbindungsgeraden
durch die Punkte 4, (1, 0, 0, 0); A,(0, 1, 0, 0); A,(0, 0, 1, 0); A,(0, 0,0, 1)
gehen, wie leicht folgt und wie in folgender Tabelle angegeben ist:

P, P, P, P, P, P, P, P,
P, P! P, P, P, P! P, P,
P, P, P, P, P, P, P, P,

4 PP, | PP PP PP
P, P, 2\ p, P/ s\ p, P! s\ p, P
P, P! P, P, P! P, P. P,
P, P, P, P! P, P! p, P!
P, P! P. P, P, P, P. P,.
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Eine Linie 4; P, wird durch 7' in die Linie A, P, transformiert, so daB
also die acht durch jeden 4, gehenden Linien als Gruppe invariant sind.
P, P,, P,P;durch A,, und P, P,, P,P, bilden zusammen ein Vierseit
in der Ebene a,x;, — a,x, = 0; P, P,, P,P; durch 4,, und P; P;, P, P,
ein Vierseit in der konjugierten Ebene a,x; — a,x, = 0. In &dhnlicher
Weise bilden P,P,, PP, durch A,, und P,P}, P,P, durch A, Vier-
seite in konjugierten Ebenen durch 4,4,. Die Verbindungslinie irgend
eines Paares P, P}, z. B. P,(a,a;a,, a,, a,0,a,, a,), P)(a,, a,a,a,, as,

a,a,a,), geht, wie leicht ersichtlich durch den festen Punkt O (a,+4a,a,a,,
a, + a,aza,, a; + a,a,a,, a4 + a,a,a;).

Zusammenfassend hat man den

Satz 3. Die acht Linien durch jede von zwes der vier Ecken A, bilden vier
Vierseite in zwei Paaren von konjugierten Ebenen durch die zwetr Ecken.
Die Punkte der A,g liegen zu zweien auf acht Linien durch jede der vier
Ecken A,. Die Verbindungslinie entsprechender Punkte der A,g gehen alle
durch einen festen Punkt O.

2. Bekanntlich bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte
P,, P von T einen kubischen Geradenkomplex mit der Gleichung

P12P13P23 _'I— P12P14P42+ P]3P14P34+ P23P42P34:O .

Sei O(b,b,b,b,) die Spitze eines kubischen Komplexkegels K, dann hat
dieser die Gleichung

(b12,-0,2,) (b125—b32,) (Dy23—b30)+ (b1%5—~bo2,) (D124~ by2,) (by2,—by2,) +
(b125—b5,) (by24—b,2,) (bgy—b,4%5) 4 (boZ5—b32,) (byXy—by2y) (by2,~by25) = 0.

Auf jeder Erzeugenden g von K liegen zwei entsprechende Punkte
P,, P! von T. Ist O’ der O entsprechende Punkt, so ist auch O’O eine
Erzeugende von K. Ferner sind auch OA4,, ¢ = 1, 2, 3, 4, solche. Es han-
delt sich jetzt darum, den Ort entsprechender Punkte P;, P; auf K zu
bestimmen. Die Verbindungsgerade zweier entsprechender Punkte
P(x;, z;, 3, ;) P/ (252,24, 2,X3%,, X, 2,%,, X, %,2%;) geht durch O (b,, b,,
b,, b,), wenn

Ay + pasrsy = by,
AZy + p 232, = by,
Ay + pa, Xy = by,
Aty + pa,x,xy = b,.
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Eliminiert man 4 und g aus den drei ersten dieser Gleichungen und
dann aus den drei letzten, so ergeben sich die kubischen Kegel

K,= b1x1(x§ — xg) + by, (xg — x3) + byx,(2F — 332) = 0,
K, = bzxz(xg — &3) + bsw3(x§ - xg) + b4x4(x§—-— xg) = 0,

mit den Spitzen A, und 4, und der gemeinschaftlichen Erzeugenden
A A (xy = 0, xz; = 0) und Tangentialebene b,x, — b,x, = 0. Daraus
folgt, dall 4,4, von der Schnittkurve 9. Ordnung zweimal in Abzug
kommt und daf die residuale Schnittkurve der beiden Kegel von der
7. Ordnung ist, und daB diese die in 7" invariante Kurve auf K ist. Diese
Kurve C, geht einfach durch 4, und 4,, und da irgend zwei Ecken 4,
und 4, durch Elimination zwei solche Kegel geben, auch durch A4,
und 4,. Die invarianten Punkte von 7, (1,1,1,1); (—1,1,1,1); (1,
—1,1,1); (1,1,—1,1); (1,1,1,—1); (—1,—1,1,1); (—1,1,—1,1);
(—1, 1,1, —1); liegen natiirlich auch auf K und folglich auf C,. Es ist
weiter leicht zu beweisen, dal C, jede Kante 4,4, auller in 4, und 4,
noch in einem dritten Punkte P,, schneidet und auch durch O’ geht.

3. Das Geschlecht von C,; kann man wie folgt bestimmen. Von einem
allgemeinen Punkte P projiziere man C, auf K,, wobei eine residuale
Kurve C,; der Ordnung 3.7 — 7 = 14 herauskommt. K, schneidet C,,
in 3.14 — 6 = 36 Punkten, weil C, beide, K, und K, der Linie 4,4, in
drei Punkten beriihrt. Der Polarkegel von P in bezug auf K, schneidet
C, auBerhalb 4, in 12 Punkten, was 36 — 12 = 24 eigentliche Schnitt-
punkte iibrig laft. Diese gruppieren sich in 12 Paare entsprechender
Punkte die von P in 12 Doppelpunkte der Projektionskurve C7 von C,
auf eine beliebige Projektionsebene projiziert werden. Das Geschlecht
von C; und folglich von C, ist somit £* — 12 = 3. Wegen der Wichtigkeit
dieser Kurve soll sie noch auf eine zweite Art abgeleitet werden. Einem
Biischel von Ebenen entspricht in 7' ein dazu projektivisches Biischel
von kubischen Flichen F, (Cayley), die in den 4, Doppelpunkte haben.
Ihr Erzeugnis ist eine in 7' invariante Fliche F, der 4. Ordnung. Sei
00’ die Axe des Ebenenbiischels. Die zu einer Ebene des Biischels durch
4, entsprechende F, schneidet diese Ebene in 00/, OA4, und O’A,, folg-
lich enthilt ¥, die fiinf Geraden 0O0’, 04, OA,,0A;,04,, so daB der
Schnitt von F, mit K eine residuale C, enthilt. DaB diese mit der obigen
identisch ist, geht sofort daraus hervor, daB} irgend eine Ebene des Biischels
K auBer 00’ in zwei Erzeugenden schneidet, welche jede zwei entspre-
chende Punkte in 7' enthalten, durch welche auch die invariante kubische
Kurve in dieser Ebene geht.
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4. Jedes Paar entsprechender Punkte P; P auf K bestimmt eine 4,,
Konfiguration vollstindig mit acht Paaren, deren Verbindungslinien alle
durch O gehen, und folglich auf C, liegen. Daraus folgt der

Satz 4. Auf jedem Kegel des kubischen geraden Komplexes, der zu der
tnvolutorischen kubischen Transformation T gehort, liegt eine in T inva-
riante Kurve 7. Ordnung C. vom Geschlecht 3. Auf thr gibt es oo! A,q Kon-
figurationen, so daf also in jeder die 16 Punkte achtmal zu zweien auf
Geraden durch jeden der vier Ecken A, und die Spitze des Komplexkegels
K liegen.

5. Zum Schlusse soll erwahnt werden, dal diese Untersuchungen auf
irgend einen projektiven 8, ausgedehnt werden koénnen mit Resultaten,
die den obigen analog sind.

(Eingegangen den 29. Juli 1938.)
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