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Ûber die mittlere
mittlere Breite zufallsartig gestalteter Polygone1)

Von H. Hadwiger, Bern

1. Es bezeichne A die Gesamtheit aller Einheitsvektoren û, |a| 1,

die im dreidimensionalen Vektorraum im Ursprung beginnen. Als Vektor-
dichte à wàhlen wir die zweidimensionale Punktdichte auf der Einheits-
kugel, auf der aile Endpunkte der Vektoren von A liegen. Mit N beliebig
aus A herausgegriffenen Vektoren aly a2, ct^ bilden wir ein im Ursprung
beginnendes Polygon PN : ax + ct2 + * ' ' + û#

Ist F{PN} eine Funktion dièses Polygons, so soll das Intégral

(1)

Mittelwert der Funktion F heiBen. Dabei soll bei der Intégration jeder
Seitenvektor a,, unabhângig den ganzen Vorrat A durchlaufen. Die
Existenz des Intégrais in (1) wird vorausgesetzt.

Ist e ein Einheitsvektor, so versteht man unter der Stûtzfunktion p(t)
des Polygons PN die nicht négative Zahl

P Max{O>(ea1),(cû1) + (ea1),...(eû1) + (eû1) + -- + (eûjr)} (2)

Es ist der Abstand des Ursprungs von der Stûtzebene von PN deren
Normalvektor e ist. (Der Normalvektor einer Ebene zeigt in den den

Ursprung nicht enthaltenden Halbraum.)
Die Summe

p(t) + p(— e)

nennen wir die Breite von PN in der Richtung e.

x) Die Anregung zu der in dieser Note behandelten Fragestellung verdanke ich Herrn
R. Signer in Bern, der mich in freundlicher Weise darûber orientierte, wie man in der
Kolloidchemie auf derartige Problème stô!3t, falls man versucht das Verhalten sogenannter
fadenfôrmiger Molekûle in Lôsungen nach rein mathematiseh-statistischen Gesichts-

punkten zu begrûnden. So bestimmte W. Kuhn (Ûber die Gestalt fadenfôrmiger Molekûle
in Lôsungen, Kolloid-Zeitschrift 68, 1934) die mittlere Distanz von Anfangs- und End-
punkt. Mit Hilfe der mittleren mittleren Breite der zufallsartig gestalteten Polygone,
deren Bereehnung hier durchgefûhrt werden soll, kann die mittlere Raumerfûllung
solcher Fadenmolekûle abgeschàtzt werden.
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Als mittlere Breite bezeichnet man den Integralwert

— i f • 2 rB — i J5(e) e — Jp(e)e (3)

wo das Intégral ûber die Endpunktseinheitskugel von e, kurz ûber aile e,

zu erstrecken ist. In dieser Note soll nun der Mittelwert BN der Polygon-
funktion F{PN} B berechnet werden. Wir nennen BN die mittlere
mittlere Breite des zufallsartig gestalteten Polygons.

Es ist also nach Définition (1) das folgende Intégral zu ermitteln:

i • • • Cln • (4)

Vertauschen wir noch die Integrationsreihenfolge und beachten, dafi
der Wert

jp{t)a1...aN

als Funktion von e wegen der allseitigen Symmetrie eine Konstante ist,
so folgt

— /1 \N rBn 2(tz) /p(e)û1...û*. (5)

2. Wir fûhren nun eine Hilfefunktion ein, die die Anzahldichte von
Polygonen PN bezeichnet, deren normale Projektionspolygone auf einer
festen Geraden der Richtung e gewissen Bedingungen genûgen. Es sei

x> 0, oc> 0, <x> x und

FN[x,oc]dx=l—\ /a1...a^ (6)

integriert ûber aile Polygone PN fur die

x < (^1 e) + (a2 e) + • • • + (<xN c) ^ x + dx (a)

Max {(et! e), (^ e) + (û2 e),... (c^ e) + * • ' + (%e)} ^ oc (b)
ausfâllt.

Das Intégral in (6) kann nun wie folgt zerlegt werden:

Min \x+l,oc]

x—l

wo das Intégral

322



f-I ai.. .a^-i
iiber aile Polygone PN^t zu erstrecken ist, fur die

i< («1 e) + ••• + (%__! t)£S + dS

Max {(ttl e), (ûx e) + (a, e), (ax e) + • • • +
und das Intégral C*

iiber aile % fur die

gilt, so daB
x — | < (ctjy e) ^ x — £ + dx

j 2ndx
ist.

Hieraus ergibt sich die Funktionalrekursion

oder

wo

x+1

J
a;—1

ist. Nach Définition (6) wird
>«

__
1 r-

1 X* X~~
±nj Cl

integriert ûber aile Vektoren at fur die

x < (ai c) ^ x + dx

(ûi e) ^ «

^ e)} ^
(a)

(b)

(7)

(a)

(b)

ist. Das auftretende Intégral ist gleich der Mantelflàche einer Zone der
Dicke dx der Einheitskugel, wenn — 1 ^ x < Min {a, 1} und 0 wenn
x < — 1 oder # ^ Min {oc, 1} ist. Es wird demnach

F1[x,oc] — 1 in{#, 1} (8)

0 Min {<%, 1} ^x
Unter Verwendung von (7) und (8) kônnen nun die Hilfsfunktionen
FN [x, oc] rekursiv berechnet werden.
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N

1

2

3

2*(N-l)\FN[x,oc]
0
1

0
1

0

0
2 + x
1+*
1+OC X

0

2 + x
2—x
0
2 + x
2—x
0

0

9 + 6# + a;2

5 + 4:Oc—oc2 + 2ocx + 2x
S + ioc—oc2 + 2ocx—2x—2x2
2 + ±(x—2x—x%

0

9_j-6a; + a;2

6—2a;2
Z + i<x—oc2—2x—x2
5 + 4:Oc—oc2—6x + x2

0

9-j-6# + #2

6—2a;2

9_6x + o;2

0

9_j-6a; + a;2

6—2a;2
9—6x + x2

0

X

—oo< x< — 1

1 ^ X<(X

—oo< x< — 1

—1^X<1
1 ^x<oc

—cx>< x<— 2

— 2^x<(x— 1

oc— 1 ^ x<0
0< x<(x

—oo< x< — 2

— 2^x<0
0^ x<(\

—oo< x< — 2

— 2^a<0
O^o;<2
2^a;<a

—oo< x< — 3

— 3<*x<oc~ 2

<x— 2^a;<—1
— 1 <:x<oc—1

OC 1 5* X<(X

—cxx a;<— 3

— 3^x<— 1

— 1 <Lx<oc—1
oc— l^x<\

1 <Lx<oc

—oo< x<— 3

— 3^x<— 1

—l^z<l
1 ^ a;<a

—oo< x< — 3

— 3^x<— 1

— l^a;<l
l^x<3
3^>x<oc

oc

O^oc<l

1 <^oc<oo

0^oc<l

l^oc<2

2 ^oc<oo

0^oc<l

l^oc<2

2^oc<3

3<:oc<oo
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Es bezeichne nun weiter

integriert liber aile Polygone fur die

Max {(de), (att) + (û2e),... (c^e) + (a2e)H h (aNt)} ^ oc

ist. Ein Vergleich mit (6) lehrt, da8

a

fa(«)=J FN[x,«]dx (10)

sein wird. Die neue Hilfszahl fN (oc) Iâ8t sich als geometrische Wahrschein-
lichkeit deuten, dafûr daB das zufallsartig gestaltete Polygon PN ganz in
dem vorgegebenen Halbraum liegt, der den Ursprung enthàlt und von
der auf e normalen Ebene im Abstand oc vom Ursprung begrenzt ist.

Beachtet man, daB die Intégration in (9) ûber aile Polygone erstreckt
wird, deren Stutzfunktion p(t) die Ungleichung

Vit) ^ oc (11)

erfullen, so kann nun der Mittelwert in (5) durch die Hilfsfunktion (9)

dargestellt werden. Offenbar gilt

(12)

Wegen f'N («) 0 fur a > N ist nach einer gelâufigen Umformung

.y

(13)

Aus den weiter unten mitgeteilten ersten Hilfsfunktionen rechnet man
nach Definiton (10) aus:
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/•(«)

/.(«)

1

1

15

21

1 +
2

3 + ^

8

4 -f- 4a
8

+ 21 a +
48

17 + 27 a
48

+ 27a —

a

ta

— a2

3a2 —a3

— 6a2

48

(1 ^
1)

oo)

^oc< 1)

^oc< oo)

(3 ^ a < oo)

Fur die ersten drei mittleren Breiten gewinnt man hieraus die Werte

J5i y 0,500...

-j 0,833... (14)

§ 1,104...

3. Die maximale mittlere Breite des Polygons PN ist — die dann auf-

tritt, wenn das Polygon ganz gestreckt ist. In der Folge leiten wir fur die

mittlere mittlere Breite die asymptotische Formel her

(15)

Dièse zeigt, da8 die zufallsartige Gestaltung im Mittel eine ^
des Polygons erzeugt, indem seine Breiten gegen seine Gesamtlângen N
klein werden.

Zunâchst mùssen wir das asymptotische Verhalten der Hilfsfunktionen
FN [x, oc] studieren.
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Da K[x, oo] 1 ist, gelten fur die PunktionenFN[x, oo] naeh. (7) die
Rekursionen

2=2)

X-l

oder als Faltungsintegral geschrieben.
oo

Fv[x, oo] =JFn-i [f.

(16)

(17)

und

wo
0 (—oo < f < — 1)

0 1 ^ f < oo)

0 (—oo < | < — 1)

0 1 ^ è < oo)
ist. Aus (17) folgt dann

FN[x, oo] 0 fur |ar|>JV
^irC», oo]=J?î2r[— z, oo]

(18)

Unterwerfen wir die in der Faltungsrelation (17) auftretenden Funk-
tionen der Fourierschen Transformation

oo

5 {FB, x) =Jfs[1 oo] cos xidS,

cos

wobei noch (18) berucksichtigt wird, so gilt nach dem bekannten Faltungs-
satz2) :

und da Fx 0 ist, wird

2) Vgl. etwa 0. Doetsch, Théorie und Anwendung der Laplace-Transforma-
tion, Berlin, J. Springer, 1937, S. 162.
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Nun ist aber t

,x} —/
î

cos z|d| x
so daB

~~

folgt. Nach der Umkehrungsformel der Fourierschen Transformation ist

00

Fs [x, oo] ±f(2±iy coa xi de (19)

Fur das hier auftretende Intégral kann der asymptotische Wert fur
grofie N nach G. Pôlycfl) u. a. angegeben werden. Es resultiert dann

2*
^ (20)

Projeziert man das Polygon PN auf die Gerade g der Richtung e so

kann J1^ [x, oo] imterpretiert werden als Wahrscheinlichkeitsdichte fur
die a:-Koordinate des Endpunktes des linearen Polygons auf g. Die
asymptotische Formel (20) kann nun dahin gedeutet werden, daB bei
groBem N die Position des Endpunktes auf g dem gleichen Wahrschein-
lichkeitsgesetze unterliegt, wie die Endlage eines auf g linear diffundieren-
den Partikels nach Ablauf der Zeit N, der sich zur Zeit t 0 im Punkte
x 0 befand, wenn als linearer Diffusionskoeffizient

D \ (21)

angenommen wird. Ausgehend von dieser Deutung identifizieren wir die
Wahrscheinlichkeitsdichte

FN[x,oc]

mit der Positionsdichte des gleichen Partikels wie oben, dessen Diffusions-
bewegung auf g aber noch der Zusatzbedingung unterworfen ist, daB der
Partikel ausscheidet, falls er die Grenzkoordinate x oc ûberschreitet.
Dièse Ausscheidebedingung entspricht genau der Vorschrift, wonach bei
der Intégration in (6) nur diejenigen Polygone zugelassen werden, deren

8) G. Pâlya, Berechnung eines bestimmten Intégrais, Math. Ann. 74 (1913),
S. 204—-212.
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Projektionspolygone auf g ganz auf einer Seite des Grenzpunktes x — oc

liegen.
Nach einem gelàufigen Ansatz erhalten wir demnach

Sx* 3(2a-a;)a
2JV p 2N

Fur

fN(oc)=JFN[x,oc] dx

— 00

erreicht man nach einigen Umformungen

ot\/îs

f e-«*du,

und hieraus fur die mittlere mittlere Breite

den asymptotischen Ausdruck

^~ 1/1^ 0,92131/^.
F 671

(22)

(23)

(Eingegangen den 16. Februar 1939.)
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