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Ûber Mittelwerte im Figurengitter

Von H. Hadwiger, Bern

§ 1. Figur im Figurengitter.

Unter einer Figur verstehen wir :

a) ein ebenes einfach zttsammenhàngendes Gebiet, das durch eine streck-
bare Kurve berandet ist ;

b) eine ebene einfache offerte, streclcbare Kurve;
c) einen Punkt.

Jeder Figur kommt so eine bestimmte Flâche sowie ein Umfang zu,
falls wir fur Flâche und Umfang einer Kurve bzw. eines Punktes Null und
doppelte Lange bzw. Null und Null ansetzen.

In der euklidischen Ebene seien zwei Grundfiguren ©i und ©2 gegeben
mit den FlàchenFx und F2 und den Umfàngen U1 und U%. Mit ©t bilden
wir ein Figurengitter {©i}, indem wir in der Ebene aile Figuren auflegen,
die aus ©J in fester Anfangslage durch die Decktranslationen T des

quadratischen Einheitsgitters (Gittertranslationen) hervorgehen (vgl.
Fig. 1).

Fig. 1.

Viereck im Kreisgitter. Die Stûckzahl des Durchschnittes ist 6.

©2 sei jetzt von einer Anfangslage ®2 aus starr beweglich. Ist G eine
solche Bewegung, so bezeichne ©^ die Figur ©2 in ihrer Endlage. Ferner
sei G die lcinematische Dichte1) von ©2, so daB die integral-geometrische

1) Vgl. W. Blaschke, Vorlesungen ûber Integralgeometrie. I. Heft, zweito
erweiterte Auflage. Leipzig und Berlin 1936, S. 20.
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,,AnzaKl" vonFiguren©^ die eine Bewegungsmenge 501 liefert, durch das
;ral

$<x(G)G <x(G)

Lebesquesche Intégral a „
gemessen wird, wobei naturlich oc {G) integrabel vorausgesetzt wird.

Es sei nun M (G) eine Funktion von ©^ im Gitter {©1}, die als Funktion

der Bewegung G angeschrieben werden kann. Es soll

M (G) M (TG) (1)

sein, wenn T eine Gittertranslation bezeichnet. Es sei S ein vollstândiges
Restsystem der Bewegungsgruppe 23 nach der Untergruppe X der Gitter-
translationen. Als Mittélwert der Funktion M (G) im Figurengitter kann
der Quotient

— _ Jp(Q)M(Q)à bq— 1(?c=(5

$p(G)G
'

O0cj:e
definiert werden, falls die Intégrale existieren. Da

ist2), erhâlt man fur den Mittélwert

(2)

§ 2. Die allgemeine Mittelwertsîormel.

Wir betrachten nun die Figur ©f im Figurengitter {©1}. Der Durch-
schnitt ©f • ©x der Figur ©f mit einer aus {©!} herausgegriffenen Figur
©x ist entweder leer oder besteht aus einer gewissen Zahl einfach zu-
sammenhàngender Gebiete oder offenen Kurvenstiicken oder Punkten,
zerfâllt also in eine Zahl von Figuren. Addieren wir dièse Figurenzahlen
fur aile ©! aus {©1}, so erhalten wir die ,,8t1XckzaM" N des Durchschnittes
®2 {©1} der Figur ©f mit dem Figurengitter {©J.

N ist eine ganzwertige Funktion der Bewegung G, und hat fur aile
Bewegungen TG, wo T eine Gittertranslation ist, denselben Wert. Die

*) Werden die beiden Komponenten der Translation einer Bewegung O mit tx und 12 und
der Drehwinkel mit <p bezeichnet, so kann fur © die Menge der O mit

0<«!<l, 0<«2<:l, 0^cp<2it
gewâhlt werden. Es ist dann G dtx dt2 dçp und
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Bedingung (1) ist somit erfullt. Die ,,mittlere Stûckzahl" N kann defini-
tionsgemàB nach (2) ermittelt werden, falls feststeht, daB N meBbar ist.
In dieser Note soll nun die folgende allgemeine Mittelwertsformel her-
geleitet und angewendet werden :

(I) Die mittlere Stûckzahl des Durchschnittes der Figur ©2 im Figuren-
gitter {(Sx} ist

§ 3. Zurûckîûhrung auf die kineinatische Hauptîormel von Blaschke.

Man wird ohne weiteres vermuten, daB unsere Mittelwertsformel (I)
mit Blaschkes Hauptformel der Integralgeometrie eng zusammenhângen
wird. In der Tat kann die Zuriickfuhrung leicht vollzogen werden, so daB
die Mittelwertsformel auch als Umdeutung der Hauptformel interpretiert
werden kann. Wir fuhren nun den Nachweis :

Die Gittertranslationen der Gruppe X zàhlen wir, mit der Einheit
beginnend, in irgend eine Reihenfolge aus :

Die Figuren des Gitters {©x} bezeichnen wir entsprechend mit

®?o (&Ti fàTi

wobei die Translation Tk ©J in ©f* uberfûhren soll. Es bezeichne jetzt

n(O,Tk)
die Stûckzahl des Durchschnittes

©f ©i7'*.

Wenn dieser Durchschnitt leer ist, so sei

n Tk) 0 gesetzt.

Nach Définition ist die gesamte Stiickzahl

N(G) Zn(G, Th)

wobei die angeschriebene Reihe nur formai unendlich ist, da der Durchschnitt

©g ©?* nur fur endlich viele k nicht leer ist. Wie W. Maak*)

8) W, Maah (Integralgeometrie 27), Ûber stetige Kurven. Abhandlungen aus dem
Math. Seminar der Hansischen Universitât, 12. Bd., 163—178 (1938).
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gezeigt hat ist n(G, Tk) unter den sehr allgemeinen Voraussetzungen, die
wir fur Figuren formulierten, stets meBbar. Also ist es auch N(O). Wir
bilden nun das Intégral

0
oder

Da fur eine beliebige Gittertranslation Te

ist, kann auch geschrieben werden

N ^fp(G) 1 n(T^G ,T0)G,

wo T^1 die inverse Translation von Tk bezeichnet.

Wir fûhren nun die Transformation

G1 T?G

durch. Wegen der Bewegungsinvarianz der kinematischen Dichte ist

G' G

so daB geschrieben werden kann

N ± f(ZP(TMG'))n(Q',T0)Q'

Nun gibt es zu einer beliebigen Bewegung Gf nach Définition von S eine
und nur eine Translation Tk, so daB Tk G1 zu S gehôrt. Daraus folgt,
daB

2 p(TkG') 1

sein muB. Wir gewinnen so fur den Mittelwert

Mit Rûcksicht auf die vorausgegangenen Definitionen deutet man das

Intégral als Anzahl der Teilstucke des Durchschnittes ©f7 •©?. Nach
der Hauptformel von Blaschhe*) ist dièse Anzahl durch

4) Das in Fuûnote x) zitierte Buch, § 16.
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2tz(F1+F2)+U1U2
gegeben. Besonders zu beachten ist, daB die Formel fur Gebiete so wie
fur ofEene Kurvenstûcke oder Punkte gilt, falls die Abmachungen be-
treffend Umfang und Flâcheninhalt der Figuren berucksichtigt werden.
Nach dieser Auffassung enthâlt die kinematische Hauptformel die
Formel von Poincaré5) als Spezialfall. Wir erhalten also

womit die Mittelwertsformel (I) gewonnen ist.

§ 4. Funktionalgleichungen.

Es ist bemerkenswert, daB die mittlere Stûckzahl N von der Gestalt der
Grundfiguren weitgehend unabhàngig ist, indem die Mittelwertsformel
nur die Flàcheninhalte und Umfânge der Grundfiguren enthâlt. Es soll
nun gezeigt werden, wie sich die Mittelwertsformel herleiten lâBt, falls
vorausgesetzt wird, daB N eine Funktion der Flàcheninhalte und
Umfânge ist. Fur die gesuchte Funktion kônnen gewisse Funktionalgleichungen

aufgestellt werden, als deren einzige Lôsung sich (I) ergeben wird.
Esseialso N <P {F,, U^F,, U2}

Wir weisen vorerst zwei Eigenschaften von 0 nach.

oc) Die Funktion 0 {Fx, UlyF2, U2} ist beschrànkt, das heiBt, sie besitzt in
jedem endlichen abgeschlossenen Teilbereich des Variablen-Raumes
eine obère Schranke.

P) Es ist #{1,4,0,0} 1.

Nachweis der Eigenschaft oc :

Wir betrachten die Gesamtheit <r> von Figuren, durch welche Flàcheninhalte

und Umfànge realisiert werden, die zum vorgegebenen endlichen
Teilbereich gehôren. Da die Umfânge gleichmàBig beschrânkt sind, kann
eine positive Zahl B angegeben werden, so daB jede Figur aus § mit
einem Kreis 51 vom Radius R bedeckt werden kann. Sind nun ©x und ©2
zwei Figuren der Gesamtheit §, so kann die Anzahl der verschiedenen
nicht leeren Durchschnitte ©2-©i der Figur ffi2 im Gitter {©J nicht
grôBer sein, als die entsprechende Anzahl S des Kreises R2 im Kreisgitter
{&!}, wenn ©x und ©2 durch 5li und ft2 bedeckt werden. Der Kreis 5l2

hat mit einem Gitterkreis Rt dann und nur dann einen nicht leeren

5) H. Poincaré, Calcul des Probabilités, 2me édition, Paris 1912.
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Durchschnitt, falls der mit St2 konzentrische Kreis 512m^ dem Radius 2 R
den Mittelpunkt von 5^x enthàlt. Die fragliche Zahl 8 der verschiedenen
Durchsehnitte deckt sich somit mit der Zahl von Mittelpunkten der Kreise
Six ^es Gritters {&i}, die von ${*2 bedeckt werden. Da dièse Mittelpunkte ein
quadratisches Einheitsgitter bilden, fiihrt eine gelâufige Ûberlegung zur
rohen Abschâtzung a

Nun kônnen vorgegebene Flâcheninhalte und Umfânge, falls iiberhaupt
realisierbar, immer durch konvexe Figuren realisiert werden. Der Durchschnitt

konvexer Figuren ist immer zusammenhângend. Sind also die

Figuren ©j und ©2 der Gesamtheit konvex, so liefert ein nicht leerer
Durchschnitt ©2# ©1 der Figur ©2 im Gitter {©1} zur Stiickzahl N den

Beitrag 1. Die Stiickzahl N sowie die mittlere Stiickzahl N kann somit
die Schranke tz(2R -f- V2)2 nicht iibertrefïen, so da8 die Beschrànktheit
von 0 nachgewiesen ist.

Nachweis von /? :

Die vier eingesetzten Argumente kônnen realisiert werden durch

©x Quadrat der Seitenlânge 1,

©2 Punkt.

Die Stiickzahl des Durchschnittes ©2{©i} ist fast immer6) 1. Der Mittel-
wert ist also wie behauptet 1.

Die ziemlich tief liegende Eigenschaft oc des Mittelwertes konnte aus
der Voraussetzung ohne groBe Miihe erschlossen werden. Durch die
Voraussetzung wird nâmlich gerade die typische Schwierigkeit, welche

zur Beantwortung der entsprechenden Frage zu iiberwinden wàre, von
vornherein beseitigt. Da8 die Aussage oc keineswegs selbstverstândlich
ist, sieht man sogleich ein, wenn man sich ûberlegt, da8 die môglichen
Stiickzahlen des Durchschnittes zweier Figuren von gegebenen Flâchen-
inhalten und Umfângen, die mindestens eine Nicht-Kreis-Realisierung
zulassen, unbeschrànkt sind, wenn die Gestalt unbestimmt gelassen
wird (vgl. Fig. 2).

Fig. 2.

•) Fast immer bedeutet immer mit Ausnahme von Lagen, deren integralgeometrische
Anzahl verschwindet.
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Die gleiehmâBige Beschrânktheit des Mittelwertes bei Figuren mit
gleiehmâBig beschrànkten Flâcheninhalten und Umfângen hângt natiir-
licherweise damit zusammen, daB die Anzahl Figuren, deren Durch-
schnitt mit einer anderen Figur eine groBe Stiickzahl aufweist, klein ist,
so daB der Mittelwert keine entsprechende VergrôBerung erfàhrt. Der
direkte Nachweis dièses hier nur ungefàhr ausgesprochenen Sachverhaltes
ist eine ziemlich subtile und verwickelte Angelegenheit. Er wurde fur
Kurven durchgefuhrt von W. Maak7), um die Formel von Poincarê unter
den allgemeinsten Voraussetzungen herzuleiten.

Nun gehen wir daran, gewisse Funktionalgleichungen fur die gesuehte
Funktion 0 {Fl9 Ut,F2, U2} aufzustellen. Zunàchst kann die Sym-
metriebeziehung

0{F1, UltF,, U2} 0{F,, U2,Flt Ux) (A)

leicht eingesehen werden. Eine einfache Ûberlegung zeigt, daB die ver-
schiedenen Durchschnitte der Figur ©2 mit den Figuren des Gitters
{©i} auch erhalten werden kônnen als Durchschnitte der Figur ©x mit
den Figuren von {©2}- ©1 und ©2 kônnen in ihrer Rolle vertauscht
werden, was auf die Symmetrie (A) hinauslàuft.

Es gilt weiter

l9 2Ul9 ±F2, 2U2} - 4 0{Fl9 Ul9F%9 U2} (B)

Dièse Funktionalgleichung begriindet man auf folgende Weise: Der
Mittelwert mit doppelt so groBen àhnlichen Figuren ist durch die linke
Seite von (B) gegeben. Werden jetzt Gitter und Figuren gleichzeitig
âhnlich auf die Hâlfte verkleinert, so kann der Mittelwert sich nicht
àndern, da die Stiickzahlen bei Àhnlichkeitsabbildungen gleich bleiben.
Auf dièse Weise entsteht ein engeres Figurengitter, das sich aus 4 norma-
len Figurengittern zusammensetzen lâBt. Jede Stiickzahl im engeren
Figurengitter setzt sich aus 4 Beitràgen zusammen, deren Mittelwerte
einzeln 0 betragen. Der Mittelwert der Summe ist somit 4 0, und das ist
die rechte Seite von (B).

Es folgt nun eine Art Additionstheorem :

®{K, U'19F%, U2} + 0{FÏ, TJl>F%, U2}

0{FÏ + F» Ui+UÇ 9F2, U2} + 0{O,O,F2, U2} (C)

Zum Nachweis dieser Beziehung denken wir uns eine Figur ©l5 die die
Summe ©/ + ©" zweier Figuren ©J und ©i ist, die nur einen Punkt
®i ' ®i gemeinsam haben. In diesem Falle ist Flâche und Umfang von

7) Vgl. die in Fufinote 3) zitierte Arbeit.
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©x gleich der Summe der Flâchen und Umfànge der Teilfiguren ©( und
©i. Nun ist leicht einzusehen, daB die Summe der Stûckzahlen der
Durehsehnitte ffi2 • ©( und ©2- ©" gleich der Summe der Stûckzahlen der
Durehschnitte ©2(®( + ©i) und ©2 • (©( • ©") ist. Dièse Relation ûber-
trâgt sich auf die Stûckzahlen im Gitter und dann auf den Mittelwert. So

ergibt sich (C).
Zu einer weiteren Funktionalgleichung gelangen wir auf folgende

Weise : Denken wir uns die Werte fur Flàcheninhalte und Umfânge durch
Eibereiche (Konvexe Bereiche mit stetig gekrûmmter Randkurve) ©x
und ©2 realisiert, so gibt es zu hinreichend kleinem £ einen âuBeren
ParaUelbereich (&i(£) zu ©x im Abstand £, sowie einen inneren Parallel-
bereich ©2(— f) zu ©2 im gleichen Abstand. Wenn die Flàchen und
Umfànge von ©x und ©2 wie ûblich bezeichnet sind, so sind nach den
bekannten Formeln von J. Steiner8) die Flàchen und Umfânge der
Parallelbereiche ©x(|) und ©2(— f) gegeben durch

F^U^+ n^Fz— *72! + rc!2, und Ux + 2n^y U2—2nÇ

Nun hat man sich nur zu ûberlegen, daB sich die zwei Eibereiche
©i(£) und ©2(— £) dann und nur dann treffen, wenn sich auch ©x und
©2 treffen, um zu bemerken, daB die Stûckzahl des Durchschnittes
©2{©1} gleich sein muB wie die Stûckzahl des Durchschnittes ©2(—|)
{®i(£)}* Dabei ist noch zu beachten, daB die Stûckzahl eines
Durchschnittes zweier Eibereiche 1 betràgt. Die mittlere Stûckzahl 0 wird sich
somit nicht ândern, wenn die Grundfiguren ersetzt werden durch die
erwâhnten Parallelfiguren. Damit stoBen wir auf folgende Funktionalgleichung

:

9 U*-****} ^{Fl9 Ul9F%, U2}

P)
Der so gewonnene Vorrat an Funktionalgleichungen genûgt, um die
Funktion 0 zu ermitteln.

Wir leiten jetzt also die Mittelwertsformel (I) aus den Eigenschaften oc

und /? und aus den Funktionalgleichungen (A) bis (D) ab.
Setzen wir in (C) U[ TJ\ TJX und lassen U1,F2, U2 konstant, so

daB nur noch die Abhângigkeit von Ft in Erscheinung tritt, so ergibt
sich nach sinnentsprechender Abkûrzung in der Schreibweise

8) J. Steiner, Ûber parallèle Flâchen, Monatsbericht der Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin (1840), S. 114—118.
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Setzen wir analog F[ F" Fx und lassen FX,F2, U2 konstant, be-
trachten also nur noch die Abhângigkeit von Ux, so gilt wieder

Wie Darboux9) gezeigt hat, ist die lineare Funktion die einzige in einem
endlichen Intervall gleichmâBig beschrânkte Lôsung einer Funktional-
gleichung der oben angeschriebenen Form. Die Funktion & {Ft iUliF2,U2}
ist also in bezug auf die beiden ersten Variablen Fx und U1 linear, da sie
nach oc beschrânkt ist. Im Hinblick auf die Symmetrie (A) ist sie es auch
in bezug auf die beiden letzten Variablen F2 und U2.

Die allgemeinste Funktion 0{F1, U1,F2, U2} die in den vier Variablen
linear ist, und auBerdem die Symmetriebeziehung (A) aufweist, hat
die Form

* Co + C^F. + F,} + C2 Ux U2 + C3{UX + U2}

+ C4 {Fx U, + F2 C72} + C5 {F, U, + F2 UJ
+ C,FtF% + C7 {F, Ux U2 + F2 Vx U2}

+ C8 {F,F% U, + F,F2 U2} + C9F1Fi Ux U2

Verwenden wir jetzt noch Relation (B), so folgt, da6

Co (73 C4 C5 C$ Ci Cs =¦ C9 0

sein mu6. Es bleibt also noch

Suchen wir jetzt die Funktionalgleichung (D) zu erfûllen, so werden wir
auf die Identitât gefùhrt

woraus sich die Identitât

2»|1{O1 — 2nC2} + {L\— UJi{Cj. — 2nGt} 0

ergibt, die die Relation n _ Cx

zur Folge hat. Wir erreichen

9) G. Darboux, Math. Ann. 17 (1880), S. 55.
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Endlich berucksichtigen wir noch die Eigenschaft /?, welche abzulesen

gestattet, daB C1= 1 sein muB, so daB wir endgûltig erhalten

0 ^ + 1-. ¦ u>u>

was zu zeigen war. n

§ 5. Bereich im Punktgitter. Der Satz von Blichîeldt.
Es sollen nun einige wichtige Spezialisierungen der allgemeinen Mittel-

wertsformel (I) besprochen werden. Es sei zunâchst (St ein beliebiger
Bereich der Flâche F± und ©2 ©in Punkt. Die Stiickzahl des Durchschnit-
tes ©2{©i} kann hier anschaulich als Treffzahl bezeichnet werden. Sie ist
gleieh der Zahl der Bereiche des Bereichgitters, die vom Punkt getrofïen
werden. Die mittlere Trefifzahl ist nach (I)

N F1

Beachten wir, daB die Treffzahl bei allen Drehungen des Punktes gleieh
bleibt, so kann die Mittelwertsbildung statt ûber aile Bewegungen nur
ûber Translationen erstreekt werden, ohne das Résultat zu ândern. Wir
haben demnach auch als Translationsmittelwert

N' Ft

zu erwarten. Wir sprechen dièses Résultat ausdrxicklieh fur den zuge-
hôrenden symmetrisehen Fall aus. (Auch bei der Mittelwertsbildung, die
sich ûber die Translationen erstreekt, darf man die beiden Grundfiguren
in ihrer Rolle vertauschen. Man vergleiche die zur Begrundung der
Symmetriebeziehung (A) beigebrachte Bemerkung.)

(II) Ein Bereich der Flâche F werde im quadratischen Einheitsgitter allen

Bewegungen oder allen Translationen unterworfen. Die mittlere Zahl

der getroffenen Gitterpunkte ist in beiden Fâllen gleieh F.

Dièse Aussage enthâlt einen bekannten Satz von Blichfeldt10) als ein-
fache Konsequenz. Dieser Satz besagt im zwei-dimensionalen Pall
folgendes : Ein Bereich der Flâche F kann im quadratischen Einheitsgitter
immer so parallel verschoben werden, dafi die Zahl der bedeckten Gitterpunkte
nicht kleiner als F ausfâllt.

Da nun nicht aile Trefï- oder Bedeckungszahlen kleiner als der Mittel-
wert sein kônnen, folgt der Blichfeldtsche Satz ohne weiteres aus (II).

10) Blichfeldt, Trans. Amer. Math. Soc. (1914) 15, S. 227—235. Einen kurzen Beweis
dièses Satzes gab W. Scherrer, Ein Satz ûber Gitter und Volumen. Math. Ann.
86 (1922), S. 106—107.
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§ 6. Konvexer Bereich im Kreis- und Quadratgitter.

Sind die Grundfiguren ©! und ©2 beide konvex, so ist der Durchschnitt
©2- ©! immer entweder leer oder einfach zusammenhàngend. Die Anzahl
der nicht leeren Durchschnitte der Figur ®2 im Figurengitter {©x}
nennen wir dann statt Teilstiickzahl anschaulicher Treffzahl. Aus der
Mittelwertsformel (I) ergeben sich die folgenden speziellen Aussagen:

(III) Die mittlere Treffzahl eines Jconvexen Bereiches der Flâche F und vom
Umfang U im Gitter der Kreise vom Radius R ist F + £7R-\-nR*.

(IV) Die mittlere Treffzahl eines konvexen Bereiches der Flâche F und vom

Umfang U im Gitter der Quadrate der Seitenlânge S ist F-\ \- S2.
71

Wir notieren uns noeh eine Folgerung aus (IV), die in gewissem Sinne
ein Seitenstiick des Blichfeldtschen Satzes bildet:

Ein konvexer Bereich der Flâche F und vom Umfange U kann im
quadratischen Einheitsgitter immer so bewegt werden, daji die Zahl der

2U
getroffenen Gitterquadrate nicht kleiner als 1 -| \- F ausfâllt.

7C

§ 7. Nadel im Eibereichgitter.

Die Grundfiguren ©x und ©2 seien ein Eibereich und eine Strecke
(Nadel). Wie frûher erwàhnt, muB als Flâche und als Umfang der Nadel
Null und die doppelte Lange eingesetzt werden. Die Mittelwertsformel
liefert dann folgendes Résultat:

(V) Die mittlere Treffzahl einer Nadel der Lange L im Gitter der Eibereiche

der Flâche F und vom Umfang U ist F -] •
7t

Wâhlt man als Grundfiguren ein Einheitsquadrat und eine Nadel, so

erreicht man das Résultat :

Eine Nadel der Lange L trifft im quadratischen Einheitsgitter im Mittel

1 -| Quadrate.
71

§ 8. Kurve im Kurvengitter.

Endlich nehmen wir als Grundfiguren ©x und ©2 zwei streckbare
offene oder geschlossene Kurven. Geschlossene Kurven sind nach Vor-
aussetzung in § 1 als Figur nicht zulàssig. Doch erkennt man leicht, da8
bei der speziellen Aussage, die hier gemacht werden soll, dièses Verbot
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unnôtig wird, da die Werte (Anzahl der Schnittpunkte mit einer anderen
Kurve), um die es sich hier handelt, ungeândert bleiben, wenn man eine
geschlossene Kurve an irgend einer Stelle durchschneidet. Die Teilstuck-
zahl des Durchschnittes der einen Kurve mit dem Gitter der andern ist
natûrlich die Zahl der auftretenden Schnittpunkte. Nach (I) schlieBen
wir:

(VI) Die mittlere Schnittpunktszahl einer Kurve der Lange V in einem
2VWGitter von Kurven der Lange W ist •

71

Wird in (V) an Stelle des Eibereiches eine Einheitsstrecke gewâhlt, oder
in (VI) fur die bewegliche Kurve eine Nadel der Lange L, und fur die
Gitterkurve eine Einheitsstrecke, so liegt in beiden Fàllen die gleiche
Versuchsanordnung vor : In einem Geradengitter der Elementardistanz 1

(Schar paralleler und âquidistanter Geraden) wird eine Nadel der Lange
L bewegt. Die mittlere Schnittpunktszahl wird nach (V) und nach (VI)
2L
—11). Durch die Aussagen (V) und (VI) sind Aufgaben gelôst, die als

Verallgemeinerungen des bekannten Nadelproblems von Buffon an-
gesprochen werden kônnen12).

§ 9. Eibereich im eigenen Gitter. Das isoperimetrische Deîizit.

Als Grundfiguren nehmen wir zwei kongruente Eibereiche der Flâche F
und vom Umfange U. Wir bewegen also einen Eibereich in seinem eigenen
Gitter. In einer bestimmten Lage des bewegten Eibereichs ermitteln wir
den ÛberschuB S — 2 N,wo S die Schnittpunktszahl der Rânder und N
die Trefifzahl der Bereiche ist. Der Mittelwert dièses Ûberschusses

8 — 2N S — 2N
wird nach (I) und (VI)

n 2n) n

u) R. jLaemmeî(XJntersuchungen ûber die Ermittlung von Wahrseheinlich-
keiten, Diss. Zurich 1904, S. 78) bestimmte bei einer solchen Versuchsanordnung die
Hâufigkeiten der môglichen Schnittpunktszahlen theoretisch und expérimente]!. Fur die
mittlere Schnittpunktszahl findet man nach dem dort angegebenen Material empirisch :

2,553, theoretisch : 2,546. Es war L 4.

12) Vgl. auch die Resultate von E. Barbier, Liouv. Journ. II, 5 (1860), S. 273—286.
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Also:

(VII) Der mittlere Uberschufi der Randerschnittpunktszahl uber die doppelte
Treffzahl bei einem Eibereich der Flache F und vom Umfang U in
seinem eigenen Gitter ist

Dieser Satz enthalt die Losung der isoperimetrischen Aufgabe fur
Eibereiche 13).

In der Tat ist stets „S — 2N ^ 0

da ja jeder TreflEfall AnlaB zu mindestens zwei Schnittpunkten gibt. Es
folgt zunachst, da8 als Mittelwert mcht-negativer GroBen

sein muB, fur jeden Eibereich. Da sieh zwei Kreise hochstens in zwei
Punkten schneiden, ist fur Kreise fast immer

S — 2N 0, also U2 — 4:nF 0

Ist umgekehrt U2 — 4 nF 0, so muB fast immer S — 2 N 0 sein,
und es muB die Eilinie die Eigenschaft haben, eine kongruente Eilinie in
hochstens zwei Punkten zu schneiden. Dies ist aber eine charakterisie-
rende Eigenschaft des Kreises 14).

(Eingegangen den 29. Oktober 1938.)

13 Dieser bemerkenswerte Gehalt der Aussage ist nicht neu, sondern kann als Ûber-
tragung emer von Santalo und Blaschke vorgenommenen Verwertung der mtegral-
geometnschen Grundformeln, durch welche eme élégante Losung des isoperimetrischen
Problems erzielt wurde, aufgefaôt werden. Vgl das m Fufinote x) genannte Buch, ms-
besondere S. 25—27.

14) T. Kubota, Tohoku Math. J Bd 21 (1922), S 21—25 — Wegen emes emfachen
Beweisverfahrens vgl. auch H Hadwiger und W. Scherrer, Losung der Aufgab 231.
Jahresbencht der D. M. V. 48 (1938), S. 50 Bei der von W. Blaschke gestellten Aufgabe
handelt es sich um den entsprechenden Satz der raumhchen Géométrie, der eine Kenn-
zeiehnung der Kugel darstellt.
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