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Die Wertverteilung und das Verhalten
von Betrag und Argument einer speziellen
Klasse analytischer Funktionen. |.”

Von A.PrrLuGer, Solothurn

Einleitung

1. Seit sich die Theorie der ganzen Funktionen zu entwickeln begann,
war es eines der zentralen Probleme, die Beziehungen zwischen der
GroBenordnung des Betrages der ganzen Funktion und ihrer Wert-
verteilung aufzusuchen. Diese Aufgabe hat sich in zwei Teilaufgaben
gespalten :

1. Untersuchung der Groflenordnung des Betrages bei gegebener Null-
stellenverteilung.

2. Untersuchung der Wertverteilung bei gegebener Gro3enordnung des
Betrages

In gewisser Hinsicht sind diese beiden Aufgaben reziprok. Wir be-
schranken uns auf Funktionen endlicher Ordnung.

Daf3 eine ganze Funktion bis auf einen Exponentialfaktor der Form
¢*r?"+  *+a0 durch ihre Nullstellen vollstindig bestimmt ist und daB die
Ordnung eines kanonischen Produktes mit dem Konvergenzexponenten
der Nullstellen iibereinstimmt einerseits, — der Picard’sche und der
Borel’'sche Satz iiber die Wertverteilung anderseits sind die wichtigen
klagsischen Ergebnisse dieser beiden Aufgaben. Die letztern Resultate
wurden in der Folge verscharft durch Satze iiber Julia’sche und Borel’sche
Richtungen, indem jene Aussagen iiber die Wertverteilung in globo zu
solchen iiber ihre Verteilung in beliebig kleinen Winkelraumen verdichtet
wurden. Zur Bestimmung der Lage dieser Winkelraume, genauer, der
Julia’schen und Borel’schen Richtungen geniigt nun nicht die Kenntnis
der GroBenordnung des Betrages in globo, sondern es wird notwendig, sie
einzeln lings der verschiedenen Richtungen durch den Indikator oder
Strahltypus (vgl. Nr. 2) anzugeben. Trotzdem mittels des Strahltypus
einige Satze iiber Borel’sche Richtungen zutage beférdert wurden, harrt
letzteres Problem immer noch einer vollstdndigen Losung.

Eine entsprechende Weiterentwicklung der ersten Aufgabe ist aus-
gebliecben. Wohl ist der duBerste Spezialfall, wo samtliche Nullstellen

*) Diese Arbeit wurde als Habilitationsschrift der Eidgenossischen Technischen
Hochschule vorgelegt.
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auf einer Halbgeraden liegen, hinsichtlich des Strahltypus niher unter-
sucht worden (vgl. Hilfssatz 3). Doch ist damit die allgemeine Aufgabe,
aus der Kenntnis der Nullstellenverteilung in jedem einzelnen Winkel-
raum Riickschliisse auf den Strahltypus zu ziehen, kaum begonnen. Die

Betrachtung dieser Situation legt es nahe, die letztere Aufgabe einmal
in Angriff zu nehmen.

I. Eine ganze Funktion f(z) von endlicher Ordnung g besitzt die
kanonische Darstellung

f(2) = z*.ePr2 g (2) . (1.1)

Hierin bedeuten « eine nicht negative ganze Zahl, x(z) das Weierstraf’sche
kanonische Produkt iiber die Nullstellen von f(z) und P, (z) ein Polynom
vom Grad k < p. Ist die Ordnung o keine ganze Zahl, o £ 0,1, 2, ..., 80
ist das Geschlecht der ganzen Funktion und daher sowohl das Geschlecht
des kanonischen Produktes wie der Grad von P,(z) kleiner als p. Der
Faktor z%ef*® und die Abianderung endlich vieler Nullstellen koénnen
daher das Verhalten des Betrages von f(z) nicht ,,wesentlich‘‘ beein-
flussen: Bes micht ganzzahliger Ordnung ist das asymptotische Verhalten der
ganzen Funktion lings irgend welcher Halbgeraden schon durch die asymp-
totische Verteilung der Nullstellen vollstindig bestimmit!).

Damit stellt sich die Aufgabe, aus einer gegebenen Verteilung der Null-
stellen das asymptotische Verhalten der ganzen Funktion langs der Halb-
geraden arg z = ¢ zu berechnen. Diese Aufgabe werden wir im folgenden
nur fiir eine spezielle Klasse von Verteilungen losen, fiir sogenannte
mefbare Nullstellenverteilungen (vgl. Nr. 11). Die gewonnenen Resultate
(Satz 3) lassen sich leicht auf meromorphe Funktionen iibertragen
(Satz 5).

I1. Die Beziehung (1.61) zwischen der Maflfunktion N*(¢) der Null-
und Polstellenverteilung und der Funktion %(p) gestattet eine einfache
geometrische Interpretation. Zu diesem Zwecke untersuchen wir im
zweiten Abschnitt die Hiillkurve der Schar (2.1) unter moglichst allge-
meinen Voraussetzungen iiber % (p). Diese Hiillkurve, im allgemeinen mit
Spitzen und Doppelpunkten aber ohne Wendepunkte, besitzt konvexe
und konkave Bogenstiicke, die entsprechend positiv und negativ gezahlt
zum Begriff der relativen Linge (Nr. 18) eines Bogens fiihren. Darnach ist
2 7t (N*(p,) — N*(p,)) nichts anderes als die relative Lange L(gp,, p,) des
Bogens, der von xcospp 4 ysinpp—h(p) =0,¢, € ¢ £ @, umhiillt
wird (Satz 8). Die Untersuchung gliedert sich in die Fragen, wie sich

1) Dasselbe gilt auch fiir ganze Funktionen vom Minimal- oder Maximaltypus einer
ganzzahligen Ordnung.
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L(p,,p,) aus h(p) berechnen lafit und welches die charakteristischen
Eigenschaften der Bogenfunktion L (p,, ¢) sind, zunichst ohne Riicksicht
auf die Periodizitat der Funktionen & (p) und L(p,, ¢), dann aber unter
der Voraussetzung, dafl beide Funktionen die Periode 2 n besitzen. Hier
taucht ein weitgehender Unterschied auf zwischen nicht ganzzahligem
und ganzzahligem g, dem ein Analogon bei ganzen Funktionen der Ord-
nung e entspricht.

II1. Erlaubt die spezielle Klasse der im ersten Abschnitt betrachteten
Nullstellenverteilungen einerseits leicht den Strahltypus zu bestimmen,
so liefert sie anderseits Funktionen von besonders regulirem asymp-
totischen Verhalten, indem gem&f Satz 3 bis auf eine Menge von linearer
Dichte 0 bei 7 — oo log | f(re??)| ~ h(p) V(r) ist. Wir betrachten nun um-
gekehrt die Klasse jener ganzen Funktionen, bzw. in einem Winkelraume
reguliren Funktionen, die sich auf diese Weise asymptotisch regulir ver-
halten. Die Untersuchungen des dritten Abschnittes zeigen, daf3 solche
Funktionen sich auch hinsichtlich des Argumentes (Satz 12, 13, 14) und
der Nullstellenverteilung (Satz 15) regular verhalten. Wir haben also
hier eine spezielle Klasse analytischer Funktionen, deren Beziehungen
zwischen Betrag, Argument und Nullstellenverteilung sich asymptotisch
leicht erfassen lassen; noch mehr, bei dieser Funktionsklasse lassen sich
Wertverteilung und insbesondere Borel’sche Richtungen mittels des
Strahltypus mit aller hier wiinschenswerten Genauigkeit bestimmen
(Satz 17).

1. Abschnitt. Das asymptotische Verhalten meromorpher
Funktionen mit mef3barer Null- und Polstellenverteilung

A. Vorbereitende Begriffshestimmungen

2. Es bezeichne M (r) den maximalen absoluten Betrag der ganzen
Funktion f(z) auf dem Kreis |z| = r. Gibt es Zahlen v, fiir die der Aus-
druck 7 log M (r) beschrankt ist, so heiflt f(z) von endlicher Ordnung
und die untere Grenze g der Zahlen v von dieser Eigenschaft heilit Ordnung
von f(z). Es bleibt also ¢+ log M (r) fiir jedes feste ¢ > 0 und r > 1
beschrinkt; dagegen kann die obere Grenze des Ausdrucks r—¢log M (r)
fiir » — oo null, positiv endlich oder unendlich sein?). Aus diesem Grunde
ist die Vergleichsfunktion r¢ fiir feinere Untersuchungen zu grob und es
wird notwendig, den Begriff der Wachstumsordnung zu prdzisieren.

2) Die ganze Funktion heit dann entsprechend vom Minimal-, Mittel- oder Maximal-
typus der Ordnung p.
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Zu diesem Zwecke betrachten wir reellwertige Funktionen p(r) von
folgenden Eigenschaften:

1. o(r) ist im Intervall (0, co) stetig.

2. Die Rechts- und Linksableitung von g(r) existieren und stimmen
stiickweise iiberein.

2 ilt )
8. Ba g lim o(r) = o (1.2)
7->00
und
lim o/(r)rlogr = 0 (1.3)

wenn fiir ¢’(r) die Rechts- und Linksableitung von o (r) eingesetzt wird ;
und wir definieren: Eine ganze Funktion f(z) von der Ordnung o ist von der
prizisen Wachstumsordnung o (r), wenn der Ausdruck r—e" log M (r) fir
r—> oo eine positive obere Grenze besitzt. G. Valiron®) hat gezeigt, dal3 auf
diese Weise jeder ganzen Funktion endlicher Ordnung eine prazise
Wachstumsordnung zugeordnet werden kann.

Die nun stets existierende positive Zahl

lim sup ,'.51(77 log M(r) = «

r->0o0

nennen wir den Typus der ganzen Funktion beziiglich der Wachstums-
ordnung o (r). Sie mi3t das maximale Anwachsen von |f(z)| in der ganzen
z-Ebene, sagt dagegen nichts aus iiber ihr Verhalten in einzelnen Winkel-
rdumen oder lings Halbgeraden durch O. Um letzteres zu erfassen
betrachten wir die Funktion

; 1 :
h (p) = lim sup ol log | f(ret®) | . (1.4)

>0

Sie miBt das maximale Anwachsen von |f(z)| lings der Halbgeraden
arg z = @ und wir nennen sie Indikator oder Strahltypust) von f(2)
beziiglich der Wachstumsordnung o (r).

Damit prézisiert sich unsere Aufgabe (Nr. 1) dahin: Man bestimme aus
der asymptotischen Nullstellenverteilung einer ganzen Funktion von
nicht ganzzahliger Ordnung ihre prizise Wachstumsordnung o (r) und
den zugehorigen Strahltypus % (p).

3) Beziiglich des Begriffs der prazisen Wachstumsordnung und des nachfolgenden
Satzes vgl. G. Valiron [2], S.64—67.

!) Die Eigenschaften dieser Funktion wurden erstmals in E. Phragmén et E. Lindelsf
[1] untersucht.
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3. Zwei bedeutsame Ansétze zur Losung dieser Aufgabe sind bereits
bekannt. Um sie zu formulieren, bezeichnen wir die Anzahl der Null-
stellen im Kreis |z| € r mit n(r). Wir wollen iiberdies vom Exponential-
faktor eP® in der kanonischen Darstellung der ganzen Funktion ab-
sehen, da er eine untergeordnete Rolle spielt, und nur das kanonische
Produkt iiber ihre Nullstellen betrachten. Das erste Resultat lautet dann:

Die Funktion o(r) geniige den Bedingungen (1.2) wund (1.3) mit
0 #0,1,2,.... Hat der Ausdruck r—¢".n(r) etne positive endliche obere
Grenze fiir r — oo, so 18t das zugehorige kanonische Produkt von der prdzisen
Wachstumsordnung o (r)®).

Damit ist schon ein Teil unserer Aufgabe gelost, nadmlich die Bestim-
mung der Wachstumsordnung g (r). Geniigt hier allein die Kenntnis des
asymptotischen Verhaltens von % (r), so ist zur Bestimmung des Strahl-
typus die Kenntnis der Nullstellenverteilung in jedem einzelnen Winkel-
raum notwendig. Einen Ansatz in dieser Hinsicht bieten die Unter-
suchungen von E. Lindel6éf und G. Valiron®) iiber solche ganze Funktio-
nen, deren Nullstellen samtliche auf einer Halbgeraden durch O liegen.
Dieses zweite, fiir uns wichtige Resultat lautet:

Hilfssatz 1. Die Funktion o (r) geniige den Bedingungen (1.2) und (1.3)
mit o %~ 0,1,2,.... Liegen simtliche Nullstellen eines kanonischen Pro-
duktes 7 (2) auf der negativen reellen Achse (der Nullpunkt ausgeschlossen)
und geniigt die Anzahlfunktion dieser Nullstellen der Bedingung

n(r) ~ Dre™ | (1.5)

so gilt gleichmdfig in jedem Intervall —n + n< o< xw—n, n>0,

. D
TPy | — 1.6
s 1og |m(ret?) | = o CoS Q@ (1.6)

lim
P> 00

und fir arg z # xn

8

24+1.q (t) dt
log #(2) = (—1) [ Zamar 2

0

(1.7)

wo ¢ = [o], g<o<q+ 1, das Geschlecht des kanmonischen Produlktes
bedeutet.

In beiden Resultaten ist nur von kanonischen Produkten die Rede.
Da letztere durch die Nullstellenverteilung vollstindig gegeben sind, so

5) @. Valiron [2], 8. 67—69.

8) E. Lindelof [1], S. 49—58; G. Valiron [1], S. 230—243. Einen besondern Spezialfall
siehe bei G. Pdlya [1], 8. 571 und V. Bernstein [2], S. 267—293.
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stellt sich naturgemi eine analoge Frage fiir den Fall, wo o (r) gegen eine
nicht negative ganze Zahl strebt. Hier treffen wir ganz andere Verhalt-
nisse an. Losungen liegen nur in Spezialfallen vor und ich gebe zur spatern
Verwendung die folgende wieder:

Zusatz. Liegen die Nullstellen des kanonischen Produktes m(z) similiche
auf der negativen reellen Achse und st thre Anzahlfunktion n(r) von der
Grrofenordnung

n(r) ~r*(logry, ao#x—1, =123, ..., (1.8)

so qult gleichmafig im Winkelraum |argz| < a— 6, 0 < 8 < o,

(=1~

o+ 1

log 7 (2) ~ 2" (log z)x+1 | (1.9)

und (1.7) fir arg z = n. Das Geschlecht q des kanonischen Produktes ist
gleich n, falls « +1>0 wund gleich n—1, falls « +1<07).

4. Beweis von Hilfssatz 1. Wir folgen einer Methode, die G. Valiron
fiir den Fall g(r) >p, 0 < p < 1, verwendet hat und die sich leicht auf
unsern allgemeinern Fall iibertragen 1a(t8).

Bezeichnet K (u, ¢) den WeierstraB’schen Primfaktor

u? us ug
— o e
BEu,)=(1—u)-e 2" 377"

und sind —r,, —7r,, ..., —7,, ... die Nullstellen auf der negativen reellen

Achse, so ist

n(z)-—:ﬁE(-—f—, q) .
1 Ty

Wir schneiden die z-Ebene von —r, bis co lings der negativen reellen
Achse auf und nehmen im Ausdruck

log 7 (z) = :‘:o' log B (—-—;— , q)
v=1 v

tberall denjenigen Zweig des Logarithmus, welcher fiir z = 0 verschwin-
det. Dadurch ist log 7(z) in der aufgeschnittenen Ebene D als regulire
und eindeutige Funktion definiert. Es gilt

—

") E. Lindelsf [1], S.49—58; R. Nevanlinna [1], S. 221.
8) Q. Valiron [2], S. 128—130.
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oo oo

log n(z) = logE(——%,q) dn (t) ::——fn(t)-d log £ (——;— , q)
[ onde Arn(t) dt
:ZFJW”iﬂ%W+n=““”fﬂ“( .
ry 0

Um das Verhalten von log 7 (z) zu untersuchen zeigen wir zunachst, da3

die beiden Integrale
2i+1. 7
“”“fﬂﬂ@+n

Tzat1. Dren . g
191 (z + f)

und

J2 (2) =

71

s |2i=7F,

fiir z in D asymptotisch gleich sind. Zu diesem Zweck betrachten wir ihre
Differenz

o0

[ (n(f) — Dte®)dt 20 (1) di
f £t (z 4 8) B f 1l (z )

71 71

Beschrinkt man den Punkt z auf den Winkelraum

|argz| < n—1n, O<np<m, (W)

80 ist
sin 77

lt+2] >0 (14 |2]) (1.10)

Fir jedes &k > 1 gilt wegen (1.3) und (1.5) fir kr =t < kr

lp#)] = |n(t) — DteN|<e(r)-te™, lime(r) =0 . (1.11)

-» 00
Ferner gibt es zufolge der Voraussetzung des Hilfssatzes eine positive
Zahl 6>0,s0daB g+ d<p(r)<q+1—46,

re(M—e¢—38  monoton wachsend und

(1.12)
re(n—e—1+8 monoton abnehmend
ist fiir geniigend grofle », r > R,. Schlieflich folgt aus (1.5)
n(t) < D'te®, D' > D (1.13)

fiir alle ¢ > 0.
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Zerlegen wir den Integrationsweg (r,, oo) in die drei Teile (r,, k1r)
(k=1r, kr), (kr, o), so folgt zunichst aus (1.10)

k~lr

_ 2pan ‘o) dt | (o) dt
1736 —Ja(a) | < o —f o4 j o+ [ Lo
kr

k~1r

2 rat+1
o Sin 77 |

L+h+h]
Wegen (1,11) ist

b
i< o) % rerran

Aus (1,13) und (1,12) ergibt sich
Ry k~lr

( ﬁ]);ft K wspy®’

. re(r)—q—l

und entsprechend 5
<0425 e

Es folgt
_ k3 k?®
Ty@) —Ja(e) | < g | Kren 4200+ D) 5 + 80) ]rw>-
—~3
Zu £>0 wahlen wir nun k>1 so groB}, daB 2(D+D’)————~ ‘;3,8" ,
3
hierauf r so gro8, daf Kre-e® < —3— und &(r) ]g —g— ; dann ist fiir
geniigend grofle r
2¢
—_— = . pel(r)
| J1(2) J2(z)|<sin77 re

und daher gleichmiBig fiir jedes z in (W):

[« 2]

log 7 (2) = (— l)q-D-zq“f

1

ter) . dt

F s O )

Um das asymptotische Verhalten des letztern Integrals naher zu unter-
telr)

191(¢ + 2)
A bei

?) Im folgenden bedeutet die Gleichung f(r) = O (¢(r)), daB der Quotient —— 2 (r)
00 von einer gewissen Stelle an beschriankt bleibt; f(r) = o (p(r)) dagegen besagt,

suchen, betrachten wir den Integranden () = fiir komplex-

daB lim -f—@— = 0 sei. Insbesondere bezeichnet O (1) eine Grofle, die bei »—>00 beschrankt
r>ow P

bleibt dagegen o (1) eine solche, die bei r — o0 gegen Null strebt.

187



wertige {. Wir beschranken uns auf das KreisduBere |¢| > 7, und schneiden
von r, bis oo langs der positiven reellen Achse auf. Auf dem obern Schlitz-
rand dieses Stiicks D, der ¢-Ebene wiahlen wir arg ¢ = 0 und #¢™ reell.
Hiedurch ist auf D, ein eindeutiger Zweig von y () festgelegt. Betrachten
wir, daf3 das Integral von y (¢) langs des Kreises || = R gegen Null strebt,
wenn R — oo, so folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz, sofern z in D

gelegen ist, g (—z)etn) » gelr)
(— e 2@ s ftq+1(z+>

Dabei ist das Integral im positiven Sinn um den Rand I' von D, zu
nehmen. Man hat

oo
J f te(r)dt 27”'9(” f ter) di + .
$4+1 (¢ 14+ (z 4 ¢)

71 |t =r

Das letztere Integral ist von der GroBenordnung O (—-1——) . Weiter folgt

2]
e dg _ (— 1) 274 (—z)e® 1
zq“'ftq“(zw)“ e*riem —1 +0(T%T)
_ (=1

.etyer).per) L0 (_l_l_l_)
P2

~ sinp(r)n

und daher gleichméafig in (W)

log 7 (z) ~ s Qnew’@-r@‘” 5
b. Durch den Hilfssatz 1 wird unter anderem gezeigt, dafl zu jeder
Funktion ¢(r), die gegen keine der Zahlen 0, 1, 2, ... strebt, eine ganze
Funktion von der Wachstumsordnung g (r) existiert. Weiter folgt, daB
die Funktion r¢" durch eine solche mit weitgehenden Regularitats-
eigenschaften ersetzt werden kann. Um dies zu zeigen, nehmen wir irgend-
eine Funktion g(r), die den Eigenschaften von Nr. 2 mit p > 0 geniigt.
Wir setzen
91(7)=—§9(r) , l<p<2,

|sin pa |

und betrachten nach Hilfssatz 1 das zu g, (r) und an Stelle von

D gehorige kanonische Produkt &, (2). Wéhlen wir nun in den Ausdriicken
log 7, (2) und 2%® jene Zweige, die auf der positiven reellen Achse reell
sind, und setzen wir V(2) = — log o, (%) ,

so folgt:
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Zu jeder Funktion o(r) mit o > O existiert eine Funktion V (2), die auf
der positiven reellen Achse reellwertig, monoton wachsend und von dort aus-

gehend vm Winkelraum | arg z| < Egi der Riéemann’schen Fliche wvon
log z eindeutig und analytisch ist und die den Bedingungen

V(r) ~ ren (1.14)
und

V() ~eer.V(r), z=re¥ (1.15)

geniigt ; letztere gleichmdfig im Winkelraum | argz | < —;i———n , n>0.19)

Mittels (1.2) und (1.3) folgt iiberdies (kr)et* ™ ~ kere) fiir jedes feste
positive & und hieraus in Verbindung mit (1.15) fiir jedes feste z in

|argz|<i;— V(er) ~ze V(r) . (1.16)

Die Beziehung (1.14) erlaubt es nun, im Ausdruck (1.4) die Funktion
r¢™ durch V (r) zu ersetzen, die Beziehung (1.15) und die Regularitiat von
V () gestatten die Anwendung der Phragmén-Lindeldf’schen Methode!!)
auf die Funktion f(z)e~"®. Daraus folgen fiir den Strahltypus k(p) die
bekannten Eigenschaften, insbesondere:

a) Der Strahltypus h(p) ist eine stetrge Funktion des Winkels ¢'2).

b) Der Strahltypus h(p) ist eine subtrigonometrische Funktion von der
Ordnung o, d. h. fir jedes Wertetripel p,, @,, p; mit

JT JT
P11 < Q<< @3 , ‘P2<‘P1<_Q‘ ) (}93‘_‘(P2<—Q“‘

gilt die Funktionalungleichung

h(@p,) sin g (p3—@,) + k(p,) sin o (p; —@s) + h(@s) sin g (ps—@;) = 0. (1.17)

6. Hilfssatz 1 legt folgenden weitern Schritt zur Losung unserer Auf-
gabe nahe: Seien samtliche Nullstellen des kanonischen Produktes s (z)
auf den n Halbgeraden argz =¢,;, 0L ¢, <@, < <@, <27, ge-
gelegen und 7,(r) die entsprechenden Anzahlfunktionen, die den Be-
&

ingungen ny(r) ~d;re?" , o(r)—>0#0,1,2,...

geniigen mogen; man berechne den Strahltypus von x(2).

10) V. Bernstein [1], S. 346—348.
1) E. Phragmén et E. Lindelsf [1].

12) Folgt also aus (1.8) firr den Strahltypus des kanonischen Produktes in Hilfssatz 1
die Beziehung h(p) =

- cos g zunéchst fir lcp| < mr, so gilt sie wegen der Stetig-
. sin o
keit von h{p) fir alle @ mit ]cpl £m.
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Zur Losung dieser Aufgabe und zugleich zum Hinweis auf die Art der
spatern Verallgemeinerung bezeichnen wir mit n(r, ¢) die Anzahl der
Nullstellen im Sektor |z| £ r, 0 € arg z < ¢, und nennen den fiir jedes
@ existierenden Grenzwert

. n(r,

lim —%E-—?—?lzN(q)) (1.18)
MaBfunktion der Nullstellen im Winkelraum 0 < argz < ¢. Fiir diese
Treppenfunktion N (p) gilt

N@)=d,+dy,+ -+ +d;, wenn P <P Z Piyqs
und

0 fir o @, @, 0., @,
dN((p)'—di fir g =¢; .

Bezeichnet 7,(z) das kanonische Produkt iiber die Nullstellen auf der
Halbgeraden arg z = g@,, so ist

7t (2) :::{nY 7w (2) .

Fir ¢ # ¢, 9,5 ..., ¢, folgt aus Hilfssatz 1

nd,
log |m;(2) | ~ = cos (¢ |p;— @ |—em) V(r)

sin o7
und hieraus
1
}ixg Vi )log | 7 (ref®) | = Qﬂzd cos (¢|p;—o@|—om) .

Setzen wir das Differential dN (p) periodisch iiber das Intervall (0, 2 x)
hinaus fort und beachten wir, dal dN(p+0) =d, fir 6 =@, —¢
(mod 27x), sonst aber Null ist, so kann letztere Summe als Stieltjes’sches
Integral geschrieben werden. Es folgt

27

fcos (00 —onm)dN(p+0) , (1.19)

0

i i 108 1709 | =
Wenn @ £ @, QPoy oeoy Ppe

Als stetige Funktion ist daher der Strahltypus von z (2) fiir alle Winkel ¢
gleich der rechten Seite von (1.19).

Erlaubt die besondere Art der hier betrachteten Nullstellenverteilung
einerseits leicht den Strahltypus zu bestimmen, so liefert sie anderseits
Funktionen von besonders regulirem asymptotischen Verhalten, indem
gemal (1.19) fiir alle von ¢, @,, ..., ¢, verschiedenen Winkel ¢ in (1.4)
der Limes superior durch den Limes ersetzt werden darf. Was diese
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Regularitat fir ¢ = ¢, ¢,, ..., ¢, zerstort, sind vorab die Nullstellen,
die das Anwachsen der Funktion lings der Halbgeraden argz = g,
v =1,2,...,n, stellenweise herabdriicken. Doch ist zu erwarten, daB
das allgemeine regulire Anwachsen sich noch irgendwie in die Grenz-
strahlen hinein fortsetze, etwa so, daBl die Abweichungen von der regu-
laren Linie eher ,stellenweise“ als ,stiickweise* seien. Ein solches
Verhalten konnen wir z. B bei der Funktion sin zz feststellen. Fiir
p # 0, gilt lim—log | sin (wre‘) | == | sing |, aber nicht fiir =0

oder ¢ = m. Stanzen wir jedoch die Umgebungen |z 4 n | < ¢, ¢ > 0, der
Nullstellen von sin 7z aus der reellen Achse aus, so gilt im ibrigen Teil,

wie klein auch diese Umgebungen gewéhlt werden, lim log smzz| 0.

o> | ]

7. Die allgemeine Klarung des eben dargelegten Sachverhaltes beruht
im wesentlichen auf

Hiltssatz 2. Sei F'(2) in |2| € R reguldr,

log |F(z)| < A fur|z] < R
und bei gegebenem k < 1

log |[F(z)| = — A furemzyin|2z| < kR .
Dann gibt es

a) zu jedem ¢ > 0 exn nur von k und  abhingiges H = H (k, {), so daf3
log |F(z)| > — AH
fir |z| € k R, ausgenommen in Kreislein, deren Radiensumme < R.
b) Eine nur von k abhingige Zahl H = H (k), so daf3
|fd{argF(z)} | < AH ,

wenn lings einer einfachen Jordankurve in |z| € k R integriert wird, die
wrgend zwei Punkte der Peripherie |z| = k R verbindet und die Nullstellen
merdet.

Dies ist eine einfache Verallgemeinerung des nachfolgenden Hilfssatzes
von V. Bernstein und M. L. Cartwright. 13).

13) Zum ersten Teil (a) vgl. V. Bernstein [3], S.179. — Zum zweiten Teil (b) vgl.
M. L. Cartwright [1], S. 44—46.
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Hilfssatz 3. Die Funktion F(2) sei in |z| € R regulir und genilge dort
den Bedingungen
log |F(0)| = —4
und
log |F(2)| <€ 4 .
Dann gibt es
a) zu jedem « <1 und n> 0 etne nur von « und n abhdngige Grife
H = H (x, n), so daf3 vm ganzen Bereich |2| <€ xR

log |F(z)] >—HA
18t ausgenommen hochstens in Kreisletn mit der Radiensumme < n R.

b) Zu jedem k <1 eine nur von x abhingige Grofle H = H (k), so daf
|fd{arg F(z)}| <HA ,

wenn lings eines einfachen Jordanbogens in |z| € kR integriert wird, die
irgend zweir Punkte der Peripherie |z| = xR verbindet und die Nullstellen
meidet.

Wir beweisen Hilfssatz 2 mittelst Hilfssatz 3. Sei z, auf der positiven
reellen Achse, was durch Drehung der z-Ebene immer erreicht werden
kann. Um z als Mittelpunkt legen wir den Kreis vom Radius r = (1—k)R
und wenden darauf mit « = 2 und 7 = 2 den Hilfssatz 3a an. Hiernach
ist in |z—z20| Z 27

log |[F(z)| >—H(%, })A=—H, A4, (1.20)
ausgenommen hochstens in solchen Kreislein, die wegen 7 = > das
Intervall (zy — 27, 2, — 3 7) nicht ganz iiberdecken kénnen. Dort wihlen
wir einen Punkt z,, fiir welchen (1.20) erfiillt ist und wenden auf den

Kreis |z —z,| £ r wieder den Hilfssatz 3a mit x = 2 und # = I an

kR 3k
und fahren so fort. Nach hochstens [*;-] = [1_:1?:] Schritten kommen
3

wir mit dem Punkt 2z, in das Intervall (— 17, 4 17) hinein. Fiir diesen
Punkt gilt

3k

log | F(z,) | >—H,"*- 4 -

Eine abermalige Anwendung von Hilfssatz 3a mit « = 1+ 2k und

2+k
n = { auf den Kreis |2—2,| € R——%:R(l——-l—-;——l-c) ,derin |2| £ R

enthalten ist, ergibt
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3k

log | F(z) | = —-Hlﬁ-Hz-A

fir |z—2,|<R—2r=R(1—2(1—k)) ausgenommen in Kreis-

- ;k) <n R ist. Der Kreis

|2—2,| € R(1— 2 (1 —k)) enthilt aber den Kreis |z| € kR und da-
mit ist die Behauptung a) bewiesen.

lein, deren Radiensumme <7 R (1 o

Zum Beweis von b) integrieren wir zunéchst iiber einen Durchmesser
des Kreises |z] € k R. Gemaf Behauptung a)!4) kann dieser Durchmesser
mit zwei Kreisen iiberdeckt werden, fiir welche die Voraussetzungen von
Hilfssatz 3 erfillt sind. Daraus folgt dann b) im Falle eines Durch-
messers. Der allgemeine Fall ergibt sich daraus in Verbindung mit der
Bemerkung, daB3 die Anzahl der Nullstellen von F(z) in |z| € kR den
Tog nicht iibersteigt 15).

8. Sei nun f(z) eine in | arg 2z | € « reguldre Funktion von der Wachs-
tumsordnung o (r) und dem Strahltypus 2(p) und es gelte fir 0<p<o

Betrag

lim

m V:r) log |f(ret?) | =k (@) . (1.21)

Wir untersuchen bei beliebig kleinem vorgegebenem &> 0 die Menge
M (&) der r-Werte im Intervall (0, oo), fiir die

| log|f(r)| — Rh(0)-V(r)| < eV(r) . (1.22)

Hierzu wahlen wir ¢ > 0 beliebig klein und % = %, wodurch die GroBen
{ und %k und hiedurch auch die GroBe H = H (k, {) in Hilfssatz 2 fest-
gelegt sind. Danach wéhlen wir 8 so klein, da3

e [1—sin f\¢
| 2 (p) — h (0) cos Q¢I<8H'(l+sinﬁ) (1.23)
fir || £ B und beschreiben dem Winkelraum | argz | < f eine Schar
von Kreisen |z— R,| € 1 R,sinf mit 1 =R, < R, < B;<... und

R,.,=R,- ii‘i :Eg =1,2,3,... ein, so dall jeder Kreis seine

beiden benachbarten von auBlen berithrt und sie deshalb die ganze
positive reelle Achse bis auf das Intervall 0 <z <1—1sing voll-
stdndig iiberdecken. Neben dieser Schar betrachten wir noch eine zweite,
die von den Kreisen |z — R,| € R, sin 8 gebildet wird.

—

k
14) Man wihle dort etwa { = 5

15) Letzteres ist eine unmittelbare Folge der Jensen’schen Ungleichung.
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B

Wihlen wir nun irgend ein g, im Intervall 0 < <-—, so liegt R, e'%e

4
im Kreis |z — Z 4 R, sin f und es gllt nach Voraussetzung (1.21) fiir
geniigend groBe r
|log | f(B,e%e) | —higo) V(R,) | < ;3 (L—sin )e-V(R,) ; (1.24)
ferner

loglf(z)|——h(w)V(|z|)<4},-(i::ﬁ;‘ﬁ)"-mzl) (1.25)

fir |2— R,| € R,sin B, n > N,. Wir setzen
F(z) = [(2) e #0)7(), (1.26)

Dann ist wegen (1.23), (1.24), (1.25) und (1.16) fiir geniigend groBe
n,m>N,>N,

log | F(2) | - < 577 (1—sin )¢ - V(R,)
fir |r— R| < R,sinf und
log | F(R, ¢77)] > — 57 (1 — sin f)e - V(R,)

mit [R,e*?*— R, | £ 1 R, sin 8. Durch Anwendung von Hilfssatz 2 mit
den eingangs festgelegten GroBen ( und k=3 auf F(z) im Kreis
|z— R,| € R, sin f folgt '

log |F(z) | > — % (1 —sin f)e-V(R,) > — £V(2)

in |2— R,| € 4 R,sin g fiir n > N, > N, ausgenommen in Kreislein,
deren Radiensumme < (R, sin § ist. Diese Ausnahmekreise bedecken
also von der positiven reellen Achse in jedem Intervall (0, ) hochstens
eine Menge vom Mafl 2({r 4 2 {rsin f<4 {r *%). Rechnen wir das
Intervall 0 < 2 < Ry (1 + % sin ) zu den Ausnahmeintervallen, die
von den Ausnahmekreislein herrithren, noch hinzu, so folgt: Es gilt
log |[F(r)| > — eV(r) und daher wegen (1.26) und (1.25) auch (1.22) auf
der ganzen positiven reellen Achse hichstens mit Ausnahme einer Menge,
deren Maf im Intervall (0, r) den Betrag 4 { r + Ry (1 + 4sin f) nicht
iibersteigt. Bezeichnet m(r) das MaBl des im Intervall (0, r) gelegenen
Stiicks der Menge IR (¢), so ist lim inf ( ) >1—4 (. Da aber (&) nur

r->00

16) Eine ahnliche Verwendung von Hilfssatz 3 vgl. bei M. L. Cartwright [2], [3], [4];
insbesondere [2], S. 165.
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von ¢ abhangt und { unabhéngig von e beliebig klein gewihlt werden
kann, so folgt

lim 227 —1 (1.27)

Satz 1. Es sei f(z) eine in | arg z | € « reguldre Funktion von der Wachs-
tumsordnung o(r) und dem Strahltypus h(p) und es gelte fir 0 <@ <o
(1.21). Bezeichnet M (e) die Menge der r-Werte in (0, o), fiir die (1.22)
erfillt st und m(r) das Maf von M (¢) in (0, 7), so gilt (1.27).

Das asymptotische Verhalten von log | f(r)| unterscheidet sich also von
demjenigen der Funktion A(0)V(r) nur ,,stellenweise’* und kann als eine
Verallgemeinerung der Limesbeziehung (1.21) aufgefat werden. Seine

Bedeutung fiir spatere Untersuchungen rechtfertigt eine genauere
Begrifisbestimmung.

9. Sei im Intervall (0, oo) eine Punktmenge I gegeben, die in jedem
Teilintervall im Lebesgue’schen Sinne meBbar ist. m(r) bezeichne das
Maf} des im Intervall (0, r) enthaltenen Stiicks dieser Menge. Wir nennen
m(r) die zur Menge M gehorige MaBfunktion und definieren:

1. Die Zahlen

lim sup ———(—l-—D bzw. lim inf m () = D
7> >0 r -

heiflen obere bzw. untere lineare Dichte der Menge IN.

2. Ist D =D , gilt also
m (r)

Iim
r->00

8o heifit M von linearer Dichte D. 17)

=D=T)=—-_—1_),

Aus dieser Definition folgt unmittelbar:
_ (a) Hat 0t die obere lineare Dichte D, so hat die Komplementarmenge
M die untere lineare Dichte 1 — D.

(b) Der Durchschnitt zweier Mengen von linearer Dichte 1 ist wieder
von linearer Dichte 1.

(¢) Der Durchschnitt einer Menge von der Dichte 1 und einer Menge
von der obern linearen Dichte D hat wieder die obere lineare Dichte D.

Aus dem dargelegten Begriff ,,Menge von linearer Dichte‘ ergibt sich
folgende Erweiterung des Grenzwertes an der Stelle x = co

17) Die Begriffe untere und obere lineare Dichte wurden in Besicovitsch [1] definiert.
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Definition : Die Zahl 1 heifit ,,dominierender Hiufungswert der
Funktion @ (x) fir x — oo, wenn es zu jedem ¢ > 0 im Intervall 0<x < oo
eine Menge M (&) von linearer Dichte 1 gibt, so daf

lp(x) —1|<e, (1.28)

sobald x der Menge IR (€) angehort.
Dieser ganze Sachverhalt soll kurz durch die Schreibweise
lim* ¢@(x) =1

ausgedriickt werden. 18)

Nach dieser Definiton darf die Ungleichung (1.28) im Gegensatz zum
Grenzwert in unendlich vielen, gegen Unendlich strebenden Intervallen
falsch sein, sofern nur das Maf3 dieser Ausnahmeintervalle im Vergleich
zum Ausmafl des ganzen Intervalles verschwindend klein ist. Es wird also
im allgemeinen [ nicht der einzige Haufungswert von ¢ (x) fiir £ — oo sein.
Betrachtet man aber nicht nur die Existenz eines Haufungswertes b,
sondern auch die ,,Affinitat*, welche ¢ (x) im Intervall (0, co) zu diesem
Haufungswert besitzt, d. h. die untere lineare Dichte der Menge M (z),
fiir welche bei kleinem ¢ > 0 die Ungleichung |¢(x) — k| < ¢ erfiillt ist,
8o hat bei obigem Sachverhalt der Haufungswert ! gegeniiber allen andern
den Vorzug. Denkt man sich etwa statt der Haufungswerte Kugeln von
der Grofle ihrer Affinitat zur Funktion ¢(x), so wird bei jedem noch so
feinmaschigen Sieb die zum Haufungswert I gehorige Kugel als einzige
im Siebe bleiben, ! ist also der ,,dominierende Haufungswert‘. Dieser
Sachverhalt wird durch folgenden Satz noch vertieft:

Satz 2. Die Aussage
» lim* @(x) =1 «

> ®

18t gleichbedeutend mit der folgenden :

,, 08 gibt im Intervall 0 < x < oo eine feste Menge MM von linearer Dichie 1,
so daf} vm gewohnlichen Sinne
limg(x) =1,

wenn x in dieser Menge I gegen Unendlich strebt.

18) Falls die Funktion ¢ () integrierbar und absolut beschrinkt ist im Intervall (0, co),

z
ist dieser ,,dominierende Héufungswert‘‘ identisch mit dem Mittelwert lim __1__“‘ p(t)dt .
>, T

Im allgemeinen aber sind diese beiden Begriffe nicht miteinander vergleichbar. Denn
ersterer besagt etwas iiber alle Werte von ¢(z) im Mittel, letzterer aber etwas tiber die
meisten Werte im einzelnen, iiber die andern dagegen gar nichts.
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Beweis : Ausgehend von der Definition des dominierenden Héaufungs-
wertes 148t sich zur Zahlenfolge 1, 1, 4 + ... eine Folge von Mengen

12232 0y P

M, M, ..., M,, ... mit linearer Dichte 1 derart bestimmen, daBl
ﬂﬁl)mz) eI, -

und p@) 1<} fir zcMi=123,. .

Bedeutet m;(r) die zu IN; gehorige Malifunktion, so gibt es eine wach-
sende, gegen Unendlich strebende Folge positiver Zahlen r,, so daB
my(r) > (1 —4) r fiir r > 7,4 =1,2,..... Bezeichnet nun M; den im
Intervall (0,7,,,) gelegenen Teil der Menge IN;, so hat die Vereinigungs-
menge It aller dieser Mengen I die im Satz behauptete Eigenschaft.
Denn fiir ihre MaBfunktion m(r) gilt m(r) = m,(r) fir r,<r < r;,.
Es hat also )t die lineare Dichte 1. Gehort ferner « der Menge It und dem
Intervall r, < x <€ r;, an, so gehort x auch zur Menge ;. Folglich ist
woraus sich die Behauptung lim ¢ (x) = [ fiir x ¢ M ergibt.

Der Beweis der Umkehrung ist einfach und sei dem Leser iiberlassen.

Aus den Eigenschaften der Mengen von linearer Dichte ergibt sich
leicht, da der dominierende Haufungswert von der Auswahl der Mengen
M (¢) unabhéngig, also durch die Funktion ¢ (x) eindeutig bestimmt ist.
Ebenso folgt, dafl die Rechenregeln fiir Grenzwerte auch fiir dominierende
Héaufungswerte Geltung besitzen. Denn sind ¢, () und ¢, (z) zwei Funk-

tionen, fiir die lim* ¢, (z) und lim* ¢, (x) existieren, so gilt nach Satz 2 fiir
>0 > o0

zwei feste Mengen 9, und M, von linearer Dichte 1

lim ¢,(x) =1, bzw. Iim @,(x) =1,.
z —IN1> © z —Mg>
Dasselbe gilt auch fiir den Durchschnitt dieser Mengen, der ebenfalls
von linearer Dichte 1 ist und durch Anwendung der Rechenregeln fiir
Grenzwerte folgen dann wieder unter Verwendung von Satz 2 die ent-
sprechenden Rechenregeln fiir dominierende Haufungswerte. Es gilt

lim* ¢, () + lim* @,(z) = lim* (¢, (2) + @z (%)) , (a)
Z-» 00 > >0
Lim* @, (2) - im* @;(x) = lim* (¢,(2) - @a(@)) , , (b)
Z-» Z-> R T 0
lim* x
ac.->oo (pl( ) :hm* @1 (x) , (0)
lim* ¢, (x) s> Pa(T)
Z > 00
letzteres sofern g,(x) £ 0 und lim* @,(x) # 0.
T->» 0
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GeméalB unserer getroffenen Begriffsbestimmung it sich jetzt die
Behauptung von Satz 1 so formulieren:
Es gilt
.« log |f(r) |
lim* —=——"" =4 (0) .
Al (R
Entsprechend erfihrt das Resultat (1.19) von Nr. 6 mittels Satz 1
folgende Prazisierung:

Wird die in Nr. 6 betrachtete Nullstellenverteilung zugrunde gelegt, so gult
fur alle Winkel ¢

2w

Lim* fcos (00 —om)d N(¢p + 6) (1.29)
0

1
r>00 V(‘I’)

log | 7 (rei?) | =

sin g7

und in jenen Winkelrdumen, die keine Nullstellen enthalten, darf lim*
durch lim ersetzt werden.

B. Ganze Funktionen mit meBbarer Nullstellenverteilung ;

Verallgemeinerung auf meromorphe Funktionen

10. Durch geniigende Verfeinerung der obigen Nullstellenverteilung
1aBt sich erreichen, da8 die zugehorige MaBfunktion N (p) mit beliebiger
Genauigkeit eine vorgegebene monoton wachsende Funktion approxi-
miert. Alle diese Verteilungen sind aber insofern noch von sehr spezieller
Natur, als die Nullstellen immer nur auf einer endlichen (wenn auch
beliebig groBen) Anzahl von Strahlen durch 0 liegen diirfen. Um uns von
dieser Forderung loszulosen, miissen wir einen ,,Verschmierungsprozef‘
vornehmen, dessen Moglichkeit auf der folgenden Tatsache beruht: Das
asymptotische Verhalten eines kanonischen Produktes mg(z), dessen
Nullstellen im Winkelraum |argz—=z| < 6 gelegen sind und der
Bedingung (1.5) geniigen, nihert sich demjenigen von z(z) (vgl. Hilfs-
satz 1) um so mehr, je kleiner der Winkel é wird. Genauer formuliert
heifit dies:

Hilfssatz 4. Zu jedem ¢ > 0, n > 0 und & > 0 existiert ein 6= 0(e,n, &)
mit > 6 >0 wvon folgender Higenschaft: Liegen sdmtliche Nullstellen
_eines Wederstrafs’schen kanonischen Produktes mg(z) tm Winkelraum
|argz — x| £ 0 und gentigt die Anzahlfunktion dieser Nullstellen der
Bedingung

n(r) ~Dre®™ . o(r) -0 #0,1,2,..., (1.30)
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8o gqilt gleschmdfig im Intervall || € mw—n fir gentigend grofe r

nD
| sin o7 |

log | 75 (ref?) | — —

s o cos pp-V(r)|<e

V() . (1.31)

In den Restintervallen #— n < |@| € n gilt nur

log |ms(re*?) | — .nD cos pp -V (r) <e ik

sin o7 W . V('r) (l .32)

gleichmapug fir alle gentigend grofen r, wihrenddem

: nD nD
log [758 (re“f’) l —sin om . V(T) > €& W

V() (1.33)

gitltig vst fir alle r > 0 bis auf eine Menge von oberer linearer Dichte < &.

Beweis: Wir beweisen den Hilfssatz in drei Abschnitten, indem wir
bei gegebenem & > 0, > 0, £ > 0 zeigen:

1. 6 1aBt sich so klein wéahlen, daB (1.31) fiir geniigend groBe r gleich-
mafig im Intervall —n 4 n £ ¢ € n— 7 erfiillt ist.

2. 0 1aBt sich iiberdies noch so klein wahlen, daf} fiir geniigend grofle r
(1.32) auch in den Restintervallen » — 5 € |p| € & erfiillt ist.

3. 6 1aB3t sich schlieBlich so klein wahlen, dafl (1.33) auch in den Rest-
intervallen # — n € |¢| € = fiir r > 0 bis auf eine Menge von oberer
linearer Dichte < & erfiillt ist.

Erster Schritt. Wir bezeichnen die nach wachsenden Betragen geord-
neten Nullstellen von wg(z) mit — a, = — r,€'*, |«,| € 8, und betrach-
ten die beiden Produkte

und

wobei das Geschlecht ¢ des WeierstraB’schen Primfaktors E (u, ¢) (vgl.
Nr. 4) gleich der groften in ¢ enthaltenen ganzen Zahl ist. Bezeichnet
C, den Bogen, der 7, mit r,¢*» verbindet, so folgt

log m5(2) — log 7, (2) ——2(10g E(———- y q) — logE(—— , q))

= (1.34)
o d Zq+1dc
=v§10 (dC log E(— —,Q))dC——(“l)QHZf&-qﬂz—l—é‘)
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z = re*¥ und { =1tet9 gesetzt, gilt wegen || < w— 17, |0] £ dund d<7p
die Ungleichung

lz4-¢| > (r + 0) sinn—;

Das Integral der letzten Summe von (1.34) ist absolut kleiner als
6 . e+l

.. 7—90
sin ~—; cri(r+r,)

und deshalb

oo

5 & rn g frwdn(t)
=2 v=172(r4r,) sin 22 A t(r + 1)

(- ]

——J” b e (ﬂ( r t))

Wegen (1.30) verschwindet das erste Glied der letzten Seite. Der
Differentialquotient unter dem Integral ist negativ. Sein absoluter

Betrag ist kleiner als _a+1 und folglich

log 7y (ref¥) — log my(ret?) | <

sin 7

0-r¥+in (t)

77__61‘,0(7' + ¥) l sin

sin

$(r +19)
5 oo () dt
log | 75 (re*?) | — log | mo (re'?) | l/ (q:——ﬂ)’frtq“(?:'(-lzt) -
2
6
(¢ ;l__; log 7y (r) .
sin

2
Wahlen wir nun bei beliebig kleinem aber festem 7 > 0 die Zahl § so
de+1) 1)

sin

klein, daf} so ist

2 b4

2
| log my(rei?) | —log | o (rei?) | | < - log wo(r)

woraus sich in Verbindung mit Hilfssatz 1 ergibt, daf} bei geniigend
groBem 7 (1.31) gleichméaBig im ganzen Intervall —n4-nZ @ £ w— 1
erfiillt ist. Damit ist der erste Schritt bewiesen.

Zweiter Schritt. Der Beweis dieses Teiles gelingt mit Hilfe eines
Phragmén-Lindelof’schen Satzes iiber den Strahltypus!®). Ist ¢>0

19) E. Phragmén et E. Lindelsf [1], Gilt fiir eine ganze Funktion der Ordnung ¢

7 A
h(fa) €4, 0<a<< ;—9—, so folgt h((p)<008 T cos o, |cp| Za.
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beliebig vorgegeben, so laBt sich aus Stetigkeitsgrinden %’ mit

0< 7' < % , ' <n, so klein wihlen, daB
o &) coselg—mn) €
(:t cos ¢ (x —n') + 4) 508 a7 <= cos ep + 5 (1.35)

fir n — 7' 2 ¢ £ n. GemdB dem ersten Schritt gilt fiir geniigend
kleines 6, mit %’ an Stelle von %:

. log | 7g (re?) |
lim .
! H:up V(r) sin pmw

e aD
4 |sin gn|

cos o + (1.36)

fir |p| € n— 7’. Der Wachstumsindikator A (p) der ganzen Funktion
7tg5(z) von der Ordnung p geniigt also in den Enden des Intervalls

n—n'p<Zat+n, y <-gé, der Ungleichung

nD €

h(z L)< T on] 4

I
Sin g elm—mn") +

und infolgedessen nach dem Satz von Phragmén-Lindel6f im ganzen
Winkelraum & — 5’ < ¢ € & + n’ der Ungleichung

h(@) < D cos o (r—n') € cos g (¢ — 7)
4 sin on 4 | sin o | cos oy’

Beriicksichtigt man (1.35) und (1.36), so folgt

£ D
2 |sin om| ’

h(p) < cos o + lpl<n,

sin o7
womit der zweite Schritt bewiesen ist.

Dritter Schritt. Seien ¢ > 0, n > 0 und & > 0 beliebig kleine vorgegebene

Zahlen. Durch ¢ = —é- und £ = 4 sind dann die Gréfen ¢ und & und

damit auch H = H (k, £)>1 in Hilfssatz 2 festgelegt. Darnach wihlen
wir 5” < 7 so klein, daB

nD
| sin g7 |

€ (1———sin 47]”)9 e

i — = —_—
COS g — oS g7t oS o (p — m) l<24H T sin 47

<%
(1.37)
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fiir |p — n| £€ 4 7” und bestimmen hierauf gem#B dem zweiten Schritt &
so, daB fiir geniigend groBe |z|, |z] > R,,

1—sin 47"
log. | m5@) | < g eo8 09 -V(12]) + 7 {Tram g V(12D

(1.38)

sin ox

gleichméaBig in | argz| £ n# und gem&B dem ersten Schritt

nD
lOg lﬂs(z) l > si

. —_ —_— /4
o cos pm - V(|z]) 6H(1 sin 47")e-V(|2])

(1.39)
gleichmaBig in |argz| € swx— 9" . Wir betrachten nun die in
| arg z — = | < n|o eindeutige und regulire Funktion

F(2) = mg(2) e—7 D cotg em-Fize™ ™) (1.40)

auf der Kreiskette |z 4 R,,] R,sin4 " mit R, =2R, und R, , =
R,(14+4sin47"),n=1,2,3, ..., die im Winkelraum |arg z —x| 47"
enthalten ist. Wegen (1.37) bis (1.40) und (1.16) folgt

1 —sin 47"

log | F@) | < g7 (T smi

) V(]z|)<3iﬂ (1 —sin 47")eV(R,)
fir |z+R,| < R,sin4 9", n >N, und

log | F(R, &™) | > — g7 (1 —sin47’)e-V(R,), n>N,
Dabei ist R, e*™=") in |z+ R,|<{ R, sin 4 5" enthalten. Durch An-
wendung des Hilfssatz 2 mit den eingangs festgelegten Groen { und k&
auf F(z) in den Kreisen |24 R,| € R, sin 4 5" folgt
log |F(2)| > — = (1 — sin 4 n")e V(R,) > -—-z— sV(|2|)

und hieraus in Verbindung mit (1.40) und (1.37)

log | m5(2) | >——"— cos g9 -V(|z|) —eV(|z])

sin o7

fir alle z in |24 R,| € 3R, sin49",n> N, > N,, ausgenommen je
hochstens in solchen Kreislein, deren Radiensumme < { R, sin 4 " ist.
Die Kreise |z+ R, | € 4 R, sin 4 " iiberdecken aber bis auf ein endliches
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Stiick den ganzen Winkelraum | arg z — n| < 7", wihrenddem die Aus-
nahmekreislein auf jedem Strahl dieses Winkelraumes héchstens eine
Menge von oberer linearer Dichte 2 { = £ iiberdecken konnen. Daraus

folgt aber (1.33) mit ¢ an Stelle von ¢ ——739———
|sin g7 |

und wegen (1.39) dann im ganzen Winkelraum = — n £ |¢| &€ = fiir alle
r > 0 hochstens mit Ausnahme einer Menge von oberer linearer Dichte
< &, Damit ist auch der dritte Schritt bewiesen.

Mit dem gleichen Beweisverfahren folgt aus dem Zusatz des Hilfs-
satzes 1 (Ende Nr. 3):

zundchst fir n— 7”2 |p|€ n

Zusatz: Sind die Nullstellen im Winkelraum | argz—mn| < 6 von der
Gréenordnung

n(ry ~Dri(logry*, n=1,2,..., az#—1, (1.30a)

so gilt gleichmdfig im Intervall |p| € m — n fir geniigend grofe r

: —1)»D D
log | s (ret?) l-—-( OHE ] ™ (log 7)o+t . cos np | < ¢ o) r®(log r)xtt,
(1.31a)
In den Restintervallen 1 — n < |@| € = gilt nur
. — 1D D
log | 75 (ret?) | _—%t{_—)—_l_— r*(logr)*tlcosng < & T r® (logr)«t+t
(1.32a)
gleichmiifirg fiir alle geniigend grofen r, wihrenddem
: —1)»D D
log | wg(ret?) | — L&—_T_)—l—— r®(log r)** cos np > —e¢ o r® (log r)*+1
(1.33a)

giiltig ist fir alle r > 0 bis auf etne Menge von oberer linearer Dichte < &.

11. Im AnschluB an Nr. 6 und Nr. 10 ist es nun naheliegend, allgemein
solche Verteilung der Nullstellen zu betrachten, bei denen der Grenzwert
(1.18) fiir jedes ¢ existiert und diesen Grenzwert N (p) zur Berechnung
des Strahltypus heranzuziehen. Diese Art, die Nullstellenverteilung zu
charakterisieren, ist aber in doppelter Hinsicht nicht ganz zweckmafig:

1. Der Strahltypus ist gegeniiber Translationen der z2-Ebene invariant,
dagegen nicht die Funktion N (p). 2°)

20) Man betrachte etwa die beiden parallelen Punktfolgen {n -+ 'r,} und { n— i},
n=1,23,..., ¢+ = imaginére Einheit. Thre MaBfunktionen sind verschieden. Denn fiir
die erste gilt N (0) = 0, N (¢) =1 (0 < ¢ < 2 =) und fiir die zweite N (¢p) =10 ¢ 2),
N(27) = 2.
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2. Es gibt Nullstellenverteilungen, die nicht von der festgesetzten Art
sind, deren zugehoriger Strahltypus sich aber leicht nach Hilfssatz 4
berechnen lafit. 21)

Um allgemein vorzugehen, definieren wir:

G1bt es zu jedem & > 0 Strahlen von der Richtung

Pr15P2s s Prs Prpr =91 + 27,
mit 0<¢1<¢2<"'<‘pn<2n’ (E)

Qi —P:<e, 1=1,23,...n,
derart, daf die Grenzwerte

n(r s Pi s (pi+1) (1‘41)

lim ey

7> 00

firi=1,2,3,...,n existieren, so heifft die Nullstellenverteilung me8bar
beziiglich der Ordnung ¢ (r) 2%). Dabei bedeutet n(r, ¢,, ¢;,,) die Anzahl der
Nullstellen im Sektor |z| < r, ¢; € arg z < ¢;,,. Um solche Verteilungen
durch eine Funktion N (p) zu charakterisieren, setzen wir

lim sup r—e". n(r, ¢) = N(gp) *)

r->»w

lim inf e .qu(r, ) = N (p)

und setzen diese Funktionen gemifl der Bedingung
N(@+2n) = N(p)d:-N(2n) bzw.  N(p+2a) = N(p)+N(2n)

iiber das Intervall (0, 2 z) hinaus fort. Es sind N (p) und N (p) fiir alle ¢
monoton wachsend; sie haben also hochstens abzahlbar viele Unstetig-
keitsstellen. Wir zeigen, dal3

lim 20 9 #) _ (g7 _N(g) = N (g") — N (¢) (1.42)

rooo re(r)

21) Man wahle z. B. auf den Geraden = - %, z > 0 und * — 7, > 0 je eine Punktfolge,
die zusammen mefbar, einzeln aber nicht meBbar sind beziiglich ¢(r) = % . Fir keinen
Winkel ¢ wird dann der Grenzwert (1.18) existieren. Dagegen subsummiert sich dieser
Fall sehr wohl fir jedes d > 0 unter die Voraussetzungen von Hilfssatz 4 (immer abge-
sehen von endlich vielen Nullstellen).

%2) Es sei ausdriicklich bemerkt, daB diese Definition nur die Existenz von beliebig feinen
Einteilungen des Intervalls (0, 2 7v) verlangt und nicht etwa, daB jede der méglichen Ein-
teilungen sich beliebig verfeinern lasse. Letzteres ist auch nicht eine Folge des erstern,
wie leicht durch Beispiele belegt werden kann.

B) n(r, p) bedeutet wie frither die Anzahl der Nullstellen im Sektor |z| £r,
0LZarg z << .
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ist, wenn @’ und ¢” zwei beliebige Stetigkeitsstellen der Funktion E(tp)
sind. Zum Beweis wahlen wir # so klein, dafl bei beliebig vorgegebenem
e>0

| F@)—N@) <5 bzw. |[Ng)—N@") | <,

sobald |¢ — ¢’| < 7 bzw. |p — ¢”| < 5 ist. Nach Voraussetzung existiert
aber eine so feine Einteilung (E), daB in die Intervalle (p’, 9’4 %) und
(@” — n, ¢”) je ein Strahl von der Richtung ¢, und ¢, zu liegen kommt.
Darnach ist

lim sup reM.n(r,p’,¢") 2 lim re.n(r, @, )+ ¢

700 00
und

lim inf r—e®.n(r, ¢/, ¢") = lim rW.n(r, ¢;, ¢
r->00 7->00

und somit (1.42) bewiesen 2%). Ist also ¢, irgend eine Stetigkeitsstelle von
N (p), so stimmen wegen (1.42) die Funktionen N (¢) — N (p,) und
N (p) — N (@) fiir fast alle ¢, hochstens mit Ausnahme von abzahlbar
vielen Werten, iiberein. Daraus folgt aber, daB die Grenzwerte
N(p + 0) — N(po) %) und N(p+0)— N(py) bzw. N(p— 0) — N (p,)
und N(p—0)— N(p,), die gegeniiber Translationen der z-Ebene
invariant sind, fiir alle ¢ iibereinstimmen.

Wir setzen
N(p— 0)— N(p,) = N(p—0) — N(p,) = N_(p)

N(p + 0) —N(py) = N(p + 0) — N(go) = N, (p)

N(g) = 2+@) -12-N-(<p)

und nennen N (p) die MaBfunktion der gegebenen Nullstellen. Da
N(p—0) = N_(p) und N(p+ 0) = N_(p), so folgt

Die Mapfunktion N (p) ist monoton wachsend, bis auf eine additive
Konstante durch die Nullstellen bestimmt und gegenitber Translationen der
z-Ebene invariant. Es gilt fir alle ¢

) Genau gleich 148t sich zeigen, daB (1.42) auch fiir zwei Stetigkeitsstellen von
N (@) erfillt ist. Daraus folgt dann, daB die Stetigkeitsstellen von N (p) und N (¢)
zusammenfallen.

25) Allgemein bezeichnen wir mit f(z 4+ 0) den Grenzwert der Funktion f(x -+ %),
wenn 7 von rechts in den Nullpunkt hineinriickt, und entsprechend mit f(x — 0) den
Grenzwert von f(z - %), wenn 7 von links in den Nullpunkt hineinriickt.
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3 (1.43)
und fiir irgend zwes Stetigkeitsstellen ¢, und @,
. n(r, ¢,
lim 2P P () — Ngy . (1.44)

Ist umgekehrt N (p) eine monoton wachsende Funktion, fiir die (1.43)
und (1.44) gilt, so ist die Nullstellenverteilung meBbar beziiglich der
Ordnung o (r) und N (¢) ihre MaBfunktion.

Obige Definition der mefbaren Nullstellenverteilung schlie8t auch den
Fall in sich, wo N (p) identisch verschwindet.

13

12. Der Hauptsatz iiber das asymptotische Verhalten ganzer Funktio-
nen mit meBbarer Nullstellenverteilung lautet nun:

Satz 3. Sei f(z) eine ganze Funktion hochstens von der Wachstumsordnung
e(r), o(r)—=>p@ # 0,1, 2, .... Ist thre Nullstellenverteilung mefbar beziglich
der Ordnung o(r) und N (p) die zugehorige MaBfunktion, so gilt fir alle ¢

. 1 .
lim* 5o - log | fre'?) | = h () 1.45)
und
a7
7T
h((p)::sin Qn-fcos(gﬁ-——gn) dN(p + 6) . (1.46)
0

Insbesondere darf in jedem Winkelraum, der keine Nullstellen enthdlt, bei
(1.45) lim* durch lim ersetzt werden.t)

Beweis : Da f(z) bis auf einen Faktor 2%"®, fiir den

1
hm ———
r~>12> V(T)
ist, durch das Weierstra8’sche kanonische Produkt 7 (z) iiber die Null-
stellen von f(z) dargestellt wird, so geniigt es, das Wachstum des letztern
zu untersuchen. Seien £ > 0 und & > 0 zwei beliebig kleine Zahlen und ¢
irgend eine feste Richtung. Zu ¢, £ und 7, = 1 bestimmen wir nach
Hilfssatz 4 zunéchst d, = d(¢, &, 1) und wéahlen dann 7 < §,. Im Inter-
vall |0 —¢| < 7 gibt es zwei Stetigkeitsstellen ¢, < ¢ und ¢, > ¢ von

26) Allgemein gilt

N (p3—0)— N (¢, + 0)-—0(1)<m%§-‘p—”<N(¢2+O)—N(¢I—O) +0(1) -

1) Vgl. die Ankiindigung dieses Satzes bei A. Pfluger [1].

. log| (ret¥)xePe™) | =0

206



N (¢), fiir die (1.44) mit ¢, und ¢, an Stelle von ¢, und ¢, erfiillt ist.
Bezeichnet =, (z) das kanonische Produkt iiber die Nullstellen von f(z) im
Winkelraum ¢, € arg z < ¢,, so gilt nach Hilfssatz 4

log | 7y (ref?) | —

e QW(N(%)—-N(%)) cos g7 -V (r) (1.47)
ETN

<Tsin o | (N(py) — N(go)) V(r)

fiir r > 0 ausgenommen eine Menge von oberer linearer Dichte < &.

Wir teilen nun den Winkelraum ¢, £ arg z <€ ¢, + 2 & durch Strahlen
von der Richtung ¢, <@, <:- - <@, <@,,, = @, + 2 x in solche Teile
ein, daB (1.41) fir¢ =1, 2, 3, ... erfiillt ist und wahlen diese Einteilung
so fein, daBl ¢,,, —@;, v = 1, 2, ... kleiner wird als die nach Hilfssatz 4
den GroBlen ¢, & 7 zugeordnete Zahl d(e, &, n). Bezeichnet x;(z) das
kanonische Produkt iiber die Nullstellen von f(z) im Winkelraum
@; € argz<g@g,,t=1,2,...,n, so gilt nach Hilfssatz 4

7T

log | 7 (re*®) | T Sin om

(N(@i+1) —N(py)) cos (¢ (pi—¢) —em) V(r)

oo (1.48)
« (N(pir) — N(gy)) V(r)

| sin o |
bei geniigend groflem r, und zwar gleichmaBig fir =1, 2,...,n.

Beriicksichtigt man, daBl = (z) = IT 7,(2), so folgt aus (1.47) und (1.48)

t=0

log | #(rei?) | — (V(py) — N(po) ) cos gz V(r)

sin o7

3 (N(giss) — N(g)) cos (o (¢ — ¢) — o) V()

t=1

(1.49)

sin o7
eT

fir » > 0 bis auf eine Ausnahmemenge von oberer linearer Dichte < &.
Dies gilt aber fiir alle geniigend feinen Einteilungen des Intervalles

(@1, o + 2 7). Lassen wir daher die Maximallinge der Teilintervalle
gegen Null streben, so strebt die Summe

i;z’: (N((PH-I) — N(‘Pi)) cos (o(p; —¢) — 97‘)

gegen das Stieltjes’sche Integral
Pot+3n—p

cos (00 — om)dN (p+0) = J (p, — @, po+ 27— @) .
P1—9
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Demnach gilt an Stelle von (1.49)

1 J
og I; ((;‘)e ?) | _sinxgn[ (P9, Yo+ 27—9) +(N (@;1)—-N (¢,) ) cos (Qe_gn)]l
(1.50)
< Tem g 2 o) —N@)) .

Diese Beziehung gilt aber bei vorgegebenem &> 0 und & > 0 fiir jedes
n < 0(g, & 1). Lassen wir daher » gegen Null streben, so strebt die eckige
Klammer von (1.50) gegen das Integral J (0, 2x). Es ist also

log |m(re!?) | =
V(r) sin oz

- J(0,2 )l< I(N(2n) N(0))

| sin o7
fir alle » > 0 mit Ausnahme einer Menge It (¢), die nur von ¢ abhiangt
und deren obere lineare Dichte & nicht iibersteigt. Da aber & unabhéngig
von ¢ beliebig klein gemacht werden kann, so ist die Ausnahmemenge
IR (£) von linearer Dichte 0. Dies gilt fiir jedes ¢ > 0; also ist
27
.4 log | w(ret?) | f
* — — . — .
1’13° 7 = 5in gov.} °® (00 —om)-dN(0 + ¢) = h(yp)

Damit ist (1.45) und (1.46) bewiesen.

DaB in jedem Winkelraum, der keine Nullstellen enthalt, lim* durch
lim ersetzt werden darf, folgt ohne weiteres aus (1.48).

Da in Satz 3 die Funktion f(z) hdochstens von der Wachstumsordnung
o (r) zu sein braucht, so gilt der Satz insbesondere fiir solche Funktionen,
die den Minimaltypus der Ordnung g(r) nicht iibersteigen. Die Null-
stellenverteilung solcher Funktionen ist immer meBbar beziiglich der
Ordnung ¢(r); ihre MaBfunktion ist identisch null. Fiir eine ganze Funk-
tion, die den Minimaltypus der Ordnung o(7), o(r) >0 # 0, 1, 2, ... nicht

iibersteigt, gilt daher

lim* r—e® log | f(ret¥) | = 0

>0
m. a. W. die Menge der »-Werte, fiir die log |f(re‘¥)|< — ere® ist fiir
jedes £ > 0 von der linearen Dichte null.

So viel folgt aus Satz 3. Dafl die Behauptung auch fiir p =1, 2, 3, ...
stimmt, 148t sich mit andern Methoden??) beweisen. Die Beziehung dieses
letztern Ergebnisses zum Faber-Pélya’schen Satz?8) iiber ganze Funk-
tionen vom Minimaltypus der Ordnung 1 ist offensichtlich.

27) etwa durch Verwendung von Hilfssatz 3.
28) @, Faber [1], 8. 297; G. Pélya [2], S. 745. Vgl. auch eine Verallgemeinerung bei
K. Pennycuick [1].
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Die Formel (1.46) wird fir p =0, 1, 2, ... sinnlos. Es muf} deshalb
interessieren, welche Formel an Stelle von (1.46) tritt, wenn wir ganze
Funktionen von ganzzahliger Ordnung »n betrachten, deren Nullstellen-
verteilung beziiglich der Gré8enordnung »*(log 7)*, x = — 1, meBbar ist.
Die oben verwendete Methode fiihrt in Verbindung mit dem Zusatz von
Hilfssatz 4 (Ende Nr. 10) zum Ergebnis
lim* 1 log | m(re’?) | = (“_i_ " f cos (n0—nx) dN(p+0)=h(g).

r>o0 rn (log r)a-}-l
0

Eine einfache Umformung des Integrals ergibt

27 2

1 1 ’

+1fcos n0-dN@0) + sinng- 1 fsm n0 - dN(0)
0

=Acoano+Bs1nntp=P cos 7 (¢ — @o)

h(p) = cos ng-

Es folgt:

Zusatz: Ist die Nullstellenverteilung eines kanonischen Produktes beziig-
lich der Grofenordnung r™ (log r)*, o« #= — 1, n=1,2,3,... mefbar, so gilt

1 X
% T —_ ]
lgr; rn(log e log | w(ret¥) | = A cos np + B sin ne

2
(c4+1) 4 = jcosne.dN(e), (x+1) B= | sinnf-dN(0) .
0 0

Ist die Nullstellenverteilung rotationssymmetrisch beziiglich des Null-
punktes von der Ordnung 2#, so ist A = 0 und B = 0 und daher die
ganze Funktion hochstens vom Minimaltypus.

13. Die in Nr. 11 definierte MaBfunktion einer mefbaren Nullstellen-
verteilung ist monoton wachsend. Wir zeigen, dal diese Klasse von
Funktionen keiner weitern einschrankenden Bedingung unterworfen ist.

Satz 4. Zu jeder gegebenen, monoton wachsenden Funktion N (p) und zu
jeder prizisen Wachstumsordnung o(r) gibt es eine Nullstellenverteilung,
welche mefbar ist beziiglich der Ordnung o(r) und die Funktion N (¢) als
Mapfunktion besitzt.

Beweis : Zur Konstruktion der Nullstellenverteilung beniitzen wir die
leicht ersichtliche Tatsache, daB sich NV () durch eine Folge von Treppen-
funktionen 7', (p) gleichmifBig approximieren lat. Genauer ausgedriickt
heilt dies: Zu jeder positiven ganzen Zahl » existieren im Intervall
(0, 27t) Stellen

0=¢v,1’ (pv,2’ cet (pv,h’ st (pv,kv
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mit der Anzahl k,(>k,-,), so daB bei 7,(p)=N (p, ;) firg, L o<, p.1
1
v+ 1
ist. Bezeichnen wir den Sprung der Treppenfunktion 7', (p) an der Stelle

@y, 5 mit 8, ,, 80 ist
Sk = N(py,n) — N(@y,n-1)

Tv((P)== Z Sv,h .

Py, AP

N(p) —

ZT,@Z N, T,@)=T (), 0Z¢Z2n, (1.51)

(1.52)

Mit Hilfe der Funktion V(r) (vgl. Nr. 5) und der Zahlen k, bestimmen wir
nun eine Folge von Radien { B,} nach der Vorschrift

V(R)>2k,, (1.53)

V(R,,) > Max{vk,, 6V(R, )}, »=3,4,... (1.54)

und bezeichnen mit a,,a,,...,a,,... je die Losung der Gleichungen
V(r)=9v=1,2,3,.... Wir konstruieren die Verteilung zunéchst im

Kreis |z| £ R, und nachher in den Kreisringen R, , < |z| < R
y=2,3,....

v?

1. Die Nullstellen im Kreis |2| <€ R,.

Auf jedem Strahl argz=¢, ,, h=1,2,...,k; , wihlen wir die
Punktfolge 2t FPun
hineinfallt untl’hbezeichnen ihre Anzahlfunktion mit n(r, 1, 2). Dann ist

,0=1,2,..., soweit sie in den Kreis |2| £€ R,

818" V(T) —1=Z n(r, 1, h) < Si,n V(T), h=1,2,..., kl’ 0L r< Rl g
Durch Summation dieser Ungleichungen tiber alle » mit ¢, , < ¢ folgt
wegen (1.52) und (1.53)

R
T, (V) — L) < nirp) < Tu(9) V), 0< p< 2, 0< 7 < Ry,

2. Die Nullstellen ym Kreisring R, < |2| € R,,.

Wir nehmen an, die Nullstellen seien im Kreis |z] > R,-, bereits so
bestimmt, daf3

Ty (@) V(Byy) — L Er)

14

Zn(By, 9) L Tu(p) V(By—y) , 0Z ¢ Z 20,
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und wir wihlen auf jeder Halbgeraden arg z =¢, ,, h=1,2,...,k

die Punktfolge S—%—

v,h

R, , < |z| € R, hineinfallt ). Es folgt

( (T) - V v—l)) sv A 1 (T: ”,h) < (V(T) - V(Rv—l)) Sv,h ’
h=1,2,83...,k, R_,<r<R,

&Py, b g, t=1,2,3, ..., soweit sie in den Kreisring

und durch Summation iiber alle » mit ¢, , < ¢ wegen (1.52)

T(p)V(r)— T (@) V(R,,)—k,Znr,9) —n(R,_,,p) L T,p)V(r)—
— T, (p) V(R,-), (1.56)
0Z2¢9=Z2m,
R, _,<rZR,.

Addieren wir zu (1.56) die Ungleichung (1.55), so folgt
V(R,_,)
4

Ty(@)V(r)-V(By_y) (Tv(p)—Tv-1(9)) - ~kZn(r,p)ZT(@)V(r)
1

fir R, ,<r<R,, 0Z2¢<2xn. Danach (1.51) T (¢p)— T, ()< 5

so folgt weiter
Ty(p)-V(r) —

Nun ist wegen (1.54)

2V(Ryy) | B _ 3 ..
v-V(r) + V(r) =% fir By, Zr< By

ET—7—(—1;—":1—)-——1@<n(r,qo)<Tu(tp)'V(i") . (1.57)

und
2V(R,_,) 1 1
vV (r) + V(r) 2,7 +1

Dies gibt in Verbindung mit (1.57)

T — 5 <M

Z7Ty(9), Bvy<rZR,,0Z29<Z2n, (1.58)

und

1 /(V’(p)/T(

Tv(¢)_v+l< VR ®),r==2,3,... . (1.59)

Durch allgemeine Induktion folgt, daB die Ungleichung (1.58) fiir alle
v=1,2,3,... richtig ist, woraus sich schliefilich in Verbindung mit
(1.51)

%) Thre Angzahlfunktion sei mit n(r, v, b) bezeichnet.
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4 n(r,
N(¢)—7<~(7(—;;’22<N(¢),Rv_1<r< R, 0Z2 ¢p<Z2m,v=1,2,...

ergibt. Damit ist der gewiinschte Beweis erbracht.

Aus Satz 3 und Satz 4 ergibt sich unmittelbar, daB zu jeder prazisen
Wachstumsordnung o(r), o(r)>e # 0, 1,2, ... und zu jeder monoton
wachsenden Funktion N (p) eine ganze Funktion f(z) existiert, fiir die
(1.45) und (1.46) erfiillt sind.

14. Die Tatsache, daBl jede meromorphe Funktion sich als Quotient
zweier ganzer Funktionen darstellen 148t, fiihrt in Verbindung mit Satz 3
und den Rechenregeln mit lim* zu folgendem Resultat iiber das asymp-
totische Verhalten meromorpher Funktionen mit meBbarer Null- und
Polstellenverteilung :

Satz b. Sei f(z) eine meromorphe Funktion von der prizisen Wachstums-
ordnung o(r), o(r) >0 #0,1,2,...39),

Ist sowohl ihre Nullstellen- als auch Polstellenverteilung mepBbar beziiglich
der Ordnung o(r) und sind N,(p) und N (p) thre entsprechenden Map-
funktionen, so gilt fir jedes ¢

. log | f(ret?) |
k S
m*—=rm =
27 (1.60)

—__" -fcos(gﬂ-——-gn)-d{No(tp-{—0)—-N°°(<P+6) }=nh(p) .

sin o7
0

Insbesondere darf in jedem Winkelraum, der keine Nullstellen und Pole
enthdlt, im* durch lim ersetzt werden.

Beweis : Es gibt zwei ganze Funktionen ¢ (z) und v (z) ohne gemeinsame
Nullstellen, die je hochstens von der prazisen Wachstumsordnung o(r)
sind, so daf3

()
fo =12
Nach Satz 3 folgt v
21T
. 1 .
hin* -V-(;,;log | p(re?) | = — anCOS(QG-——en)-dNo(tp—F@)
1 o
lim* 5o log | p(re?) | = 27— [ o8 (00 — o7)-dN (p+0)

0

30) In der kanonischen Darstellung einer meromorphen Funktion endlicher Ordnung
hat der Exponentialfaktor sowohl als auch das kanonische Produkt iiber die Nullstellen
und jenes iiber die Pole je eine prazise Ordnung: ¢ bzw. g,(r) bzw. g, (r). Diejenige mit
dem stérksten Anwachsen bezeichnen wir als die prézise Wachstumsordnung der mero-
morphen Funktion.
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und durch Subtraktion, in Verbindung mit den Rechenregeln in Nr. 9,
die Gleichung (1.60).

Aus Satz 5 ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, daBl fiir das
asymptotische Verhalten der meromorphen Funktion f(z) nur die Diffe-
renz. der MaBfunktionen N, (p) und N _(p) maBigebend ist. Es wurde
vorausgesetzt, dafl die Pol- und Nullstellenverteilungen einzeln meBbar
seien. Inwieweit es hiebei iiberhaupt nur auf die Differenz n,(r, ¢) —

N (7, ) der Nullstellen und Pole ankommt, kann noch nicht mitgeteilt
werden.

16. Die Maffunktion Ny(p) — N, (¢) der Null- und Polstellenverteilung
ist als Differenz zweier monotoner Funktionen von beschrankter totaler
Schwankung. Umgekehrt kann aber jede Funktion von beschriankter
totaler Schwankung als Differenz zweier monotoner Funktionen dar-
gestellt werden. Daraus folgt in Verbindung mit Satz 4:

Zu jeder prizisen Wachstumsordnung o(r), o(r) >0 #0,1,2, ... und
zu jeder Funktion N*(p) von beschrinkter totaler Schwankung gibt es eine

meromorphe Funktion f(z) fir die (1.60) mit N*(p) an Stelle von N (p)—
N (p) erfillt ist.

Die s0 definierten Funktionen

2w

fcos (00 —om) - dN*(p + 0) (1.61)

0

h(p) =

sin g7
sind von weitgehender Allgemeinheit. Die im nachsten Abschnitt folgende

nahere Untersuchung der Beziehung zwischen den Funktionen % (p)

und N*(p) und deren geometrische Interpretation fiithrt zu einer durch-
sichtigern Charakterisierung dieser Funktionen.

(Eingegangen den 28. Oktober 1938.)
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