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Ober Freisysteme (lineare Freigebilde)
Von Paul Finsler, Zurich

In einer frûheren Arbeit1) wurden die Freigebilde durch folgende
Eigenschaft festgelegt:

Ein algebraisches Gebilde heifit Freigebilde, wenn es von keinem linearen
Raum in einem System von endlich vielen, linear abhdngigen Punkten
getroffen voirà.

Als ,,lineare Freigebilde** oder kûrzer als ,,Freisysterne" seien solche

Freigebilde bezeichnet, die nur aus endlich vielen linearen Râumen
zusammengesetzt sind.

Es sollen jetzt dièse Freisysteme im n-dimensionalen Raum nàher
untersucht und in ihrer Gesamtheit bestimmt werden. Dabei kann der
zugrunde gelegte Raum als ein komplexer oder auch als ein reeller projek-
tiver Raum Ln vorausgesetzt werden. Man erkennt leicht, daB die Sâtze

von § 1 der oben genannten Arbeit auch gultig bleiben, wenn man sich auf
das Réelle beschrànkt. Nur die Définition der nichtlinearen Gebilde ist an
den komplexen Raum gebunden.

1. Définition

Man kann die Freisysteme direkt definieren:
r

Ein System £ Lai von r + 1 linearen Râumen (r ^ 0) heiflt Freisystem,

wenn es von keinem linearen Raum in endlich vielen, linear abhângigen
Punkten getroffen wird.

Der Schnitt eines Freisystems mit einem beliebigen linearen Raum
darf also nur aus linear unabhângigen Punkten bestehen, sofern er nicht
wenigstens eine ganze Gerade enthàlt. So ist z. B. jeder einzelne Raum Lv
ein Freisystem, insbesondere auch das Nullgebilde L-x und der Gesamt-

raum Ln.
Eine Mehrfachzâhlung von Punkten oder Râumen wird nicht ein-

gefûhrt. Man kônnte deshalb voraussetzen, daB in dem System ELa%

keiner der Ràume L^ vollstândig in einem andern L^ enthalten ist; die
Ràume Lai wàren dann irreduzible Teile2) des Freisystems. Jedoch ist
dièse Annahme zunâchst nicht notwendig.

x) P.Fin8ler, XJber eine Klasse algebraischer Gebilde (Freigebilde).
Comm. Math. Helv. 9 (1937), S. 172; zitiert als ,,Frg.". Vgl. auch P.Finsler, Ûber
algebraische Gebilde. Math. Annalen 101 (1929), S. 284; zitiert als ,,A.G.".

2) A. G. § 1, S. 286.
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Zwei verschiedene Punkte sind stets linear unabhângig; wenn zwei
Punkte zusammenfallen, so ist es nur ein einziger Punkt, und ein solcher
ist ebenfalls unabhângig. Es ergibt sich also:

Satz 1. Jeder einzelne lineare Raum und jede Vereinigung von zwei
linearen Ràumen ist ein Freisystem.

So ergeben z. B. eine Ebene und eine Gerade, die sich treffen, ein
Freisystem im L3.

2. Freie Baume

Der Verbindungsraum der Ràume Lao, Lai, Lap werde mit
LQ [L^, Lai, Lap] bezeichnet. Da sich jeder Raum Lai als

Verbindungsraum von oct + 1 Punkten darstellen làBt, so gilt

QP
P

Wenn q den grôBtmôglichen Wert annimmt : q p + E oc{, so sagen

wir, die Râume Lao, Lap befinden sich in freier Loge, oder kurz, es
sind freie Râume9). Es kônnen sich in diesem Fall weder zwei der Ràume
Lai, noch auch die Verbindungsràume von beliebig vielen verschiedenen
gegenseitig treffen. Umgekehrt ist durch dièse Eigenschaft die freie Lage

p

gesichert, da sich q + 1 27 (<xt- + 1) ergibt. Wird oc + 1 als Punktwert4)
1=0

des Raums La bezeichnet, so gilt :

Satz 2. Die Summe der Punktwerte von linearen Râumen ist bei freien
Râumen und nur bei solchen gleich dem Punktwert des Verbindungsraums.

Satz 3. Lineare Ràume befinden sich dann und nur dann in freier Lage,
wenn keiner den Verbindungsraum der ûbrigen trifft.

Ein ,,Teir£ eines Systems besteht aus irreduziblen Teilen des gegebenen
Systems. Es folgt:

Satz 4. Jeder Teil eines Systems von freien Râumen besteht aus freien
Râumen.

3)Bei Bertini, Einfûhrung in die projektive Géométrie mehrdimensionaler
Ràume, Wien 1924, S. 13 heiÛen sie ,,unabhângig". Da aber z. B. bei Bâcher, Einfûh-
rung in die hôhere Algebra, Leipzig 1910, S. 46 drei Ebenen des Lz nur dann als
Hnear abhângig gelten, wenn sie eine Gerade gemeinsam haben, so empfiehlt sich vielleicht
eine andere Bezeichnung. Allerdings ist zu beachten, dafi ein Freisystem nicht aus freien
Ràumen zu bestehen braucht.

4) Vgl. Bertini, S. 71.
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Umgekehrt gilt:
Satz 5. Beliebige Système von freien Râumen ohne gemeinsame Punkte

ergeben zusammen dann und nur dann wieder freie Râume, wenn sich ihre
Verbindungsrâume in freier Loge befinden.

Sind die Ràume Lai in freier Lage und gibt man in jedem derselben
entweder hôchstens einen, oder beliebig viele linear unabhàngige Punkte,
so sind dièse stets auch zusammengenommen linear unabhàngig, da man
sie zu Z (oct + 1) o + l Punkten ergânzen kann, die den LQ bestimmen.
Daraus folgt:

Satz 6. Freie Râume bilden stets ein Freisystem, und der Schnitt eines

Systems von freien Râumen mit einem beliebigen linearen Raum ergibt
wieder freie Râume.

Die Râume Lao, Lap seien jetzt zwar getrennt, aber nicht in freier
Lage, d. h. es sei g < p + Eoci. Sind aile af 0, so liegt ein System von
linear abhàngigen Punkten vor, die also kein Freisystem bilden. Ist aber
z. B. a0 > 0, so seien in jedem der Râume L^ a{ + 1 linear unabhàngige
Punkte ausgewâhlt, darunter die Punkte P und Q im Raum Lao. Durch
g der ûbrigen Punkte kann man im LQ einen ie_x legen, der die Gerade PQ
in einem Punkt R trifft. Dieser Punkt ist von den ocQ — 1 auBer P und Q

im Lao ausgewâhlten Punkten linear unabhàngig, er bildet aber mit den g

im LQ^X gewâhlten Punkten ein abhângiges System. Es folgt also, daB der
Schnitt der gegebenen Râume mit dem Raum LQ-.X ebenfalls nicht aus
freien Râumen besteht. Nach hôchstens (q — 2)maliger Wiederholung
gelangt man so zu einem Raum, der die gegebenen Râume nur noch in
Punkten trifft, die dann aber Hnear abhângig sind. Es folgt, daB die
gegebenen Râume kein Freisystem darstellen, und es gilt :

Satz 7. Getrennte lineare Râume ergeben dann und nur dann ein
Freisystem, wenn sie sich in freier Lage befinden.

3. Getrennte Freisysteme

In âhnlicher Weise wie der letzte Satz ergibt sich der folgende :

Satz 8. Ist in einem System 0 von linearen Râumen eine Gerade g ent-
halten, so lâfit sich durch jeden Punkt X des zu G gehôrigen Raums LQ ein
LQ^X legen, dessen Schnitt mit G zum Le-X gehort, und ebenso ein Lv, dessen

Schnitt mit G nur aus Punkten besteht und zum Lv gehort.

Zum Beweis nehme man in G q + 1 linear unabhàngige Punkte an,
darunter die Punkte P und Q auf der Geraden g. Durch die g — 1 andern
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und den Punkt X lege man im LQ einen LQ^X, der die Gerade g im Punkt R
trifft. Da auch der Punkt R in G enthalten und von den q — 1 andern
Punkten unabhàngig ist, mu6 der Schnitt des LQ^X mit G zum Le_t
gehôren. Wenn dieser Schnitt noch eine Gerade enthàlt, so kann man
das Verfahren wiederholen, bis sich ein Raum Lv ergibt, der G nur in
einem Punktsystem trifft.

Ist G ein Freisystem, so sind dièse Punkte linear unabhàngig und es

folgt:
Satz 9. Bei einem Freisystem kann man durch jeden Punkt des zuge-

hôrigen Raums einen Lv legen, bei jxissend gewâhltem v, der das System in
v -\- l linear wnabhàngigen Punkten trifft.

Daraus ergibt sich weiter :

Satz 10. Fûgt man zu einem Freisystem im zugehorigen Raum einen
neuen Punkt hinzu, oder auch mehrere, so ist das entstehende System nicht
mehr Freisystem.

Umgekehrt kann man also von einem Freisystem keine einzelnen
Punkte weglassen, ohne die Dimension des zugehorigen Raums zu ver-
mindern.

Allgemeiner gilt noch:

Satz 11. Ist G =¦- A -f- B ein Freisystem und AB 0, so kann der zu A
gehôrige lineare Raum das Gebilde B nicht treffen.

Wenn nàmlich der zu A gehôrige Raum mit B einen Punkt X gemein-
sam hàtte, so kônnte man nach Satz 9 durch X einen Lv legen, der A in
v+1 Punkten trifft ; der Schnitt von G mit dem Lv wâre dann kein
Freisystem. Weiter folgt:

Satz 12. Ist G A + B ein Freisystem und AB — 0, so konnen die zu
A und zu B gehôrigen Râume sich nicht in genau einem Punkt X treffen.

Man kônnte sonst durch X einen L^ legen, der A in [x + 1, und einen
Lv, der B in v + 1 Punkten treffen wiirde. Dann wiirde aber der Ver-
bindungsraum [L Lv] — L^v das Gebilde G in fjt-\-v + 2 einzelnen
Punkten treffen, was unmôglich ist.

Es werde jetzt angenommen, da8 die zu den Freisystemen A und B
gehôrenden Râume [A] L^ und [JS] Lp mindestens eine Gerade

gemeinsam haben, d. h. es sei L^Lp La und cr ^ 1 ; aber in Ûberein-

stimmungmit Satz 11 seiALa 0 undBLa 0. Ferner sei [ia, Lp] Le,
also q (% -f |8 — g, und in A sei eine Gerade g enthalten. Man wàhle
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nun in A oc -f 1 linear unabhângige Punkte, darunter die Punkte P und Q
auf der Geraden g. Durch oc—a— 1 der andern Punkte und den La kann
man im La einen L^-x legen, welcher die Gerade g in einem Punkt R trifft,
wobei R von den oc — a — 1 Punkten linear unabhângig ist. Der zum
Schnitt von A mit dem ia_t gehôrige Raum hat also mindestens die
Dimension (oc— 1) —g und mu8 deshalb den La trefïen. Es gibt daher
im LQ einen LQ^ [Lar.1, Lp\, welcher die Gebilde A und B in AL^^
und B so schneidet, da8 die zugehôrigen Râume sich immer noch treffen.

Dièses Verfahren kann man fur A und entsprechend fur B so lange
fortsetzen, bis entweder die zugehôrigen Ràume nur noch einen Punkt
gemeinsam haben, oder der Schnitt selbst nur ein Punktsystem dar-
stellt. In beiden Fâllen ist aber der Schnitt nach Satz 12 bzw. Satz 5 und 7

kein Freisystem, und daraus folgt, da8 auch das Gebilde A -f B kein
Freisystem ist.

Wegen Frg. Satz 7 ergibt sich somit :

Satz 13. Zwei Freisysteme ohne gemeinsamen Punkt ergeben zusam7nen
dann und nur dann wieder ein Freisystem, wenn sich die zugehôrigen Râume
nicht treffen.

Daraus folgt weiter :

Satz 14. Beliebige Freisysteme ohne gemeinsame Punkte ergeben zu-
sammen dann und nur dann wieder ein Freisystem, wenn sich die zugehôrigen

Râume in freier Lage befinden.

4. Système von Geraden

Es sei jetzt ein eindimensionales, zusammenhângendes System G

vorgelegt. Es bestehe aus den r Geraden gl9 g2, gr, wobei die Bezeich-

nung so gewàhlt werdenkann, daB das System (gltg2, --,9i) von der
Geraden gw getroffen wird (i 1, 2, r— 1), so daB also auch die
Système (g1, gt) stets zusammenhàngend sind. Nimmt man dann,
unter Vermeidung der gegenseitigen Schnittpunkte der Geraden, auf
gx zwei Punkte Po und Px an, auf g2 einen weiteren P2 usw., schlieBlich
auf gr den Punkt Pr, so muB der Verbindungsraum [Po, Px,..., Pr] dieser
Punkte aile Geraden enthalten. Daraus folgt, daB der zu G gehôrige
Raum LQ hôchstens die Dimension r besitzt.

Schneidet man nun das System G im LQ durch einen LQ^l9 der die
Schnittpunkte gigh vermeidet, so wird jede Gerade g{ in genau einem
Punkt Q{ getroffen (i 1, 2, r), und wenn G ein Freisystem ist, so

sind dièse Punkte linear unabhângig. Daraus folgt aber, daB in diesem
Fall q ^ r und daher q r sein muB.
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Ist umgekehrt q r, und setzt man die Geraden gx, g2, gr der
Reihe nach zusammen, so muB die Dimension des zugehôrigen Raums
bei jedem Schritt um 1 zunehmen, und es kann jedesmal hôchstens ein
neuer Schnittpunkt auftreten; im ganzen treffen sich also die Geraden
in hôchstens r — 1 Punkten. Zudem erhàlt man auf dièse Weise nur Frei-
systeme (vgl. Frg. Satz 8).

Zusammenfassend ergibt sich also, wenn r durch r -f 1 ersetzt wird :

Satz 15. Ein eindimensionales, zusammenhângendes Freisystem besteht

aus r-\-l Geraden (r ^ 0), die sich in hôchstens r Punkten treffen und so
liegen, da/i der zugehôrige Raum die Dimension r +1 besitzt ; umgekehrt
ergeben r -f-1 zusammenhàngende Geraden in dieser Lage stets ein
Freisystem,

Mehrere Geraden treffen sich zyklisch, wenn bei bestimmter Reihen-
folge jede die folgende und die letzte wieder die erste trifït. Fur solche
Geraden gilt:

Satz 16. Wenn sich r -f-1 Geraden zyklisch treffen, so liegen sie entweder
in einem hôchstens r-dimensionalen Raum, oder sie gehen aile durch einen
Punkt.

Wenn man die Geraden der Reihe nach zusammensetzt, so nimmt die
Dimension des Verbindungsraums jedesmal um hôchstens 1 zu. Die
Geraden gx, ...,gr^t liegen daher in einem Raum von hôchstens r Dimen-
sionen. Wenn dann gr die Geraden grr_1 und g0 in zwei verschiedenen
Punkten trifït, so liegt auch gr in diesem Raum. Wenn also umgekehrt
die Geraden nicht in einem hôchstens r-dimensionalen Raum liegen, so
mlissen je drei aufeinanderfolgende und folglich aile Geraden durch den-
selben Punkt gehen. Nur in diesem Falle, wo sie zu einem Lr+1 gehôren,
bilden sie ein Freisystem.

Ein System von Geraden, die sich zyklisch treffen, ohne da8 aile durch
denselben Punkt gehen, werde als Zykel bezeichnet, die gegenseitigen
Schnittpunkte der Geraden als seine Ecken. Aus dem Bisherigen folgt :

Satz 17. Ein Zykel wird von einem linearen Raum, der aile Geraden

trifft, aber keine der Ecken enthalt, stets in linear abhangigen Punkten
getroffen. Er ist nie ein Freisystem.

5- Beliebige Système
G sei jetzt ein zusammenhângendes Gebilde, das aus den Ràumen

¦£ao, 2/^ besteht. Dabei kann wieder die Bezeichnung so gewâhlt
werden, da8 das System (L^, LauJ vom Raum Lai getroffen wird,
und zwar soll der Schnitt mindestens einen Lai enthalten (a4 ^ 0 5
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i 1, 2, r). Man kann nun im Lao oco-{-l linear unabhangige Punkte
annehmen, weiter im Lai <xx — al9 allgemein im Lat oct — at Punkte
derart, daB sie je mit dem La% zusammen den Lat bestimmen Der Ver-

r r
bindungsraum aller dieser l-\-£at—£ at Punkte enthalt dann das

ganze Gebilde G, die Dimension des zugehorigen Raumsi>e ist daher
r r

hôchstens gleich £ <xt — £ at

Ist genau q £oct — £at, so ist G ein Freisystem, denn wenn man die
Raume Lat der Reihe nach zusammenfugt, so muB die Dimension des

Verbindungsraums jeweils um genau oct — at zunehmen, was nach Frg
Satz 8, Zusatz, stets Freisysteme ergibt. Es konnen in diesem Fall auch
keine weiteren Schnittraume zwischen den Lat auftreten, die nicht m den
La% enthalten waren. Es folgt also :

r i—1
Satz 18. Es sei G =¦ £ L^, \G] LO, und im Schnitt Ln £ L0Cl sei La

enthalten. Ist dann g £oct — £at, so ist G ein Freisystem, und aile

Schnittraume zwischen den Raumen Lai sind in den La% enthalten

Wegen Satz 14 gilt dies aUch fur nichtzusammenhangende Système,
d. h. auch dann, wenn gewisse az — 1 sind

Man kann stets voraussetzen, daB die Lai irreduzible Teile von G sind,
also kein L^ in einem andern L^ enthalten ist ; ihre Anzahl sei r 4- 1 Es

gilt dann:
r

Satz 19. Ist G — £ Lai einFreisystem und stets Lat Laj ^ Lai fur i ^ j, so

gibteseinenLr, der G in r-\-l linear unabhangigen Punkten trifft. Die
Ordnung5) eines Freisystems ist also gleich der Anzahl seiner irreduziblen Teile

Da namlich die Schnittraume Lat Laj stets kleinere Dimension haben
wie Lai, so kann man m jedem Raum Lat einen Punkt P% finden, der
keinem andern L^ angehôrt. Da dann Po nur in LaQ und Px nur in Lai
liegt, kann die Gerade [Po, Px] keinem der Raume L^ ganz angehoren,
sie trifït daher G nur in Punkten, und da dièse linear unabhangig sein

mussen, nur in PQ und Px. Ebenso kann auch die Ebene [Po, Pl9 P2]
mit G keine Gerade gemeinsam haben, da dièse mindestens eine der Seiten
des Dreiecks P0P1P2 in einem weiteren Punkt von G trefifen muBte; sie

trifït also G nur in den Punkten Po, Pl5 P2. Analog schlieBt man fur
5) Die Ordnung emes algebraischen Gebildes (A G § 5, S. 288) ist als die Maximalzahl

der Schnittpunkte mit hnearen Raumen defimert, die nicht m unendhch vielen Punkten
treffen. Die Ordnung emes Systems von hnearen Raumen kann nicht grotôer, wohl aber
klemer sem als die Anzahl seiner irreduziblen Teile
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[Po, P1? P2, P3] usw. bis zu [Po, P1? Pr] £r. Dieser Raum trifft
also G nur in den r + 1 Punkten Pt.

Man kann jedoch Satz 19 nicht direkt umkehren, da z. B. drei wind-
schiefe Gerade im £3 kein Freisystem ergeben.

Aus dem eben Bewiesenen folgt aber noch:
Satz 20. Liegen die Punkte Po, Ps nur in je einem Raum Lat des

Freisystems G ELj, aber nicht zwei in demselben, so trifft der Verbin-
dungsraum [Po, •••> Ps] dos Gebilde G nur in den linear unabhangigen
Punkten Po, Ps.

6. Sich schliefiende und gebundene Baume
r

Es werde jetzt ein System 0= £ La (r> 1) von linearen Raumen
i=o

betrachtet, die sich zyklisch treffen, und zwar sei der Schnitt L^^L^
LQt, L^L^ LGq. Wir sagen, die Raume La% schliefien sich, wenn es

einen Zykel gibt, dessen Ecken Qt je im LOi liegen, wahrend die Geraden

9i [Qt> Qi+i] (m^ Qr+i Qo) 3e dem Lat, aber keinem andern Laj(i ^j)
vollstandig angehôren.

Es ist dann môglich, in jeder Geraden g% einen Punkt P% anzunehmen,
der nur im Raum Lat enthalten ist. Ware nun G ein Freisystem, so wurde
der Verbindungsraum Lr [Po, Pr] das Gebilde G und damit auch
den Zykel nach Satz 20 nur in den unabhangigen Punkten P% treffen,
was mit Satz 17 in Widerspruch steht. Es folgt also:

Satz 21. Die Rdume Laz eines Freisystems U L^ kônnen sich nicht
schliefien.

Es ware jedoch unrichtig, anzunehmen, da8 sich auch beliebige Teil-
raume eines Freisystems nicht schlieBen kônnten. Man lege durch die
Seiten a, 6, c eines in der Ebene E gelegenen Dreiecks die Ebenen
A, B, F so, da6 sie zusammen einen Lo bestimmen. Dann bilden die vier
Ebenen zusammen ein Freisystem, aber die Ebenen des Teilsystems
(A, B, F) schlieBen sich.

Nun sei G Z Lai ein beliebiges System von linearen Raumen, wobei
nur angenommen sei, daB kein L^ ganz in einem andern Laj enthalten
sei. Die von L^ verschiedenen Raume6) Laj ergeben dann zusammen den
Rest von G in bezug auf L^. Weiter heiBe La% ein gebundener Raum in G,

wenn der Schnitt von L^ mit dem Rest von G nicht nur aus einem einzigen
Raum La besteht. Es ist zu zeigen, daB ein Freisystem nicht nur aus
gebundenen Raumen bestehen kann.

Die Schnitte L^L^ (i ^ j) seien mit La%J bezeichnet. Ein gebundener

•) Ist G La%, so ist der L^x als ,,R©stu zu betrachten.
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Raum Lai trifft den Rest in wenigstens zwei Râumen LOij und Laik, von
denen keiner im andern enthalten ist, und die auBerdem als maximale
Schnittrâume anzunehmen sind, d. h. keiner soll in einem Laa von
grôBerer Dimension enthalten sein. Man kann dann im Laij und LOih die
Punkte Qê und Qk ^ Q. so annehmen, daB die Gerade [Qs, Qfc] nur dem

Lai ganz angehôrt, denn andernfalls miiBte der Verbindungsraum
[LQiJ, Laik\ ganz zum Rest, also zu einem Laa gehôren. Wir sagen nun,
daB die Gerade [Qj, Qk] zwischen den Râumen Laij und LOtk eine echte

Verbindung herstellt.
Enthâlt nun G nur gebundene Râume, so gehe man von einem beliebi-

gen derselben, etwa Lao, aus und bezeichne einen der maximalen Schnittrâume

LOQi, der von einem Lai ausgeschnitten wird, mit LOi. Im Raum L^
nehme man einen maximalen Schnittraum Laij, welcher den LOi nicht
enthâlt (wobei zunâchst angenommen wird, daB dies jedesmal môglich
sei), und bezeichne ihn mit La%. Im Raum L^, der den LOi ausschneidet,
bestimme man ebenso einen La usf. Da G nur aus endlich vielen Râumen
zusammengesetzt ist, muB schlieBlich ein La von einem Raum La
ausgeschnitten werden, in dem vorher schon ein Lak (k < p) bestimmt wurde.
Wenn durch den La mehrere solche Râume La gehen, so nehme man den,
fur welchen k am grôBten wird. Der Raum Lai kann dann den Raum LOp

nicht enthalten, denn sonst kônnte man den Raum La durch den in der
vorangehenden Konstruktion, die zum Lajt fuhrte, nâchstfolgenden er-
setzen, der auch Lap enthalten wûrde, und kônnte somit k um 1 ver-
grôBern.

Man kann jetzt durch passende Gerade zwischen LOk und Laje+1, dann
zwischen Lak+i und Lajt+2 usw., schlieBlich zwischen Lap und Lajs je eine
echte Verbindung herstellen. Eine solche ist stets môglich, denn der
Raum LOm+i enthâlt nach Voraussetzung nicht den Raum La<m und ist
als maximaler Schnittraum auch nicht in ihm enthalten. Es gibt also
Punkte Qm im Lam und Qm+lL im LGm+i, deren Verbindung nicht in diesen

Schnittrâumen liegt. Wurden aile solchen Geraden [#TO,Qm+i] noch in
einem andern Schnittraum La liegen, so wâre L%+1 nicht maximal. Es

gibt also solche, die nur einem La ganz angehôren und somit echte Ver-
bindungen sind.

Man kann schlieBlich noch erreichen, daB aufeinanderfolgende Gerade

[Qm~i>Qm] ^nd [Qm>Qn+i] den Raum LOm im selben Punkt Qm treffen.
Da es nâmlich, wie eben gezeigt, fur beide Geraden im LOm wenigstens je
einen zulâssigen Punkt gibt, so kônnen die nicht zulâssigen Punkte im
LQm nur in geringerer Dimension vorhanden sein ; es gibt also wenigstens
einen Punkt Qm, der fur beide Geraden zugleich zulâssig ist. Es gilt dies
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auch fur m p, wenn fur p + 1 k gesetzt wird. Die so bestimmten Gera-
den bilden dann einen Zykel, und die sie enthaltenden Raume, die ein
Teilsystem von G bilden, schlieBen sich.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, daB zu einem LUm kein maxi-
maler LOfn+i gefunden werden kann, welcher den LQm nicht enthalt, und
zwar in keinem der La, die den LOm aussehneiden. Die Schnitte dieser La
mit andern, den LOm nicht enthaltenden Raumen von G konnen dann in
den La nicht maximal sein, und da die La gebundene Raume sind, mussen
îhre maximalen Schnittraume, die samtlich den Lam enthalten, groBere
Dimension als dieser Raum besitzen. Man brèche nun die Konstruktion
ab und beginne sie mit dem System der Raume La aufs neue. Wenn dann
die Konstruktion bei einem LOn wieder abbricht, so ist an > am und man
kommt zu Schnittraumen von noch hoherer Dimension. Da aber die
Dimensionen beschrankt smd, so mu6 man schliefilich doch zu einem
Teilsystem gelangen, das sich schlieBt. Es gilt also :

Satz 22. Wenn ein System von linearen Raumen nur gebundene Raume
enthalt, so gibt es darin ein Teilsystem, das sich schlie/ît.

Aus diesem Satz allein laBt sich nach der Bemerkung zu Satz 21 nicht
folgern, daB das betrachtete System kein Freisystem sein kann. Aus der

angegebenen Konstruktion des sich schlieBenden Teilsystems und des

zugehorigenZykels geht jedoch hervor, daB man auf den Seiten [Qm, Qm+\\
des Zykels Punkte Pm annehmen kann, die nur je einem der Raume Lat
von G angehôren. Ware nun G ein Freisystem, so wurde es nach Satz 20

von dem Verbindungsraum der Punkte Pm nur in diesen Punkten
getrofîen, was aber mit Satz 17 in Widerspruch steht. Es folgt also.

Satz 23. Ein Freisystem kann nicht nur aus gebundenen Raumen
bestehen.

7. Struktur der Freisysteme
r

Ist also G E L^ ein Freisystem und wieder L^L^ ^ Lai fur i ^=j,

so ist wenigstens einer der Raume Lae, es sei dies Lar, kein gebundener

Raum, d.h. der Schnitt des L^ mit dem Rest G' ZL^ ist ein linearer
Raum La.

G1 ist dann ebenfalls Freisystem und der zu Gf gehorende Raum [G']
wird vom L^ nur im La getroffen.

Gabe es namlich einen Lv, welcher Gf in linear abhangigen Punkten
tnfft, so muBte der Schnitt des Lv mit L^ wenigstens zwei von diesen
Punkten verbinden, da sonst der Schnitt des Lv mit G nach Frg. Satz 5
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kein Freisystem wâre. Dann wâre aber Lar entgegen der Voraussetzung
ein gebundener Raum. G! ist also Freisystem.

Hàtte nun der L^ auBer La noeh einen Punkt P mit [(?'] gemein, so
kônnte man nach Satz 9 durch P einen Lv legen, welcher Gr in v + 1 linear
unabhàngigen Punkten trifft. Da der Schnitt des Lv mit G Freisystem
sein muB, so mûBte der Schnitt des Lv mit L^, da er noch P enthàlt,
wenigstens zwei der v + 1 Punkte verbinden und der Lar wàre wieder ein
gebundener Raum. Es gilt also:

Satz 24. In einem Freisystem G gibt es stets einen linearen Raum La
derart, dafi der Rest Gf wieder Freisystem ist und der zu G1 gehôrende Raum
den L^ in einem La schneidet, der in Gr enthalten ist,

Ist in Satz 24 [G] LQ und [G'] LQ,, so ist q q' + (oc — a). Auf
G1 statt G ist dann derselbe Satz wieder anwendbar und man kann das

Freisystem weiter reduzieren bis zum L-x. Bezeichnet man die weg-
genommenen Ràume in umgekehrter Reihenfolge mit La L und

t-i °

den Schnitt LaiZLaj mit Lai(i 1, r), so folgt, daB ^ ^0 +
r r r

2J (ocl — cr^) U oti — U at wird. Mit Satz 18 zusammen ergibt sich also :

i=0 t=i
Satz 25. Ein System G von linearen Râumen bildet dann und nur dann

r i-l
ein Freisystem, wenn sich G £L^ so darstellen lafit, dafi Lai ULaj -- LQ%

vûird und fur die Dimension q des zu G gehorigen Raums gilt :

r
Da q nicht grôBer als 2J<x—U a{ werden kann, so befinden sich die

Ràume L^ eines Freisystems unter Beibehaltung der Schnittràume ,.in
môglichst freier Lage".

Jedes Freisystem lâBt sich also aus linearen Ràumen so aufbauen, daB

jeweils durch einen schon vorhandenen La ein La gelegt wird, welcher die
Dimension des zugehôrigen Raums môglichst stark, d. h. um oc — or, ver-
grôBert. Es geniigt auch, jeweils durch einen La einen La+1 zu legen,
welcher die Dimension des zugehôrigen Raums um 1 vergrôBert:

Satz 26. Jedes beliebige Freisystem, und nur solche, kann man erhalten,
indem man vom Nullgebilde L-.x ausgehend jeweils durch einen im System
schon enthaltenen La einen La+1 (oder einen L^) legt (a ^ — 1, <% > a),
welcher die Dimension des zugehôrigen Raums um 1 (bzw. um oc — a)

vergrô/îert.

72



Weiter gilt noch :

Satz 27. Jedes beliebige System von (endlich vielen) linearen Râumen
lafît sich in einem Raum genilgend hoher Dimension in einem Freisystem
darstellen als Schnitt eines Raums des Freisystems mit dem zugehorigen
Rest.

Man braucht dazu nur den zum gegebenen System ULat gehôrenden
Raum zu nehmen und durch jeden der Raume L^ einen Raum LQLv¥X zu
legen, der jedesmal die Dimension des zugehorigen Raums vergrôBert.

8. Âbânderung von Freisystemen

Aus Satz 25 folgt
r %—1

Satz 28. In jedem Freisystem G 2JLoct mit L^ELoij LQl und
0 0

r r m
Q £oct — £o% kann man die m-\-l ersten Râume JJL^ durch den

1=0 1 1 1=0
r

zugehorigen Raum L^ ersetzen, um wieder ein Freisystem L^ -f- X
zu erhalten.

mm r
Es ist namlich /u =-- 2Joct — 2Jol also ^ /^+ JJ <x% —

l
Man kônnte nun vermuten, da8 es allgemein gestattet sei, einen belie-

bigen Teil eines Freisystems durch den zugehorigen Raum zu ersetzen, um
wieder ein Freisystem zu erhalten. DaB dies jedoch nicht gilt, zeigt das
folgende Beispiel:

Zwei windschiefe Gerade a und b liegen imL3. Ein Punkt A von a und
ein Punkt B von b werden mit einem nicht im Lz liegenden Punkt P
durch die Geraden c und d verbunden. Die vier Geraden a, b, c, d bilden
ein Freisystem. Ersetzt man aber den aus a und b bestehenden Teil des-
selben durch den zugehorigen Raum Lz, so ergibt dieser mit c und d

zusammen kein Freisystem.
Umgekehrt gilt jedoch fur beliebige Freigebilde, nicht nur fur Frei-

systeme :

Satz 29. Ist in einem Freigebilde ein linearer Raum La enthalten, so kann
man diesen, um wieder ein Freigebilde zu erhalten, durch ein beliebiges im
ia enthaltenes Freigebilde ersetzen, sofern dièses den Schnitt des La mit dem

zugehorigen Rest enthalt.

Wurde namlich das entstehende Gebilde von einem Lv in linear ab-
hàngigen Punkten getroffen, so wâren darunter nach Frg. Satz 5 die nicht
im La liegenden Punkte Pt und nach Voraussetzung auch die im La
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liegenden Punkte Çt- linear unabhângig. Der Verbindungsraum der
Punkte P{ mliBte also den Raum La treffen, was bei dem gegebenen
Freigebilde nicht môglich ist.

9. Ânzahlbestimmung

Um die Anzahl der verschiedenen, im Ln enthaltenen Freisysteme zu
bestimmen, kann man zunâchst die freien Râume und die zusammen-
hàngenden Freisysteme je fur sich betrachten, um dann durch Kombina-
tion nach Satz 14 aile môglichen Freisysteme zu erhalten.

Fur die freien Râume gUt :

Satz 30. Die Anzahl der projektiv verschiedenen, zum Ln gehôrenden

Système von freien Ràumen ist gleich der Anzahl der Zerfàllungen der Zahl
n +1 in eine Summe von natilrlichen Zahlen, ohne Rûcksicht auf die

Reihenfolge der Summanden.

Legt man nâmlich die Râume Lai eines solchen Systems durch je
oc{ -f-1 linear unabhângige Punkte fest, so ist nach Satz 2 27(<%*+ 1) n-\-1,
und da man jedes geordnete System von n+1 linear unabhângigen
Punkten in jedes andere durch eine projektive Transformation iiber-
fuhren kann, so sind zwei Système ELai von freien Ràumen projektiv
âquivalent, wenn die Dimensionen <xt bei passend gewâhlter Reihenfolge
entsprechend ubereinstimmen.

Wird die Anzahl der Zerfàllungen der Zahl i, deren kleinster Summand
grôBer oder gleich j ist, mit siJ bezeichnet, so gelten die Rekursions-
formeln

si%i =1 fur 0<i,
«n=0 fûr 0<i<k

Es folgt
8i J ^ Si i+1 + Si-J J fÛr 0 < j' < [ t] »

Damit làBt sich durch einfache Additionen die Gesamtzahl p(i) s€1
der Zerfàllungen von i bestimmen, wobei p(Q) 1 gesetzt wird. Wird noch
u(n) p(n +1) gesetzt, so ergeben sich die Werte

u(n) 1, 1, 2, 3, 5, 7, 11
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als Anzahlen der zum L^x bis Lh gehorenden Système von freien
Raumen7).

Bei der Zahlung der ubrigen Freisysteme ist zu beachten, daB es im 2/5

schon unendlich viele projektiv verschiedene gibt. Legt man namlich
durch vier Punkte einer Geraden je eine weitere Gerade nach der zweiten
bis funften Dimension, so erhalt man ein Freisystem, das noch von dem

Doppelverhaltnis der vier Punkte abhangig ist.
Man kann jedoch unter den Freisystemen im Ln endlich viele Typen

unterscheiden. Dièse sind aber nicht immer schon durch die Angabe der
Dimensionen der Teil- und ihrer Schnittraume bestimmt, es kann auch
noch die Lage der Schnittraume wesentlich sein. So kann man im L5
durch drei Punkte einer Ebene je eine Gerade legen, die drei Punkte

7) Eine direkte Rekursionsformel fur p(i) gab L Euler, De partitione numerorum,
Opéra omnia Ser. I, Vol. II, p 254—294. Aus den obigen Formeln lafit sie sich m folgender
Weise herleiten:

Setzt man sOij 1 und 8% ,j 0 fur k < 0, so gilt allgemem.

**,; 5t,7+i + 8t-j,? fur ?>0,
also auch

Wenn man mit dieser Formel îhre reehte Seite weiter reduziert, so folgt

;—1 j—l k—l j—1 k—1 l—1

«i,j «t)l-S«i-it)i4- S S si-k-it i— S S 2 8%-k-l-m,\
A; l Jc^l l~l * 1 i=l TO 1

Weiter ist nach derselben Formel :

t-l
5*,1 8%yi -f- S «»—;,;

?=1
also wird

t t_i j—i t__i ?_i jfc_i
si,i S *»-.,,i— 2 2 ^,_jfc,i + 2 S 2 8i-;-ifc-i,i

;=l ;-l Jfc=l y=l Jfc^l 1=1

d h. t
p(*) S XK p (* —- k)

Dabei ist ¦&>?;> k> l> m> >0, also ist À^ gleich der Anzahl der Zerfallungen
von k m eine ungerade Anzahl von verschiedenen Summanden, vermmdert um die Anzahl
der Zerfallungen von k in eine gerade Anzahl von verschiedenen Summanden. Es gilt daher
fur Aie der Euler-Legendre'sche Pentagonalzahlensatz, d. h. es ist

— 1K — (— l)n fur k fF=— und XK — 0 sonst.

-Einen einfachen arithmetischen Beweis fur diesen Satz gab J. Franklin, Comptes Rendus

92 (1881), S. 448. Vgl. auch K. Th Vahlen, Journal fur Math. 112 (1893), S. 1.

Die Werte von p(i) — u{%— 1) bis zu p(600) finden sich bei H.Gupta, Proc. Lond
math. Soc. (2) 39 (1935), S. 142; 42 (1937), S. 546.
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kônnen aber selbst in gerader Linie liegen oder auch nicht. Bei hôheren
Dimensionen miïBten noch weitere Pestsetzungen dariiber getroffen
werden, wann zwei Freisysteme zum selben Typus zu rechnen sind und
wann nicht. So kônnte man es z. B. als besonderen Fall zàhlen, wenn
im L8 eine Ebene von 6 Geraden in den Punkten eines Kegelschnitts
getroffen wird usw.

Die Anzahl z(ri) der zum Ln gehôrenden zusammenhângenden
Freisysteme von versehiedenem Typus ist also fiir grôBere Werte von n nicht
eindeutig festgelegt; eine einfache Formel dafur ist nicht ersichtlich. Man
kann aber aile môglichen Fàlle nach Satz 26 in systematiseher Weise auf-
stellen und findet so fur den L_x bis Lh die Werte

z(n) 1, 1, 1, 2, 5, 16, 66.

Dabei ist (im L5) die harmonische Lage nicht als besonderer Fall
gezâhlt.

Wenn nun ein beliebiges Freisystem in getrennte Teile zerfâllt, sosind
dietee Teile nach Frg. Satz 6 selbst wieder Freisysteme. Man erhâlt also
nach Satz 14 aile zum Ln gehôrenden Freisysteme, wenn man in den zum
Ln gehôrenden Systemen von freien Râumen die einzelnen Teilrâume Lai
durch beliebige, zum Lai gehôrige zusammenhàngende Freisysteme
ersetzt.

Sind in einem System EL^ von freien Râumen je ri der Zahlen oct

einander gleich, so daB der Index i die Teilrâume verschiedener Dimension

unterscheidet, so erhàlt man aus ihm 77" I * verschiedene

Freisysteme. Wenn dann noch der Index ; die verschiedenen zum Ln
gehôrenden Système von freien Râumen unterscheidet, so erhâlt man
als Gesamtzahl der wesentlich verschiedenen, zum Ln gehôrenden
Freisysteme den Wert

Fiir den L^x bis L5 ergeben sich so die Werte

f(n) 1, 1, 2, 4, 10, 28, 103,

so daB also in der Ebene 8, im Lz 18, im L4 46 und im L5 149 verschiedene
Typen von Freisystemen vorhanden sind.

(Eingegangen den 8. September 1938.)
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