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Integralsëtze fur regulâre Funktionen
einer Quaternionen-Variablen

Von Rud. Fueter, Zurich

1. Einleitung.

Ist u eine rechts-, v eine links-regulâre Funktion der Quaternionen-
variablen z £' xkik in dem echten Hyperraume H, so gilt bekanntlich

der I. Hauptsatz1) : c __* } fudZv 0 (I)

wo R irgend eine geschlossene Hyperflache in H ist, deren Inneres nur
Punkte von H enthalt. Wird R durch z U xk(t1, t2, t3)ik gegeben, wo

die tk réelle Variable sind, so ist :

1 L L L
dxn

dxç
dU

dx2

dx1

dU

dxo

dx3

dU

dU

dti dt2

Das Vorzeichen wird so bestimmt, daB die Richtung des durch die
Déterminante bestimmten Normalvektors ins Innere von R geht.

Es fragt sich, ob aus diesem Satze Integralsatze hergeleitet werden
konnen, die sich auf zwei- oder eindimensionale Gebilde beziehen In der
Tat existieren solehe Formeln, wie im folgenden gezeigt werden soll.
Dièse scheinen mir daher bemerkenswert, weil sie auch fur analytische
Funktionen von zwei Variablen gelten2).

1) Siehe uber die Théorie memen Vortrag am Intern Math KongreB, Oslo, C. R. du
congrès mt. des math Oslo, 1936, t I p 75. Bisherige Literatur in: Rud Fueter: Die
Smgularitaten der emdeutigen regularen Funktionen einer Quater-
nionenvariablen Comm. Math Helv t. 9, p 321.

2) Wie mich Herr de Rham aufmerksam macht, konnen nach E Gartan aile Integral-
formeln durch ,,dérivation extérieure" erhalten werden. E. Gartan: Leçons sur les
invariants intégraux, Pans, Hermann et fils, 1922, chapitre VII, p. 65. Dieser Weg
wurde wohl m mememFalle grofie Schwierigkeiten bieten, die gerade durch die Emfuhrung
der Quaternionen vermieden werden. Nur durch letztere ist es moglich, das Résultat m so
uberaus eleganter Weise zu formulieren. Die Formeln III und IV smd uberraschend
emfach.
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2. Intégrale iiber Hyperîlâchenstucke.

Es sei E ein endliches, sich nirgends durchdringendes, orientierbares
Hyperflaehenstuck, das durch die (zweidimensionale) Oberflache 0 be-

grenzt werde. Wir setzen aile dièse Gebilde als stuckweise analytisch
voraus. Es sei c ein Punkt in R, und E gegeben durch :

* c + f(tl9t29tz), (E)

wo c Uckik, f(tly t2, to) Efk{t1, t>, tJiJc ist ; die reellen Variablen

seien die Koordinaten des Raumteiles T. Wir setzen fest, daB /(0, 0, 0)=0
ist, d. h. daB fur tk 0, h 1, 2, 3, z c wird. Die Oberflache 0 von R
wird durch die Oberflache von T gegeben:

*i U*i,t2), Z 1, 2, 3 (0)

wo die rk reell und Koordinaten eines Ebenenstuckes E sind.

Wir legen durch c ein beliebiges Kurvenstuck d :

z c(t), t reell und — e ^ t ^ + s, wo c(0) c ist. (Œ)

Durch jeden Punkt von (£ legen wir die Parallelhyperflache Et zu i?5

wobei c (t) dem Punkt c entspreche :

s c(*) + /(*i,<2,*3); — e^^^ + £5 h,t2,t3 in T. (Et)

Aile i?f zusammen bilden den Hyperraum i/, jedes i?f wird durch Ot

begrenzt, das erhalten wird, indem man in Et fur tl91 1, 2, 3, die
Werte von (0) einsetzt. H wird begrenzt durch aile Ou — e <?tf <J + £>

und durch i?_e und jR^.£

Jetzt sei u eine in jedem Punkte der abgeschlossenen Hyperflache E
rechts-, v links-regulare Funktion Dann ist u, v auch noch regular im
Innern einer Hyperkugel um jeden Punkt von E. Man kann somit e so

klein wahlen, daB u, v m jedem Punkte des abgeschlossenen Hyper-
raumes H regular sind. Hx sei der Hyperteilraum von H, der begrenzt ist
durch :

E^e, Ot fur — e ^t ^ r, ET

Nach dem ersten Hauptsatze ist dann :

X

J udZv — J udZv + $ jj udYv 0
(R-e) Rv -£ (°t)
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Dabei ist naoh 1:
1

9/,
»,

9/ç

9/o

9A

f
9/x

9*3

9/1

9^

t

*3

%

dt2

ist. Die £fc seien so gewâhlt, daB Z der Vektorrichtung von (£, —£ -> + e,

entspricht. Weiter ist:
1 L L L

dY wo7=±

dx9 dr2 ar2

%

Das Vorzeichen ist so zu wàhlen, dafi die Normale ins Innere von Ht
gerichtet ist. Da die obige Gleichung fur jedes r zwischen — s und + fi

gilt, darf man sie nach r difïerenzieren :

— — / udZv + I uYvdxxdx2 0

(Or)

Wegen der Stetigkeit und Endlichkeit der Funktionen durfen wir unter
dem Integralzeichen difïerenzieren. Da Z nicht von x abhângt, wird :

Nun ist :

dx

~(udZv) ~dx dx

9 dx

dx

(k) ™l (k)

setzt man dies ein, so wird :

d

dx
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Anderseits ist:

(*>

W2

1

9/0

dh
dr2

dh

dr,

9t2

du
*1

9/3

9r2

Yt—±

1 —±

9Tl

9/2

dr,

*3

dh
9t2

9/2

9/0

9t2
9A 9^
9t2 9t,

ist.

Setzt man dies ein, so erhalt man die Formel:

— E f (u{k)dZv + udZv{k))ck(r) + 1 } O

Man darf hier r 0 setzen. i2T geht dann in i?, OT in O uber. Ferner
sind die ck (0) vollstandig beliebig. Somit zerfallt die Formel in folgende
vier Integralsatze :

VdTidTa, h 0, 1, 2, 3 (III)f (tc{k)dZv + udZv(k)) J
CR) (O)

7fc ist der Vektor, der in O senkrecht auf der Grenzflache des Hyper-
raumes steht, der durch Bewegung von E parallel zur a;fc-Axe entsteht,
und der ins Innere dièses Hyperraumes geht.

Ist B irgend eine geschlossene Hyperflache, auf der u und v uberall
regular und eindeutig sind, so folgt, gleichgultig wie u, v im Innern sind,

f
(R)

0, k 0, 1, 2, 3 (Illa)

3. Intégrale iiber Flâehenstiieke.

Es sei O ein endliches, sich nirgends durehdringendes (zweidimensio-
nales) Flachenstuck, das durch die Kurve C begrenzt werde. Auch hier
werden aile dièse Gebilde als stuckweise analytisch vorausgesetzt. c sei

ein Punkt auf O, und O gegeben durch:

z=-c + f(tut2), (O)
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wo c Sckiki und/ Zfk(tly t2)ik ist; die reellen Variablen tk seien
(h) (h)

Koordinaten eines Ebenenstuckes E. Wir setzen fest, daB /(0, 0) 0 ist,
d. h. daB fur tk 0, h 1, 2, z c wird. (7 wird durch die Grenzkurve
von i£ gegeben:

h MO, * i. 2 • (C)

Wir legen durch. c ein beliebiges Flâchenstïick Q:

z cp(r1} r2), wo <p(0, 0) c sei. (D)

c sei ein innerer Punkt von Q, und xx, r2 sollen die Werte durchlaufen :

— e ^Tn ^ + e, 7i= 1,2 (Quadrat in der Ebene der t). Durch jeden
Punkt von Q legen wir die Parallelflàche OT T zu 0, wobei c dem
cp (rx, r2) entspreche :

s v(Xl, t,) + /(«x, «,), -«^J^ + M,, h m tf. (Oti,,)

Aile 0TiTz zusammen bilden einen Hyperraum H. Jedes OtiT2 wird
durch die Kurve GTi Tz begrenzt, die erhalten wird, wenn man in Oti t2
fur tx und t2 die Werte von (C) einsetzt. H wird begrenzt durch aile

CTiT2, — e^rn ^ + e, n= 1, 2,
und durch

O_eti, O+et2, OH_£, Oti+E fiir aile rl5 resp. r2 zwischen —e und +e

Jetzt sei tt eine in jedem Punkte des abgeschlossenen Flâchenstuckes 0
rechts-, v linksregulâre Funktion. Man kann e so klein wâhlen, daB u und v
in allen Punkten des abgeschlossenen Hyperraumes H regulàr sind.

Es sei ti, t2 ein Punkt von Q, und Hti tg der Hyperteilraum von H,
fur den:

— s ^ rx ^ ti, — e ^ r2 ^ t2

ist. Die Umgrenzung von i/ti tz ist :

aile CTi%2, fur die — s ^r1 ^ïx, — e ^ r2 ^ t2 ist,

O-eT2 Otlr2 — S ^ T2 ^ t2 OTl_Ê OTl t2 — S ^ T,. ^ tx

Nach dem I. Hauptsatze ist daher fur Httt2 :

h t2 t2 T^t! tx T2=t2

J J J ^Fv^dra^ + J j uZnvdx^dtxdt% \ +J J %Z!vdxxdtxdt% | 0.
(C) e O* Teia--e -fi
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Dièse Gleichung gilt fur aile tl5 f2 innerhalb den angegebenen Grenzen.

Wir durfen sie daher partiell nach ti und t2 difïerenzieren ; es folgt -

fuYvdt + 4r fu
J dti J

(chU)

Dabei ist :

dxi dxi dxi dX]

dx2 dx2 dx2 dXî

ut ot ut dt

I
J

uZ'vdtxdt2 0

,Z'=±
xx dxx

h *h a/,

a^2

d<p0

wo fur rx : t± und t2 : t2 einzusetzen ist.

Da die Normale ins Innere gerichtet sein muB, ist in Zr und Z" dasselbe
Vorzeichen zu nehmen, d. h. entweder beidemal das obère oder beidemal
das untere. Denn fur den Spezialfall z c -\- tx -\- i^t2, fur O, und
z c + rx i2 + t2 i3 fur jQ ist der Wert Zf= =F i3,Z/f= =F i2, also die
Behauptung richtig. Durch stetige Transformation kann man aber den

allgemeinen Fall auf diesen zuruckfuhren.

In Z\Zn hangt nur die Zeile der -—^ von t1? t2 ab. Difïerenziert man

daher Z1 nach t2, Z" nach ti partiell, so ist :

at2

Somit wird, wie in Fall 2 :

(°tit.)

Es sei jetzt :

T7!

dx2 dx2 |
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wo uber die 6 KombinationenDaim ist Y'= Z YkhFkh
(h,h)

01, 02, 03, 12, 13, 23 zu summieren ist; ferner sei Z'
(h)

z» —
(h)

h l2 h

dti dtx dti

d/i % dh

wo die Zh Unterdeterminanten von Zr, resp. Z" sind:

1 h H

dti dti dti

a/0 a/j a/2

¥2¥2^

1

f
Dann lautet die obige Gleichung:

S Fkh J uYkhvdt~ZZ J
(*.*> (%t2) (*> (*) (Ot!t2)

Nun ist Fhk — Fkh. Daher wird :

Hier setzt man tx 0, t2 0. Dann geht Ot t in O, Ct t in G uber.
Da die 6 GroBen Fkh fur tx 0, t2 0 ganz beliebig angenommen werden
durfen, so zerfallt unsere Gleichung in die 6 Formeln :

J uYkhvdt— J (u{k)Zhv+uZyk) — u<h>Zkv—uZkv{h))
(C) {O}

h =5* k, \ \ 0 1 2 3 •
Je

Zwischen den Zk findet die Relation statt :

Zo + i2Z1ii + izZ2i1 + itZ3i2 0

Die Ykh haben folgende Werte :

Fni

^O (TV)

*2

1

F13= —

h
a/i

1

a/0

*3

a/3

Tt
H
df2
~dt

F03=-

F23

h
dft

~dt

1

a/0

H
df2
~di

H
dfx
~dt
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Yhk ist der Vektor, der in C senkrecht auf der Grenzflàche des

Hyperraumes steht, der durch Bewegung von 0, parallel zur hk-
Koordinatenebene entsteht, und der ins Innere dièses Hyperraumes
geht.

Hat 0 keine Grenzkurve, wie etwa im Falle einer zweidimensionalen

Kugel, so wird aus IV:

(O)
§ (u{h)Zkv + uZk^h))dtxdt^ (IVa)
<£)

4. Anwendungen

Von den mannigfaltigen Anwendungen der Formeln in 2. und 3. seien

nur folgende kurz angegeben:

a) Nimmt man in III a v 1, so folgt:

fu^dZ 0, k =¦ 0, 1, 2, 3
(R)

Dièse Formel ist unabhangig von dem Verhalten von u im Innern H
der geschlossenen Hyperflache R. Nur muB u in jedem Punk te von R ein-

deutig und rechtsregular sein.

Ist somit w f(z) Summe von Ableitungen nach den xk von Funk-
tionen uT, die auf R rechtsregular und eindeutig sind :

w f(z) u^ + <> + uf + uf
so ist stets:

ff(z)dZ O.
(R)

wobei es gleichgultig ist, wie die ut im Innern H von R sich verhalten.
Man darf daher fur eine beliebige Funktion w f(z), die auf R
rechtsregular und eindeutig ist,

l
das Residuum von f (z) im Innern H von R nennen. Das Residuum ist stets

null, wenn sich f(z) in der vorigen Weise als Summe von Ableitungen von
eindeutigen rechts-regularen Funktionen auf R darstellen laBt. Von dieser
Tatsache gilt auch die Umkehrung, wie man beweisen kann: Ist das

Residuum von w f(z) in H null, so ist f(z) Summe von Funktionen

21 Commentarn Mathematici Helvetici 313



£ vf£\ wo die uk auf der Grenzhyperflache R von H reehts-regular und

eindeutig sind.

b) Bei den Reihenentwicklungen einer rechts-regularen Funktion
w f(z) spielen die Funktionen pnxn%nz(z) un<^ Qninana(z) eme en^~

scheidende Rolle3). Die erstern ubernehmen die Aufgabe der Potenz-
funktion zn in der Théorie der analytischen Funktionen emer komplexen
Variablen bei positivem n, die letztern bei negativem n. Die p-Funktionen
genugen den Differentialformeln :

ft»i»,».(*)_p f (z)
dPnin2n3 (Z) <*Vn,n2nz (z)

Fur die ^-Funktionen kann man aus ihnen die Formeln beweisen:

?«in,+ln,(2) fa -<2nin2n3+l (Z)n (9
fa - -tffU+ln.n.W fa —?«in,+ln,(2) fa

Zum Beweise benutzt man die fur aile \z\ < | f |, C 2J
(k)

maBig und absolut konvergente Reihe:

Offenbar ist :

Daher ergibt die Differentiation der Reihe z. B. nach xx,

Da die Entwicklung nach den ^-Funktionen eindeutig ist4), folgen die
Differentialformeln.

Die £>-Funktionen sind im endhchen uberall rechts- und links-regular,
die g-Funktionen ebenfalls mit Ausnahme des Punktes 0. Ist B irgend

3) Siehe deren Einfuhrung m Rud.Fueter Ûber die analytische Darstellung
der regularen Funktionen einer Quatermonenvanablen. Comm. Math Helv.
t 8, p. 371, uff.

*) Siehe même unter x) genannte Arbeit, p. 324.
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eine geschlossene Hyperflache, die im Innern 0 enthalt, so darf man
m III a

setzen. Wegen der Differentialformeln ergibt dann Illa:

J qnin2H3(z)dZpViV2V3(z) =fqni-lHtnt(z)dZpni_lHMn%(z) falls %>0 ist,
(-R) (R)

S ^n1nt-lnt(Z)dZPvlVz-lv^) ' falls n2>° ist »

„ v —i(z) 5
falls n3 > 0 ist.

(M)
* " " * 2 3

Hieraus kann man sehr einfach durch sukzessive Anwendung in Ver-
bindung mit Hauptsatz I die Formel beweisen*

wenn nk vk, A; 1,2,3;
wenn fur wenigstens ein knk=£vk ist.

(-R)

Man hat nur fur nk vk — Q, k= l, 2, 3, die Formel direkt zu
berechnen.

(Eingegangen den 15. Juni 1938.)
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