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Sur le domaine
d’existence d’'une fonction analytique

Par JEAN BESSE, Zurich

1. L’ensemble ouvert et connexe le plus général peut-il étre domaine
d’existence d’une fonction analytique uniforme ?

Plus précisément, étant donné un domaine connexe ouvert D dans le
plan de la variable complexe z, existe-t-il toujours une fonction f(z)
réguliére et uniforme dans D, dont aucun prolongement analytique ne
puisse quitter le domaine D ?

Weierstrass (1) 'avait affirmé sans démonstration. La seule démons-
tration exacte que nous connaissions a été donnée par Runge (2). Mais
cette démonstration, qui utilise sa théorie de ’approximation par fonc-
tions rationnelles, est, pour le probléme qui nous occupe, inutilement
compliquée.

D’autres savants, notamment Mittag-Leffler (3) (dont la démonstration
est reproduite dans les traités de MM. Osgood, Pringsheim et Bieberbach)
et M. Pringsheim (4), ont cru donner des démonstrations plus simples.
Nous verrons cependant au § 4 que ces dernieres sont insuffisantes.

2. C’est pourquoi nous reprenons la question et démontrons ’affir-
mation de Weierstrass en nous inspirant de la méthode de M. Pringsheim.

Supposons, ce qu’on peut toujours obtenir moyennant une transfor-
mation linéaire, que le point & I'infini du plan soit un point intérieur de D;
la frontiére F' de D est alors un ensemble fermé et borné.

Nous appellerons un point frontiére P de D ,,bien wvisible* s’il existe
une circonférence Cp passant par P, telle que 'intérieur de cette circon-
férence appartienne entiérement a D.

Fixons-nous dés maintenant une série convergente quelconque & termes
positifs:

a,+a,+...+a,+...=4;
et soit une suite
2y By e By

de points frontiére ,,bien visibles.

ay

oo
L’expression X est uniformément convergente dans tout do-

n=1 %" “n

maine fermé intérieur & D, car, si 6 est la distance du domaine fermé a F,
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f(z)= 2’ —"— est donc en tous cas une branche réguliére et uniforme

n=1 n
dans D d’une fonction analytique.

Considérons d’autre part un point ,,bien visible® z,; f(z) tend vers
infini lorsque z s’approche de z, suivant le rayon d’un cercle . En
Pinfini 1 ’ he de z, t1 od’ch'ZkE
effet, si z se trouve sur ce rayon, nous aurons

Iz_’zk|<|z*zn|’ k:tn:

soit N >k tel que E,‘ an<%°- f(z) se décompose de la fagon
n=N-+1

suivante:
© q

2 n ak

n=1 &2, B R—2g

a, a

n
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2—2, =N+l 2—2,
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Le second terme étant régulier au voisinage de z,, et restant par con-
séquent borné lorsque z tend vers z,, nous avons

a e a
@) > —p— ¥ e
| 2 — 24 n=N+1 |2—2,]
|z—2;] n=N+1 |2—2;|
ay
—_Ff B

expression tendant bien vers infini lorsque z s’approche de z,. On ne
pourra donc pas prolonger f(z) au dela de D avec un élément (série de
Taylor) dont le centre est aussi celui d’un cercle C,, .

3. Définissons une suite adéquate de z, comme suit. Autour de chaque
point rationnel ¢ intérieur & D, nous construisons le plus grand cercle
de centre ¢ dont I'intérieur soit contenu dans D (ce cercle existe, ¥ étant
un ensemble fermé). La circonférence de ce cercle, contenant au moins
un point de F, nous choisissons un point frontiére sur cette circonférence
(pour ne pas faire intervenir ’axiome de choix, on prendra par exemple
sur chaque circonférence le point frontiére z = { +p ¢'? avec ¢ mini-
mum (0 < ¢p<2mx), car F' est un ensemble fermé!). Si nous laissons de

303



coté ceux des points frontiére ainsi construits qui se répétent, nous ob-
tenons, en partant de 1’ensemble dénombrable

Ey Coveilp oo

des points rationnels de D, un ensemble dénombrable
21 Ry e Zy ee

de points frontiere. Remarquons que ces derniers sont tous ,,bien visibles‘
par construction.

Observons enfin avec Poincaré que tous les prolongements possibles
de f(z) hors du domaine D peuvent étre obtenus par des éléments de
centres rationnels.

Si donc on pouvait prolonger f(z) hors de D, il y aurait un élément,
de centre {,, par exemple, dont le cercle de convergence contiendrait
une partie de F' et par conséquent le point frontiere ,,bien visible* z,
qui est par construction le plus rapproché de £, . f(2) tendrait alors vers
Pinfini lorsque z tend vers z, sur le rayon £, 2, . 2, ne pourrait donc pas
étre intérieur au cercle de convergence de 1’élément de centre ¢,,, d’ou
contradiction.

On ne peut donc pas prolonger f(z) au-dela du domaine, ce qu’il fal-
lait démontrer.

4. Nous allons voir maintenant que les démonstrations analogues de
MM. Pringsheim (4) et Zorettr (5) présentent une lacune importante par
le fait qu’elles n’exigent de I’ensemble des points frontiére z,, a I’approche

desquels 1’expression f(z) = 3’ >
n=1 & &p

d’étre dense partout sur la frontiére
F'; et qu’elles concluent en observant
que, chaque point z, étant singulier,
chaque point frontiére, point d’ac-
cumulation de z,, est également
singulier.

Oui, mais est-il singulier relative-
ment & tout prolongement?

L’exemple suivant montrera que
cela pourrait trés bien ne pas étre
le cas. Prenons comme frontiére F
I’ensemble formé (voir la fig.; nous

So S,,“_‘ S% S; S, posons z ==z + iy) des segments

a,

tend vers l'infini, que la propriété
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1
S% T=35 0sy=<1
S x——l 0<y<1
% _"'"m b —'—y:
et du segment limite
S, r=0 ; 0Zy<1.

Soit D le domaine ouvert, connexe, complémentaire de F.

Supposons que les z, soient répartis partout denses sur chaque segment
S, , mais qu’il n’y en ait pas sur S, méme. Les z, sont bien partout denses

m
sur F. Et les points de S, ne pourront certainement pas étre franchis par

un prolongement de f(z) ... si ce prolongement vient de droite. Mais
rien ne prouve qu’on ne puisse pas prolonger la fonction & travers S, selon
un cheman arrivant de gauche, et obtenir ainsi une autre branche de la
fonction.

Le domaine D pourrait alors ne pas étre domaine d’existence de la
fonction construite sans précautions suffisantes.

La démonstration qui remonte a Mittag-Leffler (3) et qu’on retrouve
dans les traités de MM. Osgood (6), Pringsheim (7) et Bieberbach (8) con-
siste a construire une fonction telle que la frontiére de D soit ’ensemble
des points d’accumulation de ses zéros. Elle est déja mise en défaut par
Pexemple d’un seul segment frontiére S et de zéros situés seulement d’un
coté de S. La fonction peut étre prolongeable a travers S en venant de
lautre c6té; la représentation conforme de l'extérieur d'un cercle sur
Pextérieur d’'un segment nous permet d’en construire des exemples.
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