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Vielflache mit Doppelstrecken, aus Prismen
Von K. MErz, Chur

Durch Zerlegung von Prismen mittelst Schnittebenen werden ein- und
zweiseitige Polyeder mit Doppelstrecken erhalten. Bei zunehmender
Flachenzahl fiihren sie zu einem eigenartigen Grenzfall. Die Konstruktion
sei vorerst an einem Wiirfel ausgefiihrt.

1. Wirfel zerlegt in ein einsettiges 14 Flach und ein zweiseitiges 12 Flach.

Durch die vier Kanten einer Wiirfelseite als Grundflache seien die vier
Schnittebenen durch die Wiirfelmitte gelegt. Damit entstehen sechs
Doppelstrecken, namlich die vier Wiirfeldiagonalen und die zwei Ver-
bindungsstrecken der Mitten von je zwei gegeniiberliegenden Seiten-
flichen. Die Achsenschnitte in den vier Schnittebenen sind Rechtecke;
in jedem davon sind drei Doppelstrecken, namlich die beiden Diagonalen
und die Mittelparallele zu den kiirzeren Rechteckseiten. Der Wiirfel wird
so in 14 Teile zerlegt, die alle vom Schnittpunkt 0 der Doppelstrecken
ausgehen. Davon bilden sechs Scheitelteile das einseitige 14 Flach und
die tbrigen acht das zweiseitige 12 Flach. Scheitelteile stoen nur in
Doppelstrecken zusammen und ihre dulleren Flachen auf dem Wiirfel
nur in Ecken. Am 14 Flach sind zwischen den sechs Korperteilen acht
Liicken, am 12 TFlach sind deren sechs.

Zur Herstellung der Netze wurde aus jedem Rechteck der vier Achsen-
schnitte an dessen Lange ein Viertel herausgeschnitten lings Diagonalen
und noch halbiert in rechtwinklige Dreiecke, um beim Aufklappen die
Durchdringungen der vier Achsenschnitte herstellen zu konnen. Doppel-

strecken gehen von 0 aus.
Netz des 14 Flachs
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Um aus dem ersten Netz das 14 Flach zu erhalten, sind alle Umklap-
pungen, bis auf eine, nach der namlichen Seite zu machen, nach unten.
Man beginnt um die Grundfliche A, bis die nichsten drei 0 in einen
Punkt fallen. Mobiusbinder schliefen sich in den Wendestrecken 1,
einer Kante, und in 2 und 3, halben Doppelstrecken, die zusammen ein
Dreieck von 0 aus bilden, wie es viermal am 14 Flach auftritt. Dieses
hat Grund- und Deckfliche des Wiirfels mit zwei Pyramiden nach 0,
zwischen denen sich die vier Teile an den Seitenkanten einfiigen mit je
zwei Dreiecken als duflere Flachen. Damit sind zehn Flichen vom Wiirfel
vorhanden, zu denen noch die vier Achsenschnitte kommen: f = 14,
e=12, k=28, c=e—k+f=—2.

Dem 12 Flach, das zweiseitig wird, fehlen Grund- und Deckfliache,
statt dessen sind zwei einspringende Pyramiden als Liicken, zu denen
noch vier an den Seitenkanten kommen. Das Netz war schwieriger zu
bilden und es ist weniger iibersichtlich als im vorigen Fall. Die Aufklap-
pungen haben um die punktierten Kanten entgegen wie um die aus-
gezogenen zu erfolgen. Die acht Korperteile zeigen abwechselnd ent-

Netz des 12 Flachs

(Wendestrecken
des 14 Flachs)

12 Flach F, n=4¢
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gegengesetzte Seiten des Netzes, und doch bilden sich keine Mébius-
bander, weil beim fortgesetzten Aufklappen jedesmal gleiche Seiten
gegeneinander kommen. f= 12 e= 12 k= 24 ¢ = 0.

2. Zerlegung eines sechsseitigen Prismas in ein einseitiges 32 Flach und
ein zweiseitiges 24 Flach. Das Prisma sei senkrecht iiber regelmafBiger
Grundflache.

Die sechs Schnittebenen werden je durch zwei gegeniiberliegende
parallele Kanten von Grund- und Deckflache gelegt, wodurch 15 Doppel-

Teil des Netzes des 32 Flachs
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strecken entstehen, von denen sechs von der Mitte 0 des Prismas nach
dessen Ecken gehen; weitere drei verbinden die Mitten von seitlichen
Gegenkanten und noch sechs gehen geneigt nach den Mittellinien zwischen
benachbarten Seitenkanten. Das Prisma wird damit in 32 Zellen geteilt,
von denen 14 das 32 Flach bilden und 18 das 24 Flach.

Die Achsenschnitte sind Sechsecke mit je fiinf Doppelstrecken. Ein
Ausschnitt daraus, in vier Dreiecke 1 bis IV zerlegt, ermoglicht die
Bildung der Durchdringungen bei der Aufklappung. Das Nefz des 32
Flachs 1483t sich um die Grundfliche regelmiaflig anordnen, weshalb nur
ein Teil des Netzes gezeichnet ist. Teile der Dreiecke I bis 1V iiberdecken
am Netz. Nach der Aufklappung bilden die Wendestrecken in jedem
Sechstel zwei Dreiecke 1, 2, 3 und 4, 5, 6 von 0 aus mit zwei Héalften
von Doppelstrecken und einer seitlichen Verbindungskante an Dreiecken
der Seitenflachen. Das zweiseitige 24 Flach hat pyramidenformige Trichter
als Liicken statt Grund- und Deckfliche, und in der Mitte der Seiten-
flichen eine Raute zwischen Dreiecken oben und unten, wie die Liicken
am 32 Flach.

3. Verallgemeinerung fiir ein n seitiges Prisma F von gerader Seiten-
zahl. Auf jeder seiner Seitenflichen entstehen durch die Spuren der

Schnittebenen (n—2) Flichen fiir #, und 7—; Fléchen fiir ¥,. In folgen-

der Tabelle sind die Zahlen der Elemente der erhaltenen Teilvielflache
F, und F, zusammengestellt, samt der Doppelstrecken d und der Zellen z.
Man erhilt damit Vielflache groler Zusammenhangszahl h = 3—c, worin
¢ = e—Fk -+ f die Charakteristik ist, aus Anzahl e der Ecken, k£ der Kanten
und f der Flachen.

F, einseitig F, zweiseitig
n|lh e koo |fi e ks Ca dlz 2z 2 |h hy
4114 12 28|— 2|12 12 24 0| 6|14 6 8| 5 3
6132 30 72|—10{24 30 60| — 6|15/32|14 18|13 9

8158 56 136|— 22|40 56 112| —16(28(58|26 3225 19
10{92 90 220(— 38|60 90 180 — 30({45{92142 5041 33

Ct W |

Allgemein ergeben sich folgende Formeln zu geradem n = 2¢, (¢>1):
F :f,=2t2t—1)+2, e, =2t(2¢t—1), k1:2t(5t—3)l

ey —ky = 24 (t—1)
Foifp=2t (t4+1),  e,=21(2t—1), ky—4¢(26—1)f
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Doppelstrecken: d =t(2t—1), Zellen: z=2t(2{—1)+ 2 od. 2=2(d + 1)
Ecken eines Teilvielflachs: e, = e,=2d (Endpunkte der d)
Zellen von F:

2, =1t(2t—1)4+1—(@—1) oder z,=d—1+ 2l

Zellen von F,: 2 —2g= —2(t—1)
2o=1(2t—1)+ 14 ((—1) oder z,=d +¢ I
Charakteristik: ¢; = 2(1 +¢t—12) oder ¢, =2 +{—d l

61—02: ‘—'2(t“_l)
c;=2t(2—1t) oderc,=3t—d
also ¢,—c, = 2,—2,
Zusammenhangszahlen :

h,=2{2—2t+1 oder h,=d -+ 1—¢

hy,=2t*—4t+3 oder hy,=d -+ 3—3t¢
oder durch die Liicken (z—z,) und (z—=z,) angegeben:

hy=(2—z)—2t+1

hy=(2—2,)—2¢+1
Daraus ist h;—hy,= (k;—Fk,) : ¢ gleich der doppelten Zahl der Abschnitte
auf den parallelen Prismenkanten, die an ¥, als Kanten auftreten, wih-
rend sie an F, in den Liicken fehlen. SchlieBlich ist b, —h,=—(2,—2,),
d. h. die Differenz der Zusammenhangszahlen ist entgegengesetzt gleich
der Differenz der Anzahl der Zellen von F, und F,, oder also gleich der
Differenz ihrer Liicken.

4. Von besonderer Bedeutung ist der Grenzfall fiir lim n» = oo. Die
Prismen F' gehen in einen Zylinder iiber, die Vielecke der Schnittebenen
in Ellipsen, welche dessen Mantel in unendlich kleine Drei- und Vier-
ecke teilen, die abwechselnd zu ¥, und ¥, gehoren, so da3 die Flichen
eines einzelnen Vielflachs die Zylinderfliche nicht dicht erfiillen. Ebenso
ist der innerhalb liegende Korperteil nicht dicht, da nur die Zellen in
Scheitellage einen der Korper zusammensetzen und die iibrigen da-
zwischen als Liicken bleiben. Fiir F, werden die beiden Kegel von den
Grundflichen aus nach 0 dicht, nicht aber der iibrige Teil im Innern des
Zylinders, der von leeren Zellen durchstoBen ist, womit die unendlich
groflen Zusammenhangszahlen A, und A, von F,; und F, ermoglicht wer-
den; der Raum wird dadurch gleichsam gelockert. Das Volumen der
Teilkorper des Zylinders bleibt begrenzt, wahrend ihre Oberfliche durch
die Zunahme der Schnittfiguren unbegrenzt wichst. Dies entspricht den
OberflichenvergroBerungen bei Entwicklungen der Gebilde der Natur
aus deren Stoffen.

(Eingegangen den 24. Februar 1938.)

l hy—hy,=2(t—
1 2 (t—1)
[
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