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Uber die Môglichkeit einiger
diophantischer Gleichungen 3. und 4. Grades
in quadratischen Kôrpern

Von E Fogels, Riga

§ 1 Die Moghchkeit dei diophaniischen Gleichung X3 + 73 + Z3 0

in quadratischen Korpern hat zuerst Herr Fueter1) mit Hilfe emer idéal
theoretischen Méthode untersucht Eme elementare Méthode hat
W Burnside2) benutzt und gezeigt, daB dièse Gleichung unendhch viele
Losungen durch Zahlen quadratischer Korper besitzt Herr Aigner
zeigte3), daB jfiT(|/—7) der emzige quadratische Korper ist, m dem die
Gleichung X4 -{- Y* — Z* Losungen besitzt und dièse smd den Zahlen
\ _i_ i/ 7 \ 1/ 7—ZLJ. 1 1 proportional Ich habe hier versucht m dieser

2 2

Richtung ein wemg weiter zu gehen, mdem ich die allgememe Gleichung
3 Grades und emige Gleichungen von der Form JT4+^4 74+ BZ* — 0

untersuche

§ 2 Wir setzen voraus, daB

f(x,y,z, 0 (1)

eme diophantische Gleichung 3 Grades mit rationalen Koeffizienten und

x, y, z, eme Losung durch Zahlen des quadratischen Koipeis i£ (j/m)
sei, wobei x, y, z, mcht aile rational smd Es seiz B x eme primitive
GroBe des Korpers und y hx + h1} z kx + klt (h, kx rational)
Nun ist aber die Gleichung 3 Grades f(x,hx-\-h1,kx-\-k1, 0

oder
F(x) 0

durch eme algebraische GroBe 2 Grades befnedigt, sie muB also eme
rationale Wurzel x oc besitzen (1) hat also die rationale Losung

x oc, y hoc + hx, z koc + klt

*) Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie 1913

2) Proceedmgs of the London Mathematical Society, vol 14 (1915)
3) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Veremigung, Bd 43 (1934)

263



Setzen wir m umgekehrter Weise voraus, daB oc, fi, y, eine rationale
Lôsung der Gleichung (1) sei, und suchen wir aile Losungen durch Zahlen
quadratischer Korper, die dieser rationalen Losung entsprechen Wir
bestimmen die rationalen Zahlen hv, kr, aus den Gleichungen
P hoc + hx, y — koc + kt, Es ist also hx p — hoc, kx y — koc,

oder y h(x — oc) + P, z k(x — oc) + y9 Die gesuchten Losungen
sind durch die Formel gegeben

f[oc-\-(x — oc) p + h(x — oc), y + k(x — oc), ] 0, (2)

\\o h, k, beliebig rational und x eine Losung der quadratischen Glei
chung (f(x) 0 ist, die wir erhalten, wenn wir (2) durch x — a dividieren
Es ist also

3' [doc^^Bp^ *dy^ /

Ist jedoch bei gewahlten h, k, die Disknmmante der letzten Glei
chung em vollstandiges Quadrat, dann ist es moglich, daB die Formel (2)
neue rationale Losungen der Gleichung (1) liefert Auf die Frage, ob zwei
verschiedenen rationalen Losungen dieselben irrationalen Losungen
entsprechen, werde ich hier nicht eingehen

Eine Gleichung wie
X3+73 + ^Z3 0 (4)

hat jedenfalls die îationale Losung a, —oc, 0 Dieser entspricht die lira
tionale Losung x, h(x — oc)—oc, k(x—oc), wobei x eme Wurzel der
quadratischen Gleichung (Akz + A-3 + 1) x2 + (— 2Ak* — 3^2 — 2 A3 + 1)

ocx+ [Ak* + (h + l)z]oc2 0 ist Es genugt hier oc — 1, h 0 zu
setzen, dann kommen wir nach einer klemen Umgestaltung auf die

Losung

{3+ }/—3(4-4^ + 1)}3 + {3 — V — 3(4rAks + 1)} 3 + A(§kf 0,

die fur A 1 W Burnside gegeben hat

Hieraus laBt sich zeigen, daB mit jedem rationalen A die Gleichung (4)

in unendlich vielen quadratischen Korpern losbar ist und dafi sie m
jedem dieser Korper unendlich viele Losungen besitzt Das erste wird
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klar, wenn man bemerkt, daB die Gleichung 4 Axz-\- 1 m y2 fur jedes
nichtquadratische m nur eine begrenzte Anzahl ganzer rationaler Losun-

gen liât Die zweite Behauptung wird aber dadurch begrundet, daB man
nach dem bekannten Tangentenverfahren von emer Losung (x, y, z,

der Gleichung (1) ausgehend im allgemeinen unendlich viele Losungen
konstruieren kann.

Es lassen sich nun aber Gleichungen

anfuhren, die auBer X — Y Z 0 keme andere rationale Losung
besitzen. So ist es z.B. der Fall mit der Gleichung X3 + 7Yà-\-AZ* =- 0,

wo A eine ganze rationale Zahl ~ ± 2 oder ^ 3 (mod 7) ist. Dièse

Gleichungen haben auch keine Losung durch Zahlen îrgendw elcher
quadratischer Korper. Denn nach (3) reduziert sich in diesem Falle die
Gleichung <p{x) 0 auf x2(l +Ah*-\~Bk3) 0, die aber keine quadra-
tisch irrationale Losungen besitzt.

§ 3. Wir betrachten nun die Gleichung

0, (5)

wo A und B ganze rationale Zahlen sind. Besitzt (5) eine Losung, fur die
X, Y, Z von 0 verschiedene Zahlen des quadratischen Korpers K j/m)
sind, dann konnen wir setzen •

Xi i i/ -xr i -¦/ rrax -f- ox \m ï=a2-{-o2 y m Z c

Hier sind a1,a2,blib2,c ganze rationale Zahlen mit groBtem gemein-
samen Teiler 1. Aus der Gleichung (ax + bt |/m)4 -\-A (a2 + b2 |/m)4=Bc*,
wo |/m eine irrationale Zahl ist, erhalten wir das System

(a\b\ + Aa\b\) [{a\ + mb\f + ±Ama\b\] - ABàa\b\

(a\b\ + Aa\b22) [A(a\ + mb\f + 4:ma\b\] =Bc*a\b\

oder, indem wir
a\b\+Aa\b\ e (6)

setzen, das System

eb\m2 + 2e(e -t- Aalbl)m + ea\--ABc*a\b\-=0
' -5c4oî6ï =0 (7)

18 Commentani Mathematici Helvetici ZOO



Da m rational ist, sollen die Diskriminanten Ae[ie2 + B (^c)4]^^ >

e[^e2-\-AB(b2c)^a\b\ gleich Quadraten zweier rationaler Zahlen sein.
So erhalten wir das System

Ae(U2 + Bx*) u2 e(4e2 + ^4J5ï/4) v2 (8)

wo die Unbekannten e, x — bxc, y — b2c, u und v ganze rationale Zahlen
sind. Unter der Bedingung

a1a2b1b2 =£ 0 (9)

ist die triviale Losung e 0 naeh (7) nicht vorhanden. Ist jedoeh (9)
nicht erfullt, so ist eine von den Zahlen X, Y entweder rational, oder eine
rein quadratische Irrationalitat. Daraus folgt, daB auch die andere Zahl
derselben Natur ist, und wir erhalten die eine oder die andere der
Gleichungen

— Bà 0, a^ + Ab2 — Bc* 0, a* + Ab* — Bc2 0, (10)

wo a, 6, c von 0 verschiedene ganze rationale Zahlen sind.
Wir benutzen (8) und (10), um verschiedene Falle der Gleichung (5) zu

diskutieren. Setzen wir z.B. A —B 1, dann ist keine von den
Gleichungen (10) moglich und in (8) oder

e(4e2 — #4) u2 e(4e2 — y4) v2 ($')

ist nach (6) e > 0. Es genugt hier, daB nur die erste der beiden Gleichungen
(8') diskutiert wird.

Setzen wir erstens e <x2, dann erhalten wir die Gleichung 4&4—se4 u\
mit der einzigen rationalen Losung4) x 0. Dieser aber entsprechen nur
triviale Losungen der Gleichung (5).

Es geht also wenigstens eine Primzahl p in einer ungeraden Potenz in e

auf. Wir setzen e p2k+1oc, x phx1(ocx1, p teilerfremd, Jch ^ 0) und
erhalten s 4e2 — #4 4p4fe+2^2 — p*hx\. Ist p =£ 2, dann enthalten
die Glieder îm letzten Ausdruck ungleiche Potenzen von p, und die
Summe s enthalt p in keiner hoheren Potenz als pv, wo v Min (4 k + 2,

4 A) eine gerade Zahl ist. Es ist also p 2 oder e 2a2. Aus (8') erhalten
wir die Gleichung (2a)4 — x* 2uf mit der Losung5) 4«2 #2. In ahn-
licher Weise erhalten wir aus der zweiten Gleichung (8') 4 a2 y2. Hier-
aus folgen die Beziehungen

*)L.Euler, Opéra omma (1) 1, 1911, p. 442—3.
5) ibid.
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Die Gleichungen (7) oder

64m2 + 2b2m(al + 2a2) + (a\ + 2a2)2 0

64m2 + 2b2m(a\ + 2a2) + (a2 + 2a2)2 0

haben bezw. die Losungen b2m — a2 — 2 a2, b2m — — a2 — 2 a2. Durch
Vergleich der letzteren erhalten wir die Beziehungen

al a22 a2 62m — 3a2

Hieraus folgt m — 3, 6= ± o, c ±2 a. Wir setzen a J und
konstruieren die Losungen

±<?2, ±e, ±i
der Gleichung

Die letzte ist also nur in dem Korper K(^—3) moglich und aile ihre
Losungen sind den Zahlen (11) proportional6).

In derselben Weise wird gezeigt, daB die Gleichung

nur m dem quadratischen Korper K{^—7) nicht triviale Losungen

besitzt, und daB dieselben den Zahlen ± l±f~~~7? ±3TM~7, ±2
2 2

proportional sind. Im wesentlichen ist das dieselbe Losung, wie die von
Herrn Aigner.

Die Gleichung X4 + 74 — 8 Z4 0

hat Losungen mit XYZ ^ 0 nur in den quadratischen Korpern K(]/ 2

und J5l(|/—2) Aile Losungen sind, bis auf den Proportionalitatsfaktor,
durch die Formeln

(|/T)4 + (±|/T)4 — 8 0 (]/=2)4 + (±y=2)4 — 8 0

gegeben.

6) Mit den Beziehungen p3= 1, ^>2 -f- (> -j- 1 0 wird bewiesen, daû im allgememen
jede Fermatsche Gleichung Xn + Yn + ^n 0, wo n ganz und nicht durch 3 teilbar,
durch die Zahlen X 1, Y== ç>, Z q2 befriedigt werden kann.
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Wir betrachten noch die Gleichung

X4+74 —2p2Z4 0 (12)

wo p eine Primzahl 3 (mod 8) ist. Die erste oder die zweite der Glei-
chungen (10) ist nur dann moglich, wenn sie durch p2 gekurzt werden
kann. Dann kommen wir auf eine Gleichung u2-{-p2v2 2w2, die nur

nebst I — 1= -f- 1 bestehen kann. Die dritte der Gleiehungen (10) hat

die einzige Losung a2 b2 c2 p2. Dieser entsprechen die Losungen
von (12)

tfvY M±Vp)4 — 22)2 o (y_p)4 + (±y_p)4_2p» o. (13)

Um nun andere Losungen der Gleichung (12) zu finden, setzen wir in
(8) der Reihe nach e oc2, 2oc2, pot2 und 2pot2 Im ersten Falle kommen
wir dann auf eine Gleichung oâ-^-Sp2^ y2, deren Unmoglichkeit mit
einer descente infinie bewiesen werden kann Die zweite Annahme liefert
die Gleichung

Ist sie durch p2 nicht kurzbar, dann gilt die Beziehung i px2 a2—262,

wo a eine ungerade Zahl ist. Wir haben hier p ± 1 (mod 8).
In den zwei ubrigen Fallen finden wir eine Gleichung oâ + 8 fi* py2,

die nur mit p 1 (mod 8) bestehen kann.

Die Gleichung (12) ist also nur in den quadratischen Koipern K(^p)
und K(V—p) moglich. Aile Losungen sind, bis auf den Proportiona-
litatsfaktor, durch die Formel (13) gegeben.

§ 4. Es seien noch andere ahnliche Ergebnisse mitgeteilt. Zu diesem
Zweck bezeichnen wir die Gleichung X4 + A 74 + BZ* 0 mit (1, A, B) ;

unter v verstehen wir stets 1 oder 3, n ^ 0 sei beliebig rational und

p, q, r, r1 positive Primzahlen, wobei p 3 (mod 8), q 5 (mod 8),

ri' 11 (mod 16), rv 7 oder 11 (mod 16) ist. Dann laBt es sich zeigen,
daB die Gleiehungen

(l,n\2), (1,1, ±4), (l,_l, ±4),
(1, n2, —p"), (l,n*,2p"), (l,wa,4p"), (1,^,-8^), (1,1,—p2),

(1, _4, —P2), (l,4,p2), (1,1, 4p«), (l,»2,8p«), (l,w«,2g"),

(1, 1, —8(f), (1, 1, g2), (1, ±4, g2), (1, n», 222), (1, 1, —4g2),

(1, 1, —8g2), (1, n\ r% (1, »2, —4/-), (1, —1, ±rï)
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in keinem quadratischen Korper Losungen mit XYZ ^ 0 besitzen. Fur
den Beweis benutzt man stets die Unmoglichkeit verschiedener Glei-
chungen in rationalen Zahlen von der Form7) ax*-\-by* — cz2.

Endlich will ich noch einige Gleichungen anfuhren, die unendlich viele
Losungen durch Zahlen quadratischer Korper besitzen. So ist es der Fall
mit der Gleichung

(1, —1, —z)

deren allgemeine Losung gegeben ist durch die Formel oâ—[}jyY—2/?4
0, wo a, fi, y rationale Losungen der Gleichung o£ — 2^4 y2 sind.

Die Gleichung
(1, 1, —l)

wird gelost durch die Formeln

± X2 ± Y2 Z2 ; (]/c )4 + &4 — 2a4 0 ;

(a, 4- y__3^2 + yy + (oc — ]/— 3oc2 + y)4 — 2£4 0

wo die rationalen Zahlen a, b, c, oc, fi, y den Gleichungen 2 a4 — 64 c2,

bezw. 8 oâ + /?4 y2 genugen.
Die Gleichung (1, 1, 8)

hat die Losung (oc +|A— 3 oc2 + 2 y)4 + (oc — ]/— 3 oc2 + 2y)4 + 8 0.

Hier genugen die rationalen Zahlen oc, /?, y der Gleichung 2<%4 — /?4 y2.

Ich behaupte nicht, da6 die angefuhrten Losungen der zwei letzten
Gleichungen die einzigen sind.

§ 5. Die Frage uber die Moglichkeit einer diophantischen Gleichung
in irgendwelchen quadratischen Korpern ist gleichwertig der Frage nach
den rationalen Parameterwerten a, b, mit denen eine bestimmte
Gleichung f(x, a, b, 0 reduzibel wird. So sind z. B. in jedem Falle,
wo die Gleichung (l, A, B) in keinem quadratischen Korper Losungen
besitzt, die Gleichungen

x* + A(ax + bf + B 0 (ax + bf + Ax* + B 0

fur aile von 0 verschiedenen rationalen Zahlen a, b irreduzibel.

7) Die rationalen Losungen der Gleichung ax* -\- by* cz2 sind fur viele ganzzahlige
a, b, c von L. Euler gegeben (Opéra omnia (1) 1, 1911, p. 436—445). Einige andere Falle
dieser Gleichung smd u. a. von mir gefunden und werden m den Acta Universitatis
Latviensis erschemen.

(Eingegangen den 21. Oktober 1937.)
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