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Ûber das Wachstum der Nâherungsnenner

halbregelmaBiger Kettenbrùche
(Untersuchungen zur Théorie der halbregelmâBigen Kettenbruchentwicklungen III)

Von Fritz Blumer, Basel

Einleitung

Dièse Arbeit ist der dritte und letzte Teil emer Untersuchung uber
halbregelmaBige Kettenbrùche1). Solche halbregelmaBige Kettenbrùche
haben die Gestalt

1

ao±

a1± -

Den Kettenbrueh, den wir erhalten, wenn wir einen Kettenbruch mit
p

an abbrechen, bezeichnet man als seinen w-ten Naherungsbruch —-.

Im ersten Kapitel leiten wir das schon von Tietze und spater von Perron
auf anderem Wege bewiesene Résultat her, da6 in einem unendlichen
Kettenbruch die Nâherungsnenner Qn ins Unendliche wachsen. Unser
Beweis bezieht sich ebenso wie die Beweise von Tietze und von Perron
auf den allgemeinen Fall der sog. jP-Kettenbruche, in denen die an belie-
bige Zahlen ^ 1 sind.

Im zweiten Kapitel beschranken wir uns wieder auf halbregelmaBige
Kettenbrùche und untersuchen die Art des Wachstums der Qn. Die
Ergebnisse hangen von der Einteilung der Indizes in zwei Klassen ab,
namlich in die Klasse der regularen und in die der singularen. Wir nennen
solche Indizes n > 1 singular, fur die gleichzeitig an < 2 und das Vor-

*) Der erste Teil dieser Untersuchungen wurde unter dem Titel ,,Ûber die verschiedenen
Kettenbruchentwicklungen beliebiger reeller Zahlen und die penodischen
Kettenbruchentwicklungen quadratischer Irrationahtaten" m den Acta Arithmetica, der zweite Teil
unter dem Titel ,,Ûber die Gute der Appioximation emer reellen Zahl durch die Naherun^3-
bruche îhrer halbregelmafiigen Kettenbruchentwicklungen" m einem fruhern Heft der
Commentarii veroffenthcht. Doch kann die vorhegende Arbeit ohne Kenntnis der beiden
andern gelesen werden.
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zeichen vor dem Teilbrueh — 1 ist, aile andern regular (n 1 gilt
immer als regular). Wir bezeichnen die regularen, resp. singularen Indizes
der GroBe nach geordnet mit rk, resp. mit sk. Pipping hat dann bewiesen,
daB die Folge der QSJc, sofern sk ->- oo gilt, monoton ins Unendliehe
wachst. Dieser Satz ergibt sich auch aus unsern Untersuchungen, und
zwar sogar, was bisher nicht bekannt war, fur den allgemeinen Fall der
T-Kettenbruehe. Ferner zeigen wir, daB in einem unendlichen halb-

regelmaBigen Kettenbruch -^ -> oo gilt. Vor allem aber gelingt es unc,

die Frage nach dem genauesten allgemein gultigen Wachstumgesetz fur
die Qrjc und die Qs]c zu entscheiden. Wir beweisen, daB die beiden Rela-
tionen

^- -» oo und Q8k -» oo

gelten und zeigen, daB sie sich nicht mehr verscharfen lassen, d. h wenn
(p (x) eine beliebig schwach monoton ins Unendliche wachsende Funktion

Qrk
ist, so kann man solche Kettenbruche angeben, fur die ;—r resp.
Qa rk<p(rk)' F

nicht ins Unendliche wachst.

Ich mochte auch an dieser Stelle Herrn Ostrowski bestens danken, der
mich auf dièses Problem hingewiesen und mir auch bei der Durchfuhrung
dieser Untersuchung hilfreich zur Seite gestanden hat.
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auch deutsch m Leonhardi Euleri opéra omnia I, sowie m Ostwalds Klassiker der
exakten Wissenschaften, Nr. 103

Perron, O. Die Lehre von den Kettenbruchen, 2 Auflage 1929.

Pippmg, Nils Die Konvergenz der halbregelmafîigen Kettenbruche. Acta
academiae Aboensis, Mathematica et Physica, 1922.

Tietze, H. Ûber Kriterien fur Konvergenz und Irrationalitat unendlicher
Kettenbruche Mathematische Annalen 70, 1911.

Die angefuhrten Bûcher und Arbeiten zitieren wir emfach mit der Angabe des Namens
des Verfassers.
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I. Allgemeines ùber das
Wachstum der Nàherungsnenner der 7-Ketten bruche

§ 1. Definitionen

Unter einem T-Kettenbruch2) versteht man einen Ausdruck von der
Form

a, (1,1)

der den folgenden Bedingungen genugt:

A. an ist eine réelle Zahl, tn i 1;

B. fur n ^ 1 ist an ^ 1 und an — enll ^ 1 ;

C. falls der Kettenbruch endlich ist und auBei a0 noch mindestens einen
Teilnenner an hat, so ist der letzte Teilnenner groBer als 1; falls der
Kettenbruch unendlich ist, ist unendlich oft an— en+1 > 23).

Sind in einem solchen T-Kettenbruch die an sogar ganze Zahlen, so
bezeichnen wir ihn als einen halbregelmàfiigen Kettenbruch.

Einen solchen Kettenbruch werden wir etwas bequemer schreiben,
namlich

a _^_i_£2j_^i
0 l»l |«2 |«3

Bricht man den Kettenbruch mit dem Teilnenner an ab, so erhàlt man
den Ausdruck

a __£ij_£2] _!îJ
° |«i |a2

' " l«n
'

Wir bezeichnen den Wert dièses Ausdruckes mit Nn und nennen diesen
Wert den n-ten Naherungsbruch. Dièse Werte Nn lassen sich bekanntlich4)
aus

2) Tietze hat als erster die Konvergenz solcher unendhcher ,,T-Kettenbruche" bewiesen
und hat dazu nachwejsen mussen, dafi unser Satz IV, das Hauptresultat dièses Kapitels,
gilt. Da er aber semen Beweis geometrisch fuhrt, so fehlen m semer Arbeit die andern
Resultate dièses Kapitels, die wir z. T. in Kapitel II benotigen

3) Die Forderung G benotigen weder Tietze zu semem Konvergenzbeweis noch wir zu
unsern allgememen Resultaten uber T-Kettenbruche.

4) Siehe z. B. Perron oder den ersten Teil unserer Untersuchungen.
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P_! 1, Po a0, Q_1 O,QO=1 (1,2)

nach den Rekursionsformeln

¦* «
==" an*n-l £n *w-2

(1,3)

p
berechnen, indem man Nn=r-~ setzt. Pn nennt man den n-ten Nahe-

rungszahler und Qw den w-tew Naherungsnenner. Fur dièse Pw und Qn gilt
bekanntlich4)

PnQn^ — Pn^Qn^dn9 (1,4)

wo ôn — et s2 ew ± 1 ist

tîber die Qn haben wir in § 2 des ersten Teiles folgende einfache Aus-
sage bewiesen, die wir auch in diesem Teil bald gebrauchen werden*

a) In einem jP-Kettenbruch gilt fur n ^ 0 Qn ^ l5).

Weiter wollen wir folgende Begriffe definieren: n ^ 2 heiôe regular*),
wenn aa — en ^ 1 ist; n 1 sei immer regular. n ^ 2 heiBe singulœr*),
wenn an — en < 1 ist, und zwar eigentlich singulàr, wenn dazu noch
Qn ^ Qw_x gilt, und uneigentlich singular, wenn dazu noch Qn > Qw-i gilt.
Ordnet man die regularen, resp. die singularen Indizes n der GroBe nach,
so werde der Jc-te regulare Index mit rk, resp. der &-te singulare Index
mit sk bezeichnet. Ferner bilden wir die Folge der regularen und der
uneigentlich singularen Indizes, wiederum der GroBe nach geordnet, und
bezeichnen den &-ten Index dieser gemischten Folge mit uk. Wenn aile
Indizes v von n0 ^ 1 bis % (n0 und n± eingeschlossen) regular sind, so

sprechen wir von einer regularen Sequenz RS(n0, %). Die Difïerenz
Qn — Qn-x werde mit An {n ^ 0) bezeichnet.

§ 2. Die Orofie der An

Aus den Relationen an — en+1 ^ 1 und an^Y — ew^l, die nach der
Définition der T-Kettenbruche fur aile n ^ 1 gelten mussen, ergeben
sich sofort die folgenden beiden Tatsachen :

5) Wir haben zwar m § 2 des ersten Telles diesen Satz nur fur halbregelmâfîige Ketten-
bruche formuliert, aber wir haben m einer Fufinote darauf hingewiesen, daÛ wir beun
Beweis des Satzes von der Ganzzahhgkeit der an keinen Gebrauch gemacht haben, so dafi
der Satz auch fur T-Kettenbruche gilt

6) Die beiden Bezeichnungen regulare und singulare Indizes stammen von Tietze.
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a) Ist fur n ^ 1 an < 2, so ist en+1 — —1, also ist n + 1 réguler.

b) Ist fur n ^ 2 en -f 1, so ist an_x ^ 2, also ist w — 1 regulâr.

Aus a) und b) folgt:

c) s* ± 1 smd regulàr und daher rfe41 — r^ ^ 2.

Nun wollen wir folgenden Satz iiber die GrôBe der An beweisen:

Satzl : Fiir die T-Kettenbrûche gilt:

oc) fur aile regulâren n ^ 2 ist An ^ 1 und fur n=-1 A1 a1 — 1;

P) wenn fur n^ 2 an — en 0, d. h. an 1 und en =- + 1 ist, so
ist dièses n immer eigentlich singulâr und es gilt Qn An-X und

Beweis : Wir weisen zunàchst die Richtigkeit der folgenden Tatsache
nach:

d) Wenn n ^ 2 regulâr ist, so gilt fur en —1 An ^ Qn-i und fur
^=+14^4-1-

Denn es ist nach (1,3)

An (an— l)Qn-i~ enQn-2(n ^ 1). (2,1)

Ist nun en —1, so ist An ^ Qn-2', ist aber sn +1? so ist, weil n
nach Annahme regulàr ist, an ^ 2 und damit An ^ Qn-\ — Qn-i — ^n-v

Nunmehr kônnen wir mit dem eigentlichen Beweis des Satzes I be-
ginnen. Nach (1,2) und (1,3) gilt fiir n 0 und n 1 Q.x 0, Qo =-- 1 und

Qi «iGo — % Q-i «ièl. (2,2)

Daraus folgt sofort Ax ax — 1, womit #) fur w 1 bewiesen ist.
Nun zeigen wir die Richtigkeit von oc) und /?) fur n 2. Nach d) ist

fur regulâres w 2 und e2 — —1 ^2=#o—l un(^ ^ur regulâres n 2

und e2 + 1 /l2 ^ Ax ax — 1. Ist aber e2 + 1, so ist nach b) a± ^ 2,
also ist auch in diesem Fall A2 ^ 1. Damit ist oc) fur n 2 bewiesen.
Im Fall a2 1, e2 + 1 ist nach (2,1) A2 (a2 — 1) Qx — e2Q0 — Qo

—1, also ist auch p) fur n 2 richtig.
Wir nehmen nun an, der Satz sei fur aile v ^ n — 1 richtig, wo n ^ 3

ist, und zeigen, daB dann der Satz auch fur n gilt. Fiir regulâres n und
en —1 folgt aus d) sofort An ^ Qn_2 ^ 1 und fur regulâres n und
en +1 folgt Jw ^ ^Jw-i- Da aber im letztern Fall en +1 ist, so gilt
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nach b), daB n — 1 regular ist. Da wir angenommen haben, daB der Satz
fur n — 1 richtig sei, so ist An-1 ^ 1. Also gilt in diesem Fall An ^ 1.

Damit ist oc) bewiesen. Um fi) zu beweisen, mussen wir den Fall an — 1,

en +1 untersuchen. Es ist nach (2,1) An —Qn-2 —1j weu nach
§ la) Ç, ^1 i^t fur v ^ 0 Damit ist also dcr Satz bewiesen

Wir wollen den Satz I noch speziell fur halbregelmaBige Kettenbruche
formulieren. Wir mussen dabei berucksichtigen, daB in einem halbregel-
maBigen Kettenbruch n in einem einzigen Fall singular ist, namlich wenn
an — en 0, d. h. wenn an \ und en +1 ist.

Satz la: In einem halbregelmafiigen Kettenbruch gilt

oc) fur aile regularen n > 2 An ^ 1, fur n 1 Ax a2 — 1,

fi) fur aile singularen n An ^ —1.

Bei den halbregelmaBigen Kettenbruchen gibt es also keine uneigent-
lich singularen Indizes.

§ 3. AUgemeines ûber das Wachstum der Qr]c

Zunachst zeigen wir, daB

a) QSk+1 — G.j-1 ^ 1 fur h 1,2,... gilt.

Demi nach § 2 a) ist eSfc+1 —1, also

QSk+1 aSk+1 Q8k + Ç.t_1 è «.4 + Qsjri è G8,-i + 1 • (3,1

Damit konnen wir nun die Monotonie der QUJc beweisen.

Satz II : In einem T-Kettenbruch gilt

Quk+1 > Quk, Qrk+1 ^Qrk + l und QUk t oo mit k-+ oo^)

Beweis : Die Folge der Indizes uk enthalt nach Définition die regularen
Indizes rk und die uneigentlich singulaien Indizes. Da nach § 2 c) rfc+1 —
rk â 2 ist, so ist erst recht ukM1 — ulc ^ 2. Ist nun uk+1 — uk 1, so

folgt Qu i> Qu fur den Fall, daB uk+1 regular ist, aus Satz I und fur
den Fall, daB uk+1 uneigentlich singular ist, aus der Définition der
uneigentlich singularen Indizes. Ist dagegen uk+1 — uk 2, so ergibt sich

Qnk.x-X > Quk aus a)- ^a nun m einem unendlichen T-Kettenbruch unend-

7) Diesen Satz fur halbregelmaBige Kettenbruche ausgesprochen j&ndet man schon bei
Lagraage Die Zeichen | bezw \ bedeuten die mit monotonem Wachsen, bezw.
monofcoïiein Fallen verbundene Konvergenz
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lich viele regulare Indizes vorkommen — sind doch nach § 2 c) sk i 1

regular — und da nach Satz I und nach a) Qrjc+1 — Qik ^ 1 ist, so gilt
wirklich QUJc \ oo mit k -> oo.

Auf Grund des monotonen Wachstums der Qr]c laBt sich eine untere
Schranke der Qrjc angeben, und zwar sowohl in Abhangigkeit von dem
,,relativen Index" k wie auch m Abhangigkeit von dem ,,absoluten
Index" rk. Es gilt

b) Q,k ^ k

Beweis : Die Behauptung b) folgt sofort aus Satz II. Um c) zu be-
weisen, mussen wir uberlegen, welches der klemste relative Index k ist,
der einem bestimmten regularen n entspricht. Wenn n= 2r + 1 ist,
dann konnen maximal v singulare Indizes eingeschoben werden, so daB
k ^ v + 1 gilt, wenn n 2v ist, so sind hochstens v— 1 singulare
Indizes vor n moglich, d h. in diesem Fall gilt k ^ v + 1 Also gilt
Q2v+1 ^ v + 1 oder Qrk^ -^—, wenn rk ungerade ist, und Q2v >v + 1

oder Qrjc ^ — + 1, wenn rk gerade ist. Dièse beiden Falle konnen

wir nun mit der Formel Qrjc ^ — + 1 zusammenfassen, w. z.b.w.

§ 4. Weitere Bemerkungen iiber die Variation der Arjc

Wir mussen zunachst noch einige speziellere Angaben uber die Variation

der Arjc machen.

a) Es sei n ^ 2 regular.

tx) Fur an ^ 2 gilt dann An^An-v und zwar gilt das Gleiehheits-
zeichen dann und nur dann, wenn an — 2 und en + 1 ist,

P) fur 1 £ an < 2 gilt Jw ^ 6n-2 und An+l ^ 21^ + 1, wobei
An — Çw_2 nur fur an 1 und dann immer gilt.

oc) und die erste Behauptung von /?) folgen sofort aus der Formel (2,1).
Die zweite Behauptung von /?) erhalt man aus der (2,1) entsprechenden

8) Dièse Ungleichung, fur halbregelmafîige Kettenbruche ausgesprochen, findet man
bei Cahen (S. 418), der sie allerdmgs îrrtumheherweise als fur aile Indizes gultig hinstellt.
Wir werden spater sehen, daB sie fur singulare Indizes nicht zu gelten braucht
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Formel fur An+1 unter Berucksichtigung von § la), denn darnach ist
An+1 (an+1 — l)Qn + Qn^ ^ «n-x- Qn-2 + Qn-2 ^ An-1 + L

Weiter gilt:

b) Sind n ^ 2 und n + 1 regular, so gilt immer Jn+1 > ^n-i, und zwar
gilt Jn+1 An^ nur fur aw an+1 2 und en ew+1 +1 und es

ist dann An+1 An An-t

Beweis : Fur 1 ^ an < 2, en — —1 ist b) in a) enthalten. Wir durfen
also an ^ 2 annehmen. Wenn nun auch noch an+1 ^ 2 ist, so folgt aus
a) sofort An+l > An ^ ^«-i» wo beide Gleichheitszeichen zugleich nur
in dem Fall an aw+1 2 und ew en+1 +1 gelten. Wir mussen
also b) nur noch fur den Fall an ^ 2, aw+1 < 2, ew+1 —1 beweisen.
Dann gilt aber An+1 (an+1 — l)Qn — £^xGw-i ^ 6n-i > ^n-i-

Ferner gilt :

c) An¥1 ^ASk^ + 1.

Denn aus § la) folgt ASk+1 (aSjfe+1 — l)ÇSjfc + GSjfc_x ^ Q8]rl -
Aus b) und c) folgt nunmehr:

d) Wenn n + 1 (w. ^2) regular ist, dann gilt entweder An+1 > An-X oder
^n+l An An-V

§ 5. Allgemeines ûber das Wachstum der QSJc und der Qn

Wir zeigen zunachst:

a) Es gilt fur aile v aus RS(sk^ + l,sk—l) Avv ^
Beweis: Es ist nach § 4b) fur aile v mit ^j+l^v^s,.— 3

entweder Av^A8Jr2, wenn namlich v sk (mod. 2) ist, oder Av ^A8]rl,
wenn v sk -{- 1 (mod. 2) ist. Wir brauchen also bloB zu zeigen, daB

unsere Ungleichung fur v sk — 2 und v sk — 1 erfullt ist. Nun ist

Q* ^ a*kQ°k-l — G*-* ^ Qsk-1 — Qsk-2 *ri (5,1)

und nach 4a) A8]rl ^ ASJr2, ausgenommen wenn ^-î < 2 ist; in diesem
letztern Fall kônnte aber nach 2 a) sk nicht singular sein. Also gilt
immer Q8Je ^A8Jrl ^A8k-2. Dies ist aber gerade unsere Ungleichung fur
v sk — 1 und fur v sk — 2.
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Mit Hilfe dieser Tatsache ergibt sich nun sofort

Satz III : In einem T-Kettenbruch gilt

QSJc+1 ^ #Sjfc + 1, àlso QSk t oo, wenn k -> oo 9)

Beweis : Nach a) ist QSJc+1 ^ Av fur aile v aus RS(sk + 1, sk+1 — 1).
Wir mussen also bloB zeigen, daB mindestens fur eines der angegebenen
v Av^ QSJc + 1 gilt. Es ist nach § 2a) eSk+1 —1 und daher ASJc+1 ^~

(aSk+1 —l)QSk + Qnrl. Ist a8k+1 è 2, so gilt nach § 1 a) ASJc+1 ^QSh+l ;

ist aber aSk+1 < 2, dann braucht die angegebene Ungleichung nicht zu
gelten. Da in diesem letztern Fall nach § 2 a) eSJc+2 —1, so ist sk + 2-

nicht singular und es gilt ASJc+2 (aSjfc+2 — 1) QSJc+1 + GSA;. Fur aSJfc+2 ^ 2

ist zJSjfc+2 ^ QSk+1 + QSJfc > ÇSjfc + 1 ; ist aSJc+2 < 2, dann ist nach § 2 a)
ss]c+3 —^ si + 3 also nicht singular, und wir finden nach Satz la)
dSk+3 (aSfc+3 — 1) Qsk+2 + Qsk+i è C^+i ^ QSjfc + 1, womit wir den
Beweis unserer Behauptung erbracht haben.

Aus den Satzen II und III folgt unmittelbar

Satz IV : In einem T-Kettenbruch gilt

II. Allgemeines uber das Wachstum der
Nàherungsnenner der halbregelmàfligen Kettenbrîiche

§ 6. Allgemeines ûber das Wachstum der Arje

tïber das Wachstum der A
TJc, laBt sich die folgende Aussage einfaoh

beweisen :

Satz V. In einem unendlichen halbregelmafiigen Kettenbruch gilt

Ar& —> oo mit k -> oo

und
ASJc-> — oo, sofern k -> oo gilt.

Beweis : Es sei uns ein unendlicher halbregelmàBiger Kettenbruch
vorgegeben. Wir greifen aus der Folge der Indizes n diejenige Teilfolge

8) Diesen Satz, fur halbregelmafiige Kettenbruche formuhert und bewiesen, fîndet
man bei Pipping.

10) Dieser Satz wurde zuerst von Tietze bewiesen; einen weitern Beweis hat spater
Perron (S. 149) erbracht.

105



nk heraus, fur die Anjc^ Anjc-.1 gilt. DaB solche nk, und zwar sogar un-
endlich viele, existieren, ergibt sich aus Satz la und der Tatsache, daB
in halbregelmaBigen Kettenbruchen die An ganzzahlig sind. Aus Satz

la) folgt, daB aile nk regular sind. Nun zeigen wir, daB nkn — nk ^2
gilt. Ist jijll^ %+u d h- i$>i ^njc+i ^^njçi dann ist nach § 4a) und
nach Satz la) anjc+1 1 und zwar kann dabei nk + 1 regular
\cnjc+i —1) °der singular (enk+1 — +1) sein. In den beiden Fallen
ist nach § 4a/?) und nach § 4c) zlw;fc+2 ^ Zlnjfc-f 1, also erst recht
Ank+2> Ank+l, so daB also in diesen beiden Fallen nk + 2 %+1 ist.
Weiter ergibt sich daraus, daB fur unsere Teilfolge nk auch Anjb ^.Anic
ist. Dabei gilt das Gleichheitszeichen fur k ^ 3 nach § 4a) nur fur
Sh-i^2 und fi»tn=+1' denn fur a»*+x=1 ist ^»*+i==^«*-i und
Onjfc-i ^ Qnk — Qnk-i, weil ja sonst wegen § 3b) Çnj 2 Ç^^! è 3 ware,
was im Widerspruch steht zu (1,4). Nach der Eigenschaft C der
halbregelmaBigen Kettenbruche in § 1 ist aber in jedem unendlichen Ketten-
bruch unendlich oft an — snbl >2, so daB also unendlich oft An}c+i ^
Anjc + 1 gilt, womit gezeigt ist, daB Anjc -> oo mit k -> oo gilt. Fur die
ubersprungenen regularen Indizes, fur die also an 1 und en — 1 ist,
gilt nach § 4 a/?) Jrt 6n-2> so daB auch dièse An, sofern es unendlich
viele dieser Art gibt, nach Satz IV ins Unendliche wachsen. Damit haben
wir unsere erste Teilbehauptung bewiesen.

Die zweite Teilbehauptung folgt sofort aus der Tatsache, daB nach
Satz 10) QSk A8Jjrl Qt1ry — Q$k-2 oder also AS]c — QSjfc_2 ist und daB
nach Satz IV Qn -> oo mit n -> oo gilt.

§ 7. Das Wachstum der Qrjc verglichen mit dem Wachstum der rk

Aus Satz V folgt

Satz VI : In einem unendlichen halbregelmaBigen Kettenbruch gilt

— -> oo mit k -> oo

Beweis : Wir geben eine beliebige positive Zahl C vor und zeigen, daB

fur aile k^K(C) ^*>C gilt. Da nach Satz V Ar]c -> oo gilt, so existiert

eine ganze positive Zahl Ko derart, daB fur k^K0(C) Arjc > 4 C gilt.
Nun kann rk+1—rk nach § 2 c) nur einen der beiden Werte 1 oder 2 an-
nehmen. Gilt nun rk+1 — rk 2, dann ist rk + 1 ein singularer Index st
und nach (1,3) gilt QH+1 ^ Qh + Q9%-x. Also gilt nach Satz Ip) QSi+1 —
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QSt-i ^QSl ^Si-i > 4:C, wenn se — 1 ^ rKo ist. Damit haben wir gezeigt,
daB fur aile k^K0 Q>k+1—Qrk>4C gilt. Aus dieserUngleichung folgt

wo r fgr +2x ist. Somitist ^^±1><^±^
Ao + / K0 Tts Trr -4- ^ V

mit *^oogilt, so ist fur *S>ko(*o)
Qf*'

0

Also gilt wirklich fur ^ ^o(^o) —^^ > # oder also fur
TK0+'

k^K0(C) ^>C, w.z.b.w.

§ 8. Kettenbrûche mit Qr;fc von minimalem Wachstum

Satz VI sagt aus, daB die Qrjc stârker ins Unendliche wachsen als die rK.
In diesem Paragraphen wollen wir nun zugen, daB man in Satz VI rk
nicht durch eine stàrker anwachsende Funktion von rk ersetzen kann.
Es gilt namlich

Satz VII : Es sei y>(x) eine stetige Funktion, fur die (p(x) t oo mit

x -> cxd gilt. Dann existieren immer Kettenbrûche, die unendliche Teil-

folgen mk von rk besitzen, derart, dafl

Qm*
x->fl mit k->o^

gilt. ™jc<P(™k)

Beweis : Wir wàhlen eine beliebige monoton fallende Nullfolge cv aus,

bei der nur, uni den Beweis zu vereinfachen, Cj > ~-r gelten soll. Fur

jede Funktion der Folge cvq>(x) gilt fur x ^ Xv Xv(cvi Mv, Nv) die

Ungleichung cvxq>(x) > Mvx + Nv, wie auch Mv und Nv als positive
Zahlen gewàhlt werden.

Nun definieren wir einen Kettenbruch, der die im Satz VII angegebenen
Eigenschaften besitzt. Es sei a eine beliebige positive ganze Zahl und

e= ±1, wobei a— s ^ 2 sei. aQ wâhlen wir beliebig, ex —1 und
«! 1, so daB also nach (2,2) und nach der Définition von cx Ql=l <
Ci<p(l) gilt. Wir wollen in dem zu definierenden Kettenbruch den ersten
Index n, fur den Qn ^ c1cncp{n) gilt, mit mk bezeichnen. Nach dieser
Définition ist also n 1 mJ.

Allgemein, sind wir beim Index mk-x angelangt, so wollen wir unsern
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Kettenbruch folgendermaBen fortsetzen. Wir wahlen ctmk_ {l a und
emk_1+i «. Gilt dann Qmjc_l+1 ^ ^(ra^ + lj^m^ +1), so ist
™>kr-i + 1 ™*. Gilt aber cmje__i+1 > ck(mk^1 + 1) (p(mJr.1 + 1) dann
wahlen wir amt_i+r=2 und £WJfc__1+r + 1 fur t=2,3, T0=Xfc—mfc_1?

wo Jf ^ die kleinste positive ganze Zahl ist derart, dafi fur aile
x > Xk =- Xk(ck Anb_1+l9 Q^^) ckx(p(x)>Amk_i x+ Qmk_i ist.
DaB ein solches Xk immer existiert, haben wir am Anfang unseres
Beweises allgemein vermerkt. Der so ermittelte Index mk_1 + r0 — Xk
ist der Index mk. Denn nach § 4aa) ist Qmjc__1+T(i= 6w^1+i + (*o~ 1)

^ _i+-i + (r0— 1) AmJc__x+1 Qm]c_x + TozlWJfc-iH1 <

Fur die so definierten mk gilt nun
™k ^ ck, also-7^ ck, also

mk<p(mk) mte<p(mk)

mit & -> 00, w. z. b. w.

§ 9. Kettenbriiche mit Q8Jc von minimalem Wachstum

Zunachst wollen wir bemerken, daB es Kettenbruche gibt, in denen
ein Q$k kleiner ist als eine beliebig vorgegebene Anzahl von unmittelbar
vorangehenden Qrr Uni das zu zeigen, geben wir einen Kettenbruch an,
in dem QH mit s1 =- n 4- 1 kleiner ist als die ersten n Qr]c. Zu diesem
Zweek wahlen wir av 2 und ev + 1 fur v — 0,1, •••, n und an^x l,
en+i =- + 1. In diesem Fall ist Qv — 2QV x — Qv-2 oder also Av — Av-1
fur v 1,2, n und Qn+1 =- Qn~Qn_1 /ln zl0. Da nun nach (1,2)

A0=l und nach (2,2) Q1=2 gilt, so ist wirklich Qv > QSi fur r==l,2, ,?i.

Analog dem Satz VII finden wir fur die QS]c den

Satz VIII : Es sei cp(x) eine stetigeFunktion, fur die cp(x) t 00 gilt mit

es Kettenbruche, fur die —:—r -> 6> mi^ sk -> 00 grt^.

Beweis : Wir geben einen Kettenbruch an, der unserer Behauptung
genùgt. Es sei a0 ax 2, a2 1 und ex e2 + 1, so daB also

sx 2 ist. Vom Index Sj + 1 oder allgemein vom Index sk + 1 an setzen
wir den Kettenbruch folgendermaBen fort: aSJe^1= 2, eSk+1 — 1,

aSA. + T 2, egifc + T + lfùr r 2,3, [a;fc+1] und »[a?t+1]+i 1,

£[^+i]+! ^ + X> wo Xk^ der Relation ^(^fc+i) (Qsk + ^-i)1+£ mit
einem beliebig vorgegebenen e>0 genugt. Es ist also [#fc+i]+l=-**-n-

108



Fur den so definierten Kettenbrueh gilt mm QSk+1 2 QSJc + Qak-i
also Aaà+1=~Q,k + Q8k-1 und QBt+t 2Qai_H-l — Qtk+T-.% oder also

An** ^»*+t-i ' Hieraus M& QSk+1 Ask+l-i ^s^+i C8A; + QSk-i

daraus

Da nach Satz IV Qn -> oo mit w -> oo gill, so gilt also ———— r^—> 0

mit ifc -> oo und damit auch /*+1. -> 0, w. z. b. w.

(Eingegangen den 27. Mârz 1937.)
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