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Ùber eine
bemerkenswerte Klasse von Hyperflâchen

Von Arnold Emch, Urbana (Illinois, U. S.A.)

1. Einleitung. Die bekannte Rômerflache von Steiner ergibt sich als
die dualistische Form der Cayley'schen kubischen Flache, welche kollinear
reduziert als

2 x$ u

geschrieben werden kann. Daraus kann man dualistisch leicht die Steiner-
sche Flache

y^ y^+ y^+^^ 0

ableiten Die interessanten Eigenschaften dieser beiden Flachen spiegeln
sich nun in hohern Raumen wieder, und es ist der Zweck der folgenden
Zeilen, dies darzutun. Die beiden Flachen sollen bezuglich mit F (Cayley)
und S (Steiner) bezeichnet werden.

2. Die T-Hyperflâche in einem Szn~i> In einem Ûberraume von
2n—1 Dimensionen hat die F-Hyperflache die Form

2n 1

S7 o, (i)
t=i %t

oder

^2X3*^4 ' * ' X2n "f* XlXZX\ ' " X2n ~f~ * " ~f~ ^1 ^2^3 * " X2n-1 =r ^ (")

und kann aus der Hypereinheitsebene

2 *, 0 (3)

durch die involutarischeTransformation qx% —, ï 1, 2, 3, 2n, er-
xt

halten werden. Die Eigenschaften von F lassen sich durch dièse
Transformation ableiten, konnen jedoch direkt aus der Gleichung (2) oder (1)
erhalten werden. Aus der Form (2) folgt z. B. sofort, daB die Ecken
Av A2, A3, A2n des Koordmaten Hyperpolyeders (^4) 2(n— 1)-fâche
Punkte smd. Ferner sind die Unteruberraume S2n-z (a;, 0, ^^ 0) auf
der F. Dièse $2n_3 haben eine besondere Eigenschaft. Man nehme z. B.
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den als Schnitt von x1 0, x2 0. Dann ist (a) (0 0 a3 a4 • • • a2n) irgend
ein Punkt dièses S2n_s, der auch auf F liegt. Nun kann man F oder (2)
auch so schreiben

1 — V^iT^*^/ VX3X4 U/2n-l ^2n) ~\ tC\iÇ2 \ '

Dann ist fur (a)
dF _

3F
3x2

3F
3xt v> -r-*,-

Daraus folgt, daB Pin jedem Punkte dièses S2n_3 dieselbe Hypertangen-
tialebene xx + x2 -=- 0 hat. Âhnliches gilt naturlich fur jeden S\\_3

Nimmt man fur *& irgend eine Reihe wie 12, 34, 56, •••, 2n— 1, 2n, in
welcher keine zwei (ik) eine Zifïer gemein haben, so ist klar, daB die

Unterhyperraume

O12 034 a56 o(2n-l)(2n)
A_J2« 3 > 2w 3 i 2w 3 ' > 2w 3 *

mit den Gleichungen
#2w 0, sich aile in einem Unterraume Sn_1 schneiden, der auf F sowohl
als auf der Einheitsebene Ext 0 liegt. Zusammenfassend hat man den

Satz 1. In einem Hyperrawne S2n_1 hat die Cayley'sche Hyperflàche

jr 1/0^ 0 einen (2n — 2)-fachen Punkt in jeder Koordinatenecke. Aile
Unterhyperraume S\hn_3 (xt 0, xk 0) haben in allen demselben ange-
horigen Punkten dieselbe Hypertangentialebene xt + xk 0.

Die Tangent]alhyperebenen von F in den Punkten von S\l_3, SI*_3,...,

Sie schneiden sich in einem Sn_v welcher auf F sowohl als auch auf der

Einheitshyperebene liegt. Man lege jetzt eine beliebige Hyperebene
durch Sn_t :

V W h (Vi + 2/2) + h (Vs + **) + — + K (2/2n-i + V*) 0. (4)
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Die Tangentialhyperebene in einem Punkte (x) von 8nr_1 an F hat die
Gleichung

2 2 2
y1x3x5 • • • x2n_1

^2 5*1*3*5 X2n-3 — U >

welche identisch mit (4) wird, wenn

X2n-1 Al J°2n-1

er

q x1 zb \A2 A3 •

£#3 i V^i^4*

^X2n-1— i V^i^2 '

Daraus ergibt sich

••4-1

2o' >

'2«-l ^5

^2 Xl

X\ X3

X2n~ X2n-1 '

Satz 2. Eine Hyperebene durch den auf F und der Hypereinheitsebene E
gelegenen Sn_v pW, berilhrt F in 271-1 Punkten.

Die Anzahl dieser Sn_x in E ist gleich der Anzahl der môglichen An-
ordnungen von 2n Zahlen in n Paare wie 12-34-56 2n — 1 • 2n
mit keinen gemeinsamen Zifïern. Man kann dies dadurch erreiehen, daB

man zuerst jede der (2^)! Permutationen nimmt und sie von links nach
rechts laufend in n Paare teilt. Man erhâlt ofïenbar dieselbe Grappe von
Paaren fur jede Permutation der n Paare. Dann kann man der Reihe
nach die Zifïern jedes Paares vertauschen, dann von je zwei, dann von je
drei usw., ohne die Gesamtgruppe zu veràndern. Auf dièse Weise liefern
die n Permutationen von n Paaren je
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der (2n) Permutationen ohne die Grappe zu beeintràchtigen. Demnach
gibt es

(2?&)! 2n_x) (2w_3) (2rc — 5)..-5.3-1^ (2nx) (2w^•w
solche Gruppen oder 8n_1 in 1£.

Nimmt man irgend eine Kombination der 2n Variabeln x zur nten
Klasse, so gehen mit ihr n\ Permutationen der n ubrigen Variabeln.
Gibt man den n ersten Variabeln den Wert +1, den ubrigen den Wert
— 1, so sind das die Koordinaten eines Punktes in E. Solcher Punkte P
gibt es

1 2n^l (2ti)1
2 n 2* (n\f '

Sei

(X1X2XS Xn) \Xn+iXn+2Xn+B #2w)

eine solche Kombination und xtx3x xz irgend eine der n\ Permuta-
tionen der Reihe xn+l... x2n und 8n-1 der durch

gebildete Ûberraum. Dann liegt ofïenbar der Punkt P (111 ••• 1,—1,
— 1, —1, 1) auf #„_! und E. Somit gibt es n\ $w_rÛberrâume,
welche je einen Punkt P gemein haben.

Die Hypertangentialebene in einem Punkte (x) von F hat in laufenden
Koordinaten y die Form

^ + 4 + 4+-+SN=0, (5)
#1 #2 X3 X2n

so daB sie in jedem Punkte P mit E zusammenfâllt. Als Résultat hat man

Satz 3. Die Hyperflache F hat die Hypereinheitsebene E als

1 (2ti)1- • V-TTi- - fâche
2 (n\)2

Hypertangentialebene. Die {2n — 1) (2n — 3) (2n — 5) 5 3 1 in E
gelegenen Hyperrâume Sn^1 haben zu je n! die Punkte P gemein.

Um die Klasse von F von der Ordnung 2n — 1 zu bestimmen, kann
man in ^.j 2n—2 Punkte (y1) in allgemeiner Lage annehmen. Sie be-
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stimmen denAxialraum $2n_3 eines Hyperebenenbuschels, unter welchem
sich die Tangentialhypeiebenen an jT befînden, deren Anzahl die gesuchte
Klasse ist und die gleieh ist der Anzahl îhrer Beruhrungspunkte. Dièse
eihalt man als die Schnittpunkte der 2n — 3 ersten Polaren der Punkte
(y1) mit der F. Nun genugen die Punkte dieser Polaren auf F den Glei-
chungen

y\ v% v\ y*\JT + iT + JT+-+^X=0> »=1, 2, 3,-, 2«—2 ;

Xx X2 #3 X2 n

sowie auch der Gleichung von F

Das smd 2n — 2 quadratische und eine lineare Gleichung in den Un-

bekannten —, welche, da die Déterminante der Koeffizienten nicht ver-

schwindet, 22n~2 Losungen haben. Also gibt es so viele Beruhrungspunkte,

oder Tangentialhyperebenen. Daher

Satz 4. Die Gayley'sche F von der Ordnung 2n— 1 hat die Klasse 22n~2.

Fur n 2 hat man die in der Emleitung erwahnte kubische Flache.
Die oben aufgestellten Satze lauten dann bekannterweise wie folgt:
Die Flache F in S3 hat in jeder Ecke des Koordinatentetraeders einen

Doppelpunkt. Sie hat in allen Punkten jeder Kante dieselbe Tangential-
ebene. Dièse sechs Tangentialebenen schneiden sich zu je zweien (durch
gegenuberliegende Kanten) in drei in der Einheitsebene gelegenen Ge-
raden (£>„_! =/S^), die auch auf F liegen. Jede Ebene p(X) durch eine
dieser Geraden beruhrt F in zwei Punkten. Die Einheitsebene ist eine

Tritangentialebene von F. Die drei Geraden schneiden sich zu zweien
in den drei Beruhrungspunkten der Tritangentialebene. Die Cayley'sche
Flache ist von der 4. Klasse.

3. Die #-Hyperflâche in einem S^n-i*

Dieselbe ergibt sich sofort durch Dualisierung der jT-Hyperflache,
indem man Punkten (x) und Hyperebenen (ax), Hyperebenen (u) und
Punkte (au) entsprechen lafît. Die Klasse von S ist naturlich gleieh der
Ordnung von F, d. h. 2 n — 1. Doch soll die S als Ordnungsflache studiert
werden. In diesem Sinne entspricht einem SJc in S2n_v der durch h +1
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Punkte bestimmt ist, im dualen Raume ^2n-i a^s Punktgebilde ein
82n_9_k. Zum Beispiel entspricht einer Geraden ein 82n_3. Die Dimen-
sionen von 8k und 82n_2_k werden gleich wenn k n—1. Folglich sind
die 8n_1 selbst duale Hyperraume. Dem durch xt 0, xk 0 Hyperraume
82n_z entspricht also in 2^2n_1 die Gerade AtAk und der Hypertangential-
ebene xt+xk 0 ein Punkt Plk derselben A%Ak. Den Punkten von
82n-s entsprechen die durch At Ak gehenden Tangentialhyperebenen, die
aile denselben Beruhrungspunkt Ptk haben. Die Ptk sind somit Klemm-
punkte (pinch-points) von S. Fahit man in ahnlicher Weise mit Duali-
sieren fort, so konnen die Eigen&chaften von 8 zusammengefa6t werden in

Satz 5. Die Steiner'sche Hyperflache S in S2n_1 von der Klasse 2n— 1

und der Ordnung 227l~2 hat jede Hyperebene oct (xt — 0 und At entsprechend)
als doppelt beruhrende Deckhyperebene (trope). 8 hat auf jeder Kante
AtAk von E2n_x einen Klemmpunkt Pxk. Den (2n — 1) (2n — 3) • • • 3 • 2 • 1

in E gelegenen >Srn_1 entsprechen auf 8 selbstdual eben so viele durch den

Einheitspunkt gehende Zn_t deren Punkte aile 2n~1-fach sind 8 hat den

Einheitspunkt E in ^«-î a^s ô t—rr^-fachen Punkt. Die En_1 liegen zu je

n^ in den Tangentialhyperebenen in E.

Fur n 2 hat man die beruhmte Romerflache von Steiner, welche
bekanntlich von der 4. Ordnung ist, einen dreifachen Punkt hat, durch
welchen drei Doppellinien gehen. Sie ist einem Tetraeder eingeschrieben,
dessen Seitenflachen die Flache nach Kegelschnitten beruhren (Tropes)
und dessen Kanten je einen Klemmpunkt der Flache enthalten.

Die in Satz 5 gegebenen Eigenschaften von S konnen aber auch leicht
analytisch bewahrheitet werden.

Bezeichnet man die Hyperebenenkoordinaten von 272n_1 mit (u)
(uv u2, u^^), so hat 8 in diesen die Form (gxt =- ut) :

&=—- _|_ __ _|_ _j : — o. (6)

Um dièse in Punktkoordinaten zu erhalten, mussen die ^— gebildet

werden. Dann sind die x% diesen proportional, so daB man

30 i i
dut u\ *

ut \Q f i

zu setzen hat. (7) in (6) gibt so ohne weiteres fur die Steiner'sche Hyper-
flache die Gleichung :
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Eine auf dièse Gleichung basierte synthetische Untersuchung fur den

allgemeinen Fall findet man im American Journal of Mathematics,
Band 54 (1932), pp. 293—298, von B. C. Wong.
Mit Ausnahme des ersten Gliedes kann in (8) jede mogliche Anordnung
der Vorzeichen genommen werden. Jeder entspricht so eine Reihe von
2n Quadratwurzeln, also 22n~1 solcher verschiedener Reihen gibt es, deren
Produkt sich bei den n\ der 2n Variabeln nicht andert. Die Rationalisie-

rung von (8) gibt auf dièse Weise eine symmetrische Funktion der Ord-

nung 22n~2 und damit diejenige der Hyperflache 8, wie oben auf geome-
trischem Wege gefunden wurde. Der Punkt _È7 (11 — 1) befriedigt (8)

jedefcmal bei einer Anordnung von Vorzeichen mit n positiven und n
negativen. Wird beachtet, daB die Anordnungen

(+1 + 1 — 1 — 1 — 1 + 1 — 1 1)

(—1 — 1+1 + 1+1 — 1 + 1 •••• + 1)

équivalent sind, so gibt es so viele solche Anordnungen, als Kombina-
tionen von 2n Elementen zur nten Klasse geteilt durch zwei, also

l(2n)\
2(n\)* '

Der Einheitspunkt ist somit Vielfach von dieser Ordnung (siehe Satz 5).

In âhnlicher Weise konnen die ùbrigen Eigenschaften der Hyperflache
8 direkt aus ihrer irrationalen Gleichung abgeleitet werden.

Da die jT-Hyperflàche rational ist, so ergibt sich auch 8 als rational;
d. h., ihre Koordinaten miissen sich durch 2n — 1 homogène Parameter
als rationale homogène Funktionen darstellen lassen. Man erhâlt fur
dieselben

QX1 ~ \ "1 ^2 ^3 '" Âp + An+1 +*
qx2 Aj—X2—A3 — Xn—Xn+l +'

/3 •'• An An+1 AMf2H

QXn ^1 + ^2+^3 H An An+1 '•• A2n-l) •»

Qxn+2 (—h—h+ h + '" + K + K+i—

QX2n-l Al ^2 ^3 *" ^n-l"f "n H

QHn
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welche die Gleichung von 8, S ]fxt 0 befriedigen. Setzt man in (9)
der Kurze halber qxt L2% (A), so entspricht der Hyperebene Eatxt — 0

im A-Raume 82n_2 (X) eine Hyperflache zweiter Ordnung:

Dièse ist rational und kann rational durch 2n — 2 Parameter dv 62,

02w_2 (homogen):

^ Bt(01,62, 02n_a),* 1,2, ...327i—l

dargestellt werden. Setzt man dièse Werte in £#t L% (A) ein, so ergeben
sich die xt als rationale Funktionen der 6. Daraus folgt

Satz 6. Der Schnitt der Steiner'schen Hyperflache mit einer Hyperebene
ist rational und eine Varietat der Dimension 2n — 3 und von der gleichen
Ordnung wie S.

Was die tatsachliche Bationalisierang der in (8) angegebenen irra-
tionalen Form von 8 anbelangt, so seheint dièse fur hohere Werte (selbst
fur n — 3) von n sehr umstandlich zu sein. Immerhin laBt sich fur ein
beliebiges n eine vollstandige Losung geben, worin jedoch noeh eine
Reihe von zu bestimmenden symmetrischen Funktionen auftreten, deren

genaue Angabe fur ein beliebiges n sehr erwunscht ware. Dureh gewohn-
liches quadrieren und reduzieren gelangt man Schntt fur Schritt zu
nachfolgender Tabelle. Sie besteht aus r Zeilen 1, 2, 3, r. In jeder
Zeile bezeichnen &v &2, @3, @r die elementar symmetrischen
Funktionen der Ordnung 1, 2, r von r Veranderlichen in der iten Zeile

(it^r). Die Fk in der îten Zeile sind symmetrische Funktionen der kten
Ordnung in i Veranderlichen. Bezeichnet man mit V\ die rationale Form

von £ j/â^, so sind die Ausdrùcke dafur

Vi= xi 1
a u1 } Ausnahmen

-4;02)2—64 #4 (Romer Flache)
4 <Ê2)2—64<Z>4]2- 32- 64(01—40

6=[[(0l— 4 02)2—6404]2— 32-

4Q
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Daraus geht hervor, da6

^(Fn)1—-*1^»-,-*, <> (11)

die rationale Form von J£ |/#t 0 ist, welche fur r 2 n eme Steiner'sche

Hyperflache darstellt. Man hat demnach fur irgend eine Dimension r den

Satz 7. Setzt man in einer Hyperflache Vr x% 0, so reduziert sich Vr
auf (Vr^)2, das Quadrat der Fr_x des vorhergehenden Baumes. Wird in
(11) xt 0 gesetzt, so bleibt (Vr_^)2 — 0, so da/S Fr_1 0, #i 0 in einer
Varietat schneidet, in deren Punkten V r — 0, xx 0 beruhrt. x1 0 ist
somit fur jede Vr eine Deckhyperflâche.

Wahrend dieser Satz fur aile Dimensionen gilt, r ^ 4, bestehen die

ubrigen in Satz 5 aufgestellten Eigenschaften nur fur die Steiner'sehen
Hyperflachen, einschlieBlich die Romerflache (r 2n ^ 4).

(Eingegangen den 26. Oktober 1935.)
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