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Uber eine
bemerkenswerte Klasse von Hyperflachen

Von Arvorp EmcH, Urbana (Illinois, U, S.A.)

1. Einleitung. Die bekannte Romerfliche von Steiner ergibt sich als
die dualistische Form der Cayley’schen kubischen Flache, welche kollinear
reduziert als

TyXg Ty~ Xy XXy + X1 Xy Xy + X, 23 =10

geschrieben werden kann. Daraus kann man dualistisch leicht die Steiner-
sche Flache
Vo, + Ve + Va, + Vo, = 0

ableiten. Die interessanten Eigenschaften dieser beiden Fliachen spiegeln
sich nun in hohern Raumen wieder, und es ist der Zweck der folgenden
Zeilen, dies darzutun. Die beiden Flachen sollen beziiglich mit I" (Cayley)
und S (Steiner) bezeichnet werden.

2. Die I'-Hyperfliche in einem S:,_.;. In einem Uberraume von
2n—1 Dimensionen hat die I'-Hyperfliche die Form

2

T3

1
—_ 1
xi—_o’ ()

t
oder
T3y " Loy T L1 T3Ty "t Ty + 00+ X Xa¥g** Ty g = 0 (2)

und kann aus der Hypereinheitsebene

2n
> z,=0 (3)
i=1 .
.. . . / 1 .
durch die involutarische Transformation px;, = - 1= 1,2, 3, ..., 2n, er-

1
halten werden. Die Eigenschaften von I" lassen sich durch diese Trans-

formation ableiten, kénnen jedoch direkt aus der Gleichung (2) oder (1)
erhalten werden. Aus der Form (2) folgt z. B. sofort, dafl die Ecken
A,, A,, A, ..., A,, des Koordinaten Hyperpolyeders (4) 2(n — 1)-fache
Punkte sind. Ferner sind die Unteriiberraume S,,_; (#,=0, x; =0) auf
der I'. Diese S,,_; haben eine besondere Eigenschaft. Man nehme z. B.
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den als Schnitt von x; =0, x,=0. Dann ist (a) = (0 0 a5 a, ‘- a,,) irgend
ein Punkt dieses S,,_;, der auch auf I' liegt. Nun kann man I" oder (2)
auch so schreiben

I = (2 + @) (X3 **+ Typy * Tgn) + 21 %5 (--07) .

Dann ist fir (a)

or “

Ao Ay - 1A
37, 3° Uy en—1"Uan
o4 as-a a a
37, 3"y an—1"@an
or

=0, 1% 1,2
ax ) # 3

Daraus folgt, dafl I'in jedem Punkte dieses 8,,_; dieselbe Hypertangen-
tialebene ;4 z,=0 hat. Ahnliches gilt natiirlich fiir jeden Si¥ =
(x;,=0, 2,=0).

Nimmt man fiir ¢k irgend eine Reihe wie 12, 34, 56, -+, 2n—1, 2n, in
welcher keine zwei (ik) eine Ziffer gemein haben, so ist klar, dafl die
Unterhyperrdume

Sem—ss Samn_ss Stu_ss o0 ngnn:sl) an,
mit den Gleichungen z;+,=0, 3+ x,=0, ¥+ 2,=0, ..., %, +
%,, =0, sich alle in einem Unterraume 8,_; schneiden, der auf /" sowohl
als auf der Einheitsebene Xz, =0 liegt. Zusammenfassend hat man den

Satz 1. In einem Hyperraume 8S,, , hat die Cayley’sche Hyperfliche
> 1/x;=0 einen (2n—2)-fachen Punkt in jeder Koordinatenecke. Alle
Unterhyperraume S o (2;=0, x,=0) haben in allen demselben ange-
horigen Punkten dieselbe Hypertangentialebene x,+ x,=0.

Die Tangentialhyperebenen von I' in den Punkten von S, 5, S3» ., ...,
S2n-12n sind beziehungsweise ¥, + 4,= 0, ¥3+ 4, =0, ..., Yau_1+Y2,=0O.
Sie schneiden sich in einem S,,_;, welcher auf I" sowohl als auch auf der
Einheitshyperebene liegt. Man lege jetzt eine beliebige Hyperebene
durch 8, _;:

P(A) =24 (1 + ¥2) + Aoz +24) + " + 4. (Y2n1 T+ Y2u) =0 . (4)
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Die Tangentialhyperebene in einem Punkte (x) von S,_; an I' hat die
Gleichung

2 2 2
Y1X3%5 - - Xgp_4

2 2 2

+ Y55 - - - Xy, 4
2 2

+ Ys Xy Ty - Ty g
2 2

+ Ygx1 %5 - Zyyy

2 2, 2 2
yznx1x3x5"'x2n—3_‘0 ’

welche identisch mit (4) wird, wenn

oder

QX2p-1= :L__ llﬂg"'ln_l Lo, = —Tgy1 -
Daraus ergibt sich

Satz 2. Eine Hyperebene durch den auf I' und der Hypereinheitsebene B
gelegenen S,_,, P(A), berihrt I' in 27=1 Punkten.

Die Anzahl dieser S,_, in ¥ ist gleich der Anzahl der moglichen An-
ordnungen von 2n Zahlen in n Paare wie 12-34-56-----2n—1-2n
mit keinen gemeinsamen Ziffern. Man kann dies dadurch erreichen, daf
man zuerst jede der (2r)! Permutationen nimmt und sie von links nach
rechts laufend in n Paare teilt. Man erhalt offenbar dieselbe Gruppe von
Paaren fiir jede Permutation der n Paare. Dann kann man der Reihe
nach die Ziffern jedes Paares vertauschen, dann von je zwei, dann von je
drei usw., ohne die Gesamtgruppe zu verandern. Auf diese Weise liefern
die n! Permutationen von n Paaren je

B+ )+ @)+ ()=
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der (2n)! Permutationen ohne die Gruppe zu beeintrachtigen. Demnach
gibt es

2n) !
2n.q !

~~

= (2n—1) (2n—3) (2n—5)---5-3-1

solche Gruppen oder §,_; in K.

Nimmt man irgend eine Kombination der 2» Variabeln x zur nten
Klasse, so gehen mit ihr n! Permutationen der n iibrigen Variabeln.
Gibt man den n ersten Variabeln den Wert + 1, den iibrigen den Wert
— 1, so sind das die Koordinaten eines Punktes in £. Solcher Punkte P
gibt es

1, 1
30 =3

Sej

(X1 X3 ... 2,) (T 1 Xpy2®ypg + -+ Lap)

eine solche Kombination und z;z;x ... z, irgend eine der »! Permuta-
tionen der Reihe z,, ... z,, und S,_; der durch

5 +2,=0, x,+2;=0, x3+2=0, ..., ¥,+x,=0

gebildete Uberraum. Dann liegt offenbar der Punkt P (111---1,—1,
—1, —1, -+ —1) auf 8, ;, und E. Somit gibt es n! §,_,-Uberrsume,
welche je einen Punkt P gemein haben.

Die Hypertangentialebene in einem Punkte (x) von I" hat in laufenden
Koordinaten y die Form

Gt L+ L1 B=0, (5)

Ty Ty 3 Lo
8o daf} sie in jedem Punkte P mit ¥ zusammenfallt. Als Resultat hat man

Satz 3. Die Hyperfliche I' hat die Hypereinheitsebene E als

1 (2n)!

§ . W = fa/Che

Hypertangentialebene. Die (2n — 1) (2n —3) (2n—5)...5.3.1 m K
gelegenen Hyperrdume S,_; haben zu je n! die Punkte P gemein.

Um die Klasse von I" von der Ordnung 2n» — 1 zu bestimmen, kann
man in S,, ; 2n—2 Punkte (%) in allgemeiner Lage annehmen. Sie be-
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stimmen den Axialraum 8,, ; eines Hyperebenenbiischels, unter welchem
gich die Tangentialhyperebenen an I" befinden, deren Anzahl die gesuchte
Klasse ist und die gleich ist der Anzahl ihrer Beriihrungspunkte. Diese
erhalt man als die Schnittpunkte der 2n — 3 ersten Polaren der Punkte
(%) mit der I'. Nun geniigen die Punkte dieser Polaren auf I" den Glei-
chungen

?/2n _

:"::13293,"')2%_—2;
xl ) ;3 Ty
sowie auch der Gleichung von I'
gt T
Iy Ly xZ‘n

Das sind 2n—2 quadratische und eine lineare Gleichung in den Un-
1 . . .
bekannten - welche, da die Determinante der Koeffizienten nicht ver-

schwindet, 2272 Losungen haben. Also gibt es so viele Beriihrungs-
punkte, oder Tangentialhyperebenen. Daher

Satz 4. Die Cayley’sche I' von der Ordnung 2n— 1 hat die Klasse 2272,

Fir n=2 hat man die in der Einleitung erwiahnte kubische Flache.
Die oben aufgestellten Siatze lauten dann bekannterweise wie folgt:
Die Flache I' in S; hat in jeder Ecke des Koordinatentetraeders einen
Doppelpunkt. Sie hat in allen Punkten jeder Kante dieselbe Tangential-
ebene. Diese sechs Tangentialebenen schneiden sich zu je zweien (durch
gegeniiberliegende Kanten) in drei in der Einheitsebene gelegenen Ge-
raden (S,_,=2~8,), die auch auf I" liegen. Jede Ebene p(4) durch eine
dieser Geraden beriithrt I' in zwei Punkten. Die Einheitsebene ist eine
Tritangentialebene von I'. Die drei Geraden schneiden sich zu zweien
in den drei Beriihrungspunkten der Tritangentialebene. Die Cayley’sche
Flache ist von der 4. Klasse.

3. Die S-Hyperfliche in einem §,, ;.

Dieselbe ergibt sich sofort durch Dualisierung der I-Hyperfliche,
indem man Punkten (z) und Hyperebenen (ax), Hyperebenen (u) und
Punkte (au) entsprechen laBt. Die Klasse von § ist natiirlich gleich der
Ordnung von I, d. h. 2n— 1. Doch soll die § als Ordnungsflache studiert
werden. In diesem Sinne entspricht einem S, in S,,_;, der durch k1
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Punkte bestimmt ist, im dualen Raume 2, ; als Punktgebilde ein
85,0 . Zum Beispiel entspricht einer Geraden ein S,, ;. Die Dimen-
sionen von S; und 8,, ,_; werden gleich wenn £ =mn—1. Folglich sind
die §,,_; selbst duale Hyperrdume. Dem durch x; =0, z, = 0 Hyperraume
S,,_5 entspricht also in X,,_, die Gerade A, 4, und der Hypertangential-
ebene x,+x,=0 ein Punkt P, derselben A, 4,. Den Punkten von
8,3 entsprechen die durch 4, 4, gehenden Tangentialhyperebenen, die
alle denselben Beriihrungspunkt P,, haben. Die P,; sind somit Klemm-
punkte (pinch-points) von §. Fahrt man in dhnlicher Weise mit Duali-
sieren fort, so konnen die Eigenschaften von S zusammengefallt werden in

Satz b. Die Steiner’sche Hyperfliche S in X,, ; von der Klasse 2n—1
und der Ordnung 2*"—2 hat jede Hyperebene o, (x,==0 und A, entsprechend)
als doppelt berithrende Deckhyperebene (trope). S hat auf jeder Kante
A; A, von Xy, | einen Klemmpunkt P,,.. Den (2n — 1) (2n —3)-+-3-2-1
w I gelegenen S, | entsprechen auf S selbstdual eben so wviele durch den
Einhevtspunkt gehende X, | deren Punkte alle 2"—1-fach sind. S hat den
(2n
2 (n! )

n! wm den Tangentialhyperebenen in K.

Einheitspunkt E wn X,,_, als = -fachen Punkt. Die X, | liegen zu je

Fiir n=2 hat man die berithmte Romerflache von Steiner, welche
bekanntlich von der 4. Ordnung ist, einen dreifachen Punkt hat, durch
welchen drei Doppellinien gehen. Sie ist einem Tetraeder eingeschrieben,
dessen Seitenflichen die Flache nach Kegelschnitten beriihren (Tropes)
und dessen Kanten je einen Klemmpunkt der Fliche enthalten.

Die in Satz 5 gegebenen Eigenschaften von S konnen aber auch leicht
analytisch bewahrheitet werden.

Bezeichnet man die Hyperebenenkoordinaten von 2, ; mit (u) =
(Uy, Ugy +.., Ug,_q), SO hat S in diesen die Form (px;==u,):

@--—+ =0 (6)

Uy —1

. . : . 0D :
Um diese in Punktkoordinaten zu erhalten, miissen die Y gebildet
werden. Dann sind die x; diesen proportional, so dafl man
0P 1

1
o _*__u-_i_*-——gx, , oder Z:i]/g ]/xz (7)

zu setzen hat. (7) in (6) gibt so ohne weiteres fiir die Steiner’sche Hyper-
flache die Gleichung:

Var £ Voo £V £ -+ £ Ve, - (8)
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Kine auf diese Gleichung basierte synthetische Untersuchung fiir den
allgemeinen Fall findet man im American Journal of Mathematics,
Band 54 (1932), pp. 293—298, von B. C. Wonyg.

Mit Ausnahme des ersten Gliedes kann in (8) jede mogliche Anordnung
der Vorzeichen genommen werden. Jeder entspricht so eine Reihe von
2n Quadratwurzeln, also 2271 solcher verschiedener Reihen gibt es, deren
Produkt sich bei den n! der 2n Variabeln nicht andert. Die Rationalisie-
rung von (8) gibt auf diese Weise eine symmetrische Funktion der Ord-
nung 22"—2 und damit diejenige der Hyperflache S, wie oben auf geome-
trischem Wege gefunden wurde. Der Punkt £ (11 ---- 1) befriedigt (8)
jedesmal bei einer Anordnung von Vorzeichen mit n positiven und n
negativen. Wird heachtet, daf3 die Anordnungen

(1 41—1—1—1+41—1-—1)
(—1—1414+14+1—1+41F1)

equivalent sind, so gibt es so viele solche Anordnungen, als Kombina-
tionen von 2n Elementen zur nten Klasse geteilt durch zwei, also

Der Einheitspunkt ist somit Vielfach von dieser Ordnung (siehe Satz 5).

In shnlicher Weise kénnen die iibrigen Eigenschaften der Hyperfliche
S direkt aus ihrer irrationalen Gleichung abgeleitet werden.

Da die I-Hyperflache rational ist, so ergibt sich auch S als rational;
d. h., ihre Koordinaten miissen sich durch 2» — 1 homogene Parameter
als rationale homogene Funktionen darstellen lassen. Man erhalt fiir
dieselben

(127 = (—h—A—A3——12,+ }“n-l-l + At Agpt)

0%2 = ( A1'—'_}'2'_“;"..‘3’. “'—ln_—an-!-l + —l_ )*27»——1)27

0%3 = ( 2'1 = }“2—2’3'—”'_2%_}‘7@—{—1_}'7”—2—}_ el o 7”212—1)2’

o, = ( ll+’12+ }»3—|—’“——}.n——ln_*_l-—"'—--3,2,‘_1)2,

OFpyy = (—Ah+it+i3++ Z’n_zn-i—l_‘_‘"_)'?n—l)z’ (9)
0lpi2 = (— 2’1'—22 + 13 + _!" An + A’n+1—'— """" 2’27;—-1)2?

0%y = (—“ 11_22“_2‘3—" """ Z'n—l -+ }'n -y - 127;—-2—}'271—-1) ’
sz,n =S ( Al+l2+l3+.“ .................... -'—2'2'”—1)2’
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welche die Gleichung von 8§, X'}z, = 0 befriedigen. Setzt man in (9)
der Kiirze halber px, = L? (4), so entspricht der Hyperebene Xa;x;, = 0
im A-Raume 8,, , (1) eine Hyperflache zweiter Ordnung:

Q2 (}'1’ 12, RN A’2n-—1) = 0.

Diese ist rational und kann rational durch 2n — 2 Parameter 60,, 0,, ..
05,_> (homogen):

*9

)hi - Ri (61, 02, oy Hzn_z),iz ].’ 2, ey 21?/‘—""1

dargestellt werden. Setzt man diese Werte in px; = L, (1) ein, so ergeben
sich die z, als rationale Funktionen der §. Daraus folgt

Satz 6. Der Schnitt der Steiner’schen Hyperfliche mit einer Hyperebene
18t rational und eine Varietit der Dimension 2n—-3 und von der gleichen
Ordnung wie S.

Was die tatsdchliche Rationalisierung der in (8) angegebenen irra-
tionalen Form von § anbelangt, so scheint diese fiir hohere Werte (selbst
{iir » = 3) von n sehr umstédndlich zu sein. Immerhin 148t sich fiir ein
beliebiges n eine vollstindige Losung geben, worin jedoch noch eine
Reihe von zu bestimmenden symmetrischen Funktionen auftreten, deren
genaue Angabe fiir ein beliebiges n sehr erwiinscht wire. Durch gewohn-
liches quadrieren und reduzieren gelangt man Schritt fiir Schritt zu
nachfolgender Tabelle. Sie besteht aus r» Zeilen 1, 2, 3, ..., r. In jeder
Zeile bezeichnen @,, @,, @,, ..., @, die elementar symmetrischen Funk-
tionen der Ordnung 1, 2, ..., r von r Verdnderlichen in der ¢ten Zeile
(¢<r). Die F, in der iten Zeile sind symmetrische Funktionen der kten

Ordnung in ¢ Verdnderlichen. Bezeichnet man mit V, die rationale Form
1

von > ]/_:_v: , so sind die Ausdriicke dafiir

i=1
Vi= l Ausnahmen
Vo= @2—40, |
V,— &'—40,
V= (0%--40,)°—64®, (Romer Fliche) (10)
Vi= [(PI—4 D,)>—64D,]>—32.64(D}—4D,D,+8D;) D,

Ve=[[(®}—4 D,)2— 64D ,]*— 32.64(P}—4D,D,+8D;) D;]*—F,y- D,

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

. 2
V,= ---[[[[(¢§—4¢2)2—64¢4]2—F3¢5]2—17’10-@6]_1«’25-(25 ]_ Fy2 &
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Daraus geht hervor, daB
Vr= (Vr—1)2——F27‘2 —r " d)r =0 (11)

r
die rationale Form von X J/z, = 0 ist, welche fiir r = 27 eine Steiner’sche
i=1
Hyperfliche darstellt. Man hat demnach fiir irgend eine Dimension » den

Satz 7. Setzt man wn ewner Hyperfliche V, x;, = 0, so reduziert sich V,
auf (V,_,)?% das Quadrat der V,_, des vorhergehenden Rawmes. Wird in
(11) z; = O gesetzt, so bleibt (V,_,)2 =0, s0daf V,_,=0, ;=0 in etner
Varietdt schneidet, in deren Punkten V,=0, x;=0 beriithrt. ;=0 1st
somat fir jede V, eine Deckhyperfliche.

Wiahrend dieser Satz fiir alle Dimensionen gilt, » = 4, bestehen die
iibrigen in Satz 5 aufgestellten Eigenschaften nur fiir die Steiner’schen
Hyperflachen, einschliefllich die Romerfliche (r = 2n = 4).

(Eingegangen den 26. Oktober 1935.)
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