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Ùber die Lôsbarkeit gewisser
diophantischer Gleichungen dritten Grades

Von Tbygve Nagell, Uppsala.

Einem Resultate von Fueter zufolge ist die diophantische Gleichung

wenn sie in einem der beiden Korper &Q/m) und k(l/—3m) losbar ist,
aueh in dem anderen losbar1). In einer vor kurzem publizierten Note
habe ich gezeigt, daB dies auch fur die allgemeinere Gleichung

P + rj* A (1)

gilt, wo A eine kubenfreie naturliche Zahl > 2 ist. Es wurde dort sogar
folgendes bewiesen: Ist die Gleichung (1) in Zahlen aus dem Rationali-
tatsbereiche Q nicht losbar, so ist sie es auch nicht nach Adjunktion
von |/—3.2) Da der Beweis des letzten Résultâtes durch einen Rechen-
fehler entstellt ist, wird er im folgenden verbessert; siehe Satz 2.

Statt der Gleichung (1) wollen wir hier allgemeinere kubische
diophantische Gleichungen betrachten und den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei Q ein beliebiger Rationalitatsbereich, und es sei B eine
Zahl in Q, die weder die Form 27<xQ noch die Form —16otQ hat, wo oc eine
Zahl in Q bedeutet. Es sei ferner die diophantische Gleichung

in nicht verschwindenden Zahlen x und y aus Q unlôsbar. Dann ist sie
noch immer unlôsbar nach Adjunktion von j/—3 zu Q.

VorbemerJcungen : Es kann ofïenbar vorausgesetzt werden, dafi Q die
Zahl |/—3 nicht enthalt.

Wegen der Voraussetzung uber die Gleichung (2) kann die Zahl B
nicht die Form —oc6 haben, a Zahl in Q. Denn die Gleichung

x3 + 1 y2

*) B. Fueter Die diophantische Gleichung £3 + rjz -f- £8 0, Sitzungsbenchte
der Heidelberger Akademie d Wiss. Math.-Naturwiss. Klasse, Jahrg. 1913, 25 Abh.

2) T. Nagell • Bemerkungen uber die diophantische Gleichung x3 + yz Azs,
Arkiv f. Matematik, Astronomi o. Fysik, Bd. 25B, Nr. 5, Stockholm 1935.
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hat die Lôsung x 2, y 3 in nicht verschwindenden Zahlen, B kann
auch nicht die Form 24*33<x6 haben, oc Zahl in Q. Denn die Gleichung

hat die Lôsung #=12, y — 36 in nicht verschwindenden Zahlen.

Der Satz gilt nicht fur B 27oc6; denn die Gleichung

x* — 27 y2

hat im Kôrper der rationalen Zahlen B(l) nur die Lôsung x ~ S, y 03);
in 22(]/—3) hat sie aber die Lôsung x —6, y 9 j/—3.

Der Satz gilt auch nicht fur B —16a6; denn die Gleichung

6=y* (3)

hat in R(l) nur die Lôsungen x 0, y ±4 (wegen des Beweises siehe

Anmerkung S. 9) ; in 2£(|/— 3) hat sie aber die Lôsung x —4, y=4|/—3.

Beweis: Nach der Voraussetzung ist die Gleichung (2) in Q unlôsbar,
abgesehen von eventuellen verschwindenden Lôsungen. Wir nehmen jetzt
an, daB sie in dem durch Adjunktion von ]/—3 entstandenen Kôrper

/^3) lôsbar ist, mit xy ^ 0.

Erster Fall: Die Zahl y gehôrt zu Q, die Zahl x aber nicht. Es sei

x a]/—3 +6, wo a und b Zahlen in Q sind, a ^ 0. Dann folgt

/=3— 96a2 — 3a3|/=3—B y2,

mithin 62a a3 oder 6 ± a, und a? a(±l+|/—3). Dann hâtte
aber die Gleichung (2) gegen die Annahme die Lôsung x ^F 2a und

y in Q.
Zweiter Fall : Die Zahl x gehôrt zu Q, die Zahl y aber nicht. Dann ist

y z\l—3 + Zp wo 3 und zx zu .Q gehôren, z =fi 0. Es ergibt sich somit

Hieraus folgt aber 2;1 0, und wenn

a^ — 3 # und y1=9z
gesetzt wird,

x\ + 27B î/2 (4)

wo»! und t/x nichtverschwindende Zahlen in Q sind.

8) T.Nagell: Ûber die rationalen Punkte auf einigen kubischen Kurven,
Tôhoku Math. Journal, vol. 24, 1924.
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Dritter Fall Weder x noch y ist in Q enthalten Daim darf man setzen

wo a und 6 zu Q gehoren, a ^ 0 Die Zahl x ist dann Wurzel der Gleichung
m z

z3—(az -rb)2 — B=0 (5)

Da x vom Relativgrade 2 m bezug auf Q ist, folgt hieraus, daô die Glei
chung (5) eme Wurzel z haben muB, die zu D gehort Dann hat aber die
Gleichung (2) die Losung x z, y az-\-b in Q Wegen der Voraus
setzung uber dièse Gleichung ist dann entweder z 0 oder az + b — 0

Im ersteren Falle wird ^B —62, und a; ist Wurzel der Gleichung

0,
1 1

oder

Es besteht somit eme Gleichung

a4 + 8a6 — 3c2

in Zahlen a, 6 und c aus Q Weil a ^ 0 ist, konnen wir setzen

66
_ 96c

#i — > y± — «

Dann ergibt sich wegen B — 62

^ + 27J5 2/2. (6)

Hier ist xx ^ 0, weil 6 ^ 0 ist Es ist ferner yx j± 0, denn c kann nicht
0 sein, weil x nieht zu Q gehort

In dem Falle az + 6 0 wird J5 c3, wo c eme Zahl m Q ist # ist
dann Wurzel der Gleichung

x2— x(a2 — c) + a2c + c2 0,
und folglich

3 Commentant Mathematici Helvetici

3c2
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Es besteht somit eine Gleichung

a4—6a2c--3c2 - Zd

in Zahlen a, c und d aus Q. Setzt man nun hier

und

so ergibt sich wegen B — c3

*J + 27£ y* (7)

Hier ist xx ^ 0; denn sonst wurde a2 + 3c — 3d 0 sein oder

a4 — 6a2c — 3c2 — 3d2 — |a4 — 2a2c — 3c2.
o

Hieraus wurde folgen a2 — 3c, also 2? — c3 27 -I6 gegen die Voraus-

setzung Es ist ferner y1 ^ 0, denn sonst wurde a2 + c d sein oder

was offenbar unmôglich ist, weil a^O.
In allen Fallen ergibt sich somit, daB eine Gleichung von der Form (7)

bestehen muB, in nichtverschwindenden Zahlen xx und yx aus Q. Indem
wir eine Idée von Fueter*) benutzen, setzen wir nun

Dann erfullen die Zahlen u und v, wie man leicht verifiziert, die Relation

4) JR.Fueter • Ùber kubische diophantische Gleichungen, Commentarii Mathe-
matici Helvetici, vol. 2 (1930), S. 69.
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Wegen der Voraussetzung uber die Gleichung (2) mufî dann entweder
u — 0 oder v — 0 sein. Ist u 0, so wird y| —815 und x\ — 1085
und folglich

gegen die Annahme. Ist v 0, so wird y\ 243 B und x\ 216 B
und folglich

gegen die Voraussetzung. Die Gleichung (2) ist folglich in 42 (]/^ 3)
unlosbar.

Unser Satz ist somit bewiesen.

Wir wollen jetzt das Résultat auf die Gleichung (1) anwenden. Es sei

B 24-33t12, wo A eine kubenfreie naturliche Zahl >2 ist. Die
Gleichung (2) erhalt dann die Form

y2. (8)
Setzen wir hier

MA+y 36JL — yA" 6* ' X ëx~~ > {)

so zeigt die Ausrechnung, daB die folgende Gleichung besteht

X* + Y* A. (10)

In (9) hatte man X dureh qX ersetzen konnen, wenn q eine Wurzel der
Gleichung #2 + @ + l 0 ist; entsprechendes gilt fur Y. Dann konnen
wir das folgende Résultat beweisen:

Satz 2. Es sei Q ein beliebiger Rationalitatsbereich, und es sei A eine

kubenfreie naturliche Zahl >2. Ist dann die Gleichung (10) in Zahlen

X und Y aus Q unlosbar, so ist sie es auch nach Adjunktion von |/—3 zu Q.
Von Losungen mit X3 Yz wird hier abgesehen.

Beweis: Ist namlich die Gleichung (10) in 42 (j/— 3) lôsbar, so gilt
dasselbe fur die Gleichung (8). Aus (9) folgt ja

12.4 36,4 ,v v.y (XY)
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und hier ist xy ^ 0. Nach dem Satze 1 ist dann aber die Gleichung (8)
schon in Q lôsbar, mit xy =fi 0. Wenden wir nochmals die Transforma-
tionen (9) an, so ergibt sich, daB die Gleichung (10) schon in Q lôsbar ist,
mit X3 ^ F3.

Ein Komplement zu Satz 1 ist der folgende Satz :

Satz 3. Es sei Q ein Ratio

hait, und es sei die Gleichung

Satz 3. Es sei Q ein Bationalitâtsbereich, der die Zahl cos — nicht ent-
9

a;3_24.33 y2 (11)

in nichtverschwindenden Zahlen x und y aus Q unlosbar, abgesehen von
den Lôsungen x \2, 2/= ±36. Dann ist sie noch immer unlosbar nach

Adjunktion von l/—3, abgesehen von den Lôsungen xz 123, y= Jt 36.

Beweis: Die Gleichung (11) hat bekanntlich keine anderen Lôsungen
in rationalen Zahlen als x 12, y ^ 36.5)

Genau wie im Beweise von Satz 1 muB man drei Fâlle unterscheiden.
Der erste Fall ist auch hier unmôglich; man wird nur auf die Lôsungen
x 12 q und 12@2 gefuhrt, wo q eine Wurzel der Gleichung g2 + q + 1 0

ist. Auch der zweite Fall wird genau wie dort. Die Gleichung (4) erhàlt
hier die Form

wo xx und yx nicht verschwindende Zahlen in Q sind.

Im dritten Fall muB die Gleichung (5) die Wurzel z 12 haben.
Setzen wir 12a+ 6 36, so erhàlt dièse Gleichung die Form

2;3_(a2 + 36—12a)2 —24-33 0

Wird hier die Lôsung 2=12 wegdividiert, so erhalten wir fur die Zahl x
als Wurzel der entstandenen quadratischen Gleichung den Ausdruck

x==^a2__i2) j=ll/a4_ 72a2 + 288a—432 (13)

Es besteht somit eine Gleichung

288a — 432 — 3c2

6) Siehe Anmerkung S. 39.
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in Zahlen a und c aus Q. Hier ist a =£ 6, denn sonst wurde c 0, was
unmoglich ist, da x nieht zu Q gehort. Dann konnen wir setzen

4a 12c
Xl=K -> Vl6 — a ' ^ (6 —a)2'

und es ergibt sich
x\ + 16 y? (14)

Dièse Gleichung hat dieselbe Form wie Gleichung (12). Es ist xx =£ 0,
weil a^O ist; und yx ^ 0 wegen c^O. Auf dièse Gleichung fuhren
wir nun die Fuetersche Transformation aus, indem wir setzen

_ 2/i +48

Dièse Zahlen ^ und v gehoren zu Q und sind durch die Gleichung

us — 24-33 v2

verbunden. Wegen der Voraussetzung muB dann u 12, v ±36 sein.
Aus der Gleichung (15) folgt somit

Eliminiert man yx zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (14),

und setzt man t —, so ergibt sich
xx

ts—3t+ 1 0 (17)

Es ware folglich t 2 cos mit m 1, 2 oder 4. Dies ist aber un-

moglich, da nach der Voraussetzung die Zahl cos —- in Q nicht enthalten

ist. Der Satz 3 ist somit bewiesen.

Ist t eine Wurzel der Gleichung (17), so wird das System der Glei-

chungen (14), (15) und (16), wie man leicht verifiziert, durch die Werte
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befriedigt. Dann folgt
a 4 -f 2t~ 2t2

und
-1-0 a2—12= 12(1 —J)

und aus (13)
x 6(l —

2jrt
Als Losung der Gleichung (11) in R(t,]/—3) R(e 9 ergibt sich somit

Ob die Gleichung schon in R(t) losbar ist, abgesehen von den Losungen
x 12, y ;£ 36, ist mir unbekannt.

Setzt man in der Gleichung (11)

36 + V Y
36 — y

so erhalt man die Relation

Z3 + F3=l. (19)

Aus dem Satze 3 folgt nun leicht das folgende Résultat :

Satz 4. Es sei Q ein Rationalitatsbereich, der die Zahl cos— nicht ent-

hait. Ist dann die Gleichung (19) in nicht verschwindenden Zahlen X und Y

aies Q unlosbar, so ist sie es noch immer nach Adjunktion von j/—3 zu Q.

Beweis: Ist namlich die Gleichung (19) in i2(|/—3) losbar, mit
so ist auch die Gleichung (11) in i2(|/—3) losbar mit y ^ ± 36. Denn
aus (18) folgt

__
12

_ 36(X — Y)
X~X + Y> y~~ X+Y ;

und aus y — ± 36 wurde folgen XY 0. Nach dem Satze 3 ist dann
die Gleichung (11) schon in Q losbar, mit y ^ ± 36. Wenden wir noch-
mals die Transformation (18) an, so ergibt sich, dafî die Gleichung (19)
schon in Q losbar ist, mit 17 ^0.
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Anmerkung : Die Gleichung (11) hat keine anderen Losungen in ratio-
nalen Zahlen als x 12, y — i 36. Denn wenden wir die Transformation

(18) an, so erhalten wir die Fermatsche Gleichung

X* + F3 1,

die bekanntlich in nicht verschwmdenden rationalen Zahlen unlosbar
ist. Mit XY 0 folgt x 12, y ± 36.

Ich habe schon fruher (siehe S. 2) behauptet, daB die Gleichung

#3 + 16 ^2

in rationa]en Zahlen unlosbar ist, abgesehen von x 0, y ±4. Setzt
man namlich hier

so erhalt man die Gleichung

^3_ 24.33 V2
m

Wie wir soeben sahen, ist dies nur fur u 12 moglich Dann wurde
aber folgen

y*= 12a;2 —48 a;3 + 16

was offenbar fur ein rationales x unmoglich ist.

(Eingegangen den 23. Marz 1936.)
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