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Uber die Lésbarkeit gewisser
diophantischer Gleichungen dritten Grades

Von TryavE NaceLL, Uppsala.

Einem Resultate von Fueter zufolge ist die diophantische Gleichung
Bip=1,

wenn sie in einem der beiden Korper k(}m) und k(J—3m) losbar ist,
auch in dem anderen lésbar!). In einer vor kurzem publizierten Note
habe ich gezeigt, daBl dies auch fiir die allgemeinere Gleichung

£+n=4 (1)

gilt, wo A eine kubenfreie natiirliche Zahl > 2 ist. Es wurde dort sogar
folgendes bewiesen: Ist die Gleichung (1) in Zahlen aus dem Rationali-
tatsbereiche £ nicht losbar, so ist sie es auch nicht nach Adjunktion
von V——-3 .2) Da der Beweis des letzten Resultates durch einen Rechen-
fehler entstellt ist, wird er im folgenden verbessert; siche Satz 2.

Statt der Gleichung (1) wollen wir hier allgemeinere kubische dio-
phantische Gleichungen betrachten und den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es ser Q ewn beliebiger Rationalititsbereich, und es ser B eine
Zahl wn Q, die weder die Form 27«8 noch die Form —16x% hat, wo « eine
Zahl wn Q2 bedeutet. Bs set ferner die diophantische Gleichung

z'—B =y* (2)

1 nicht verschwindenden Zahlen x und y aus 2 unlosbar. Dann ist sie
noch tmmer unlosbar nach Adjunktion von )—3 zu L.

Vorbemerkungen: Es kann offenbar vorausgesetzt werden, dal 2 die
Zahl J—3 nicht enthilt.

Wegen der Voraussetzung iiber die Gleichung (2) kann die Zahl B
nicht die Form — &% haben, « Zahl in Q. Denn die Gleichung

2%+ 1= y?

') R. Fueter: Die diophantische Gleichung & 4 #* 4 ;% = 0, Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie d. Wiss. Math.-Naturwiss. Klasse, Jahrg. 1913, 25 Abh.

%) T. Nagell : Bemerkungen tiber die diophantische Gleichung 2® 4+ y?® = 423,
Arkiv f. Matematik, Astronomi o. Fysik, Bd. 25B, Nr. 5, Stockholm 1935.

31



hat die Lésung « = 2, y = 3 in nicht verschwindenden Zahlen, B kann
auch nicht die Form 2%-3%% haben, « Zahl in 2. Denn die Gleichung

23— 24.3% = 42

hat die Losung z == 12, y = 36 in nicht verschwindenden Zahlen.
Der Satz gilt nicht fiir B = 274%; denn die Gleichung
23— 27 = y*
hat im Korper der rationalen Zahlen E(1) nur die Losung z = 3, y = 03);
in R(J—3) hat sie aber die Losung # = —6, y = 9 J—3.
Der Satz gilt auch nicht fir B = —164%; denn die Gleichung

23 4 16 = g2 (3)

hat in B(1) nur die Losungen z = 0, y = 44 (wegen des Beweises siehe
Anmerkung S.9); in R()/— 3) hat sie aber die Losung & = —4, y=4]/—3.

Beweis: Nach der Voraussetzung ist die Gleichung (2) in £ unlosbar,
abgesehen von eventuellen verschwindenden Losungen. Wir nehmen jetzt
an, dafB sie in dem durch Adjunktion von ]/:§ entstandenen Korper
Q()—38) losbar ist, mit xy 5 0.

Erster Fall: Die Zahl y gehort zu 2, die Zahl x aber nicht. Es sei
& = a))—3 +b, wo a und b Zahlen in 2 sind, a 0. Dann folgt
b+ 3b2a)—3—9ba? — 3a*)—3—B=y?,

mithin b?a = a® oder b = 4 a, und x = a(41+})—3). Dann hitte
aber die Gleichung (2) gegen die Annahme die Losung x = T 2a und
y in Q.

Zweiter Fall: Die Zahl x gehort zu Q, die Zahl y aber nicht. Dann ist
y = 2J/—38+2;, wo z und 2, zu £ gehoren, z # 0. Es ergibt sich somit

a8 — B= — 322+ 222, J—3 + 2 .
Hieraus folgt aber z; = 0, und wenn

x,=—3z und y,=92
gesetzt wird,
2} + 21B = o}, (4)
wo z, und y, nichtverschwindende Zahlen in £ sind.

3) T. Nagell: Uber die rationalen Punkte auf einigen kubischen Kurven,
Toéhoku Math. Journal, vol. 24, 1924.

32



Dritter FFall: Weder z noch y ist in 2 enthalten. Dann darf man setzen

y=ax-+b,
wo a und b zu 2 gehoren, a 7~ 0. Die Zahl z ist dann Wurzel der Gleichung
in z

23— ((@az+b2*—B=0. (5)

Da x vom Relativgrade 2 in bezug auf £ ist, folgt hieraus, daf die Glei-
chung (5) eine Wurzel z haben muf}, die zu 2 gehort. Dann hat aber die
Gleichung (2) die Losung * = 2, y = az+b in Q. Wegen der Voraus-
setzung iiber diese Gleichung ist dann entweder z = 0 oder az b == 0.
Im ersteren Falle wird B = —b2, und z ist Wurzel der Gleichung

x?2—a%xr—2ab=20,
1 1, —
oder x=-2—a2j:§]/a,4—{-83b.
Es besteht somit eine Gleichung

at 4+ 8ab = — 3¢?

in Zahlen a, b und ¢ aus Q. Weil a s~ 0 ist, konnen wir setzen

6b 9bc
mET g NS
Dann ergibt sich wegen B = — b2
xl 4+ 27B = o3 . (6)

Hier ist x; # 0, weil b % 0 ist. Es ist ferner y, # 0; denn ¢ kann nicht
= 0 sein, weil x nicht zu 2 gehort.

In dem Falle az4+b = 0 wird B = ¢?, wo ¢ eine Zahl in £ ist. x ist
dann Wurzel der Gleichung

22— zx(a®—c) + a%c+c2=0,
und folglich

1 1
x=-2-(az-—c):[:—2~ a* — 6a% — 3c?.
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Es besteht somit eine Gleichung
at— 6a%c— 3¢* = — 3d*

in Zahlen a, ¢ und d aus 2. Setzt man nun hier

3¢
x :—Q—Eé(a,z—l— 3c— 3d)

und
27 c?
=" (d—c—a?),
so ergibt sich wegen B = ¢3
x4 27B = 92, (7)

Hier ist «; £ 0; denn sonst wiirde a?+ 3¢ — 3d = 0 sein oder

1
at—6a?c— 3¢t = — 3d2 = ——ga‘*—— 2a2¢c — 3c2.

/

Hieraus wiirde folgen a? = 3¢, also B = ¢3 = 27 (%6 gegen die Voraus-

setzung. Es ist ferner y, = 0; denn sonst wiirde 5;2—}-0 = d sein oder
a*— 6a%2c— 3¢2 = — 3d?2 = — 3a*— 6a%c— 3¢?,

was offenbar unmoglich ist, weil a £ 0.

In allen Fallen ergibt sich somit, dal eine Gleichung von der Form (7)
bestehen muf}, in nichtverschwindenden Zahlen z; und y, aus 2. Indem
wir eine Idee von Fuetert) beniitzen, setzen wir nun

y: + 81B
U= ——
9]

b

Yy, (y; — 243 B)
27 23

P =

Dann erfiillen die Zahlen » und v, wie man leicht verifiziert, die Relation

4) R. Fueter: Uber kubische diophantische Gleichungen, Commentarii Mathe-
matici Helvetici, vol. 2 (1930), S. 69.
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Wegen der Voraussetzung iiber die Gleichung (2) mufl dann entweder
u = 0 oder v = 0 sein. Ist = 0, so wird ¥} = —81Bund 2} = — 108 B

und folglich
. Y1
16- (2,

gegen die Annahme. Ist v = 0, so wird ¢ = 243 B und 2} = 216 B

und folglich
2 y1>
B = 2T7. <9 2

gegen die Voraussetzung. Die Gleichung (2) ist folglich in Q(J/—3)
unlosbar.
Unser Satz ist somit bewiesen.

Wir wollen jetzt das Resultat auf die Gleichung (1) anwenden. Es sei
B = 24-3342 wo A eine kubenfreie natiirliche Zahl >2 ist. Die Glei-
chung (2) erhalt dann die Form

43— 20.3342 = 42, (8)
Setzen wir hier
364+ y 364 —y
X——————~———6x ' Y———~—~———6x N (9)

so zeigt die Ausrechnung, dal die folgende Gleichung besteht
X4+ Y= 4. (10)

In (9) hiatte man X durch pX ersetzen konnen, wenn o eine Wurzel der
Gleichung p2+4p+1 = 0 ist; entsprechendes gilt fiir ¥. Dann koénnen
wir das folgende Resultat beweisen:

Satz 2. Es sei Q ein beliebiger Rationalititsbereich, und es sei A eine
kubenfreie natirliche Zahl >2. Ist dann die Qleichung (10) in Zahlen
X und Y aus Q unlosbar, so ist sie es auch nach Adjunktion von ]/:3 zu 2.
Von Liosungen mit X3 = Y3 wird hier abgesehen.

Beweis: Ist nimlich die Gleichung (10) in 2 ( ]/——— ) losbar, so gilt
dasselbe fiir die Gleichung (8). Aus (9) folgt ja

124 364
X377’ YTx+17

(X—r),
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und hier ist xy 7 0. Nach dem Satze 1 ist dann aber die Gleichung (8)
schon in 2 losbar, mit xy # 0. Wenden wir nochmals die Transforma-
tionen (9) an, so ergibt sich, daf} die Gleichung (10) schon in 2 losbar ist,
mit X3 £ Y3,

Ein Komplement zu Satz 1 ist der folgende Satz:

Satz 3. Es set Q ein Rationalititsbereich, der die Zahl coszg—n nicht ent-

hdlt, und es sev die Gleichung
3 — 24.3% = g2 (11)

wn nichtverschwindenden Zahlen x und y aus 2 wunlosbar, abgesehen von
den Lésungen x = 12, y = -+ 36. Dann ist sie noch immer unlosbar nach
Adjunktion von }J—3, abgesehen von den Lisungen x® =123, y = -+ 36.

Beweis: Die Gleichung (11) hat bekanntlich keine anderen Losungen
in rationalen Zahlen als x = 12, y = 4 36.5)

Genau wie im Beweise von Satz 1 mufl man drei Fille unterscheiden.
Der erste Fall ist auch hier unméglich; man wird nur auf die Losungen
x = 12p und 122 gefiihrt, wo p eine Wurzel der Gleichung p2+9+1 = 0
ist. Auch der zweite Fall wird genau wie dort. Die Gleichung (4) erhilt

hier die Form
%\ 16— (%Y .
<-9—’) + 16 _<27> , 12)

wo z; und y, nicht verschwindende Zahlen in £ sind.

Im dritten Fall mul die Gleichung (5) die Wurzel z = 12 haben.
Setzen wir 12a + b = 36, so erhalt diese Gleichung die Form

22— (az + 36 —12a)2—24.32 = 0.

Wird hier die Loésung z = 12 wegdividiert, so erhalten wir fiir die Zahl z
als Wurzel der entstandenen quadratischen Gleichung den Ausdruck

DO b

x = ~(a?— 12) 4 —;-Vael— 72a® + 2882 — 432 . (13)

Es besteht somit eine Gleichung
at— T2a% 4 2884 — 432 = — 3c?

5) Siehe Anmerkung 8. 39.
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in Zahlen a und ¢ aus 2. Hier ist a £ 6; denn sonst wiirde ¢ = 0, was
unmoglich ist, da z nicht zu Q gehort. Dann kénnen wir setzen

4a _ 12c
T 6—a’ N7 (6 —a)?’

und es ergibt sich .
i+ 16 = yi . (14)

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie Gleichung (12). Es ist x; # 0,

weil a 7 0 ist; und y, # 0 wegen ¢ # 0. Auf diese Gleichung fiihren
wir nun die Fuetersche Transformation aus, indem wir setzen

Y+ 48
U =

(15)

v = . (16)

Diese Zahlen « und v gehoren zu 2 und sind durch die Gleichung
ud — 24.33 — p2

verbunden. Wegen der Voraussetzung mufl dann v = 12, v = 4- 36 sein.
Aus der Gleichung (15) folgt somit

Eliminiert man y, zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (14),

und setzt man ¢ = —3—, so ergibt sich
1

#—3t1+-1=0. (17)

Es wire folglich ¢ = 2 cos %Tm’ mit m =1, 2 oder 4. Dies ist aber un-

moglich, da nach der Voraussetzung die Zahl cos ggf in 2 nicht enthalten

ist. Der Satz 3 ist somit bewiesen.

Ist ¢ eine Wurzel der Gleichung (17), so wird das System der Glei-
chungen (14), (15) und (16), wie man leicht verifiziert, durch die Werte
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xl—-—-— :ty1:44"""8t'—‘16t2

t ]
befriedigt. Dann folgt
a=4 -+ 2t— 2¢
und
to=a?—12=12(1—1¢),
und aus (13)

z=6(l—t) (1+y—3).

27

Als Losung der Gleichung (11) in R(t,}J)—3) = R(e® ) ergibt sich somit
x=12(t—1) , y =122 —2t—1)J—3.

Ob die Gleichung schon in R (¢) losbar ist, abgesehen von den Lésungen
x =12, y = -4 36, ist mir unbekannt.
Setzt man in der Gleichung (11)

36 + y Y:36———y
6z ’ 6z ’

X= (18)

so erhilt man die Relation
X34 ¥3=1. (19)

Aus dem Satze 3 folgt nun leicht das folgende Resultat:

Satz 4. Es ser Q ein Rationalititsbereich, der die Zahl cos% nicht ent-
hiilt. Ist dann die Gleichung (19) vn nicht verschwindenden Zahlen X und Y

aus 2 unlosbar, so ist sie es noch tmmer nach Adjunktion von ]/—3 zu £2.

Beweis : Ist namlich die Gleichung (19) in Q(}/—3) losbar, mit X¥ 0,
so ist auch die Gleichung (11) in 2(}/—3) lésbar mit y # 4 36. Denn
aus (18) folgt
L 12 _36(X—7)

—X+ry’ YTTXxF¥Y
und aus y = 4 36 wiirde folgen XY = 0. Nach dem Satze 3 ist dann
die Gleichung (11) schon in £ losbar, mit y % + 36. Wenden wir noch-
mals die Transformation (18) an, so ergibt sich, daBl die Gleichung (19)
schon in Q losbar ist, mit XY = 0.
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Anmerkung : Die Gleichung (11) hat keine anderen Losungen in ratio-
nalen Zahlen als x = 12, y = + 36. Denn wenden wir die Transforma-
tion (18) an, so erhalten wir die Fermatsche Gleichung

X34 ¥Y3=1,
die bekanntlich in nicht verschwindenden rationalen Zahlen unlésbar
ist. Mit XY = 0 folgt = 12, y = 4 36.
Ich habe schon friither (siehe S. 2) behauptet, dafl die Gleichung

23 + 16 = y?

in rationaJen Zahlen unlosbar ist, abgesehen von z = 0, y = + 4. Setzt
man namlich hier

_ y*+ 48
=¥

y(y?— 144)
x3

’

D =

2
so erhalt man die Gleichung
uB— 24.38 = o2
Wie wir soeben sahen, ist dies nur fir » = 12 moglich. Dann wiirde
aber folgen

y? = 122% — 48 = a3 | 16 ,

was offenbar fiir ein rationales x unmoglich ist.

(Eingegangen den 23. Marz 1936.)
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