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Bewegungsgruppen
in mehrdimensionalen Râumen

Von Johann Jakob Burckhabdt, Zurich

In einer fruheren Arbeit (siehe Commentani Mathematici Helvetici,
Band 6, Seite 159—184; im folgenden stets mit B, 1933 zitiert) habe ich
die arithmetischen Methoden von Frobenius und Bieberbach weiterent-
wickelt, bis mit ihnen die Bewegungsgruppen der Ebene und des Raumes
dargelegt werden konnen. Man erhalt auf dièse Weise einen gegen-
uber der fruheren geometrischen Théorie differenzierteren Embau der
Bewegungsgruppen in die zugehorigen arithmetischen Klassen, woruber
auch eine Arbeit von P. Niggli und W. Nowacki lehrreichen AufschluB
vermittelt. (Zeitschrift fur Kristallographie, Band 91, Seite 321—335).
Wunscht man uber dièse Ergebnisse hinausgehenden Einblick in die
Struktur diskreter Materie, so ist es naheliegend, die Verhaltnisse in
hoherdimensionalen Raumen zu untersuchen. Dies ist bei unserer
Formulierung des Problems moglich, und es wird sich im folgenden
zeigen, daB die Verhaltnisse fur diejenigen Klassen, die aus der regularen
Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Permutations-
gruppe entspringen, sehr einfach liegen. Dièse Klassen sind nach der
Théorie der regularen Korper in mehrdimensionalen Raumen die wich-
tigsten, die zu untersuchen sind.

Ich stelle das fur spater Notwendige kurz zusammen und verweise auf
B, 1933 § 1. Sei @ die Kristallklasse mit den Elementen 80,8l9..., 8n-l9
wobei 8t* 8k 8t gelte. Ox sei eine zugehôrige Bewegungsgruppe mit
den Elementen

Dann gilt bei passendem Koordinatensystem :

(8t98t)-(8k,st) (8l98l) (modl),

und hieraus folgen die sogenannten Frobenius'schen Kongruenzen:

8rsh + ë% 8l (modl). (A)

Indem man aile ihre Lôsungen sucht, findet man aile zu @ gehorenden
Bewegungsgruppen. Die Lôsung 8k 0 fur aile Je heiBt die Null-Losung.
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Zwei zu © gehôrende Bewegungsgruppen Gx und 02 mit den Elementen
($t-, s^ und (Si, ^) werden dabei âquivalent genannt und als nicht ver-
schieden betrachtet, wenn es eine ganzzahlige unimodulare Matrix U und
eine Spalte (x) gibt, so daB

(U,x)^(Si,Si)(Uyx) (Skitk) (B)

ist. Dies ergibt fur die rotativen Bestandteile

und fur die translativen Kolonnen:

U-1 (Si- x + Si — x) tk (mod 1).

Nimmt man insbesondere U — E, wo E die Einheitsmatrix ist, so erhâlt
man als hinreiehende Bedingung fur die Âquivalenz zweier Bewegungsgruppen:

Es muB sich eine Spalte (x) derart finden lassen, daB fur die
Dififerenz zweier Lôsungen der Frobenius'schen Kongruenzen gilt:

(s.-ti) (E-Si)(x) (modl) (C)

fur aile Elemente S{ der Gruppe.

§ 1. Die zyklische Permutationsgruppe

Sei P (l,2,...,w)

das erzeugende Elément einer zyklischen Permutationsgruppe, als Zyklus
geschrieben. Dann ist Pn E, und P hat die regulàre Darstellung als

n-reihige Matrix:

Sei (p) eine beliebige, zu P gehôrende Lôsung der Frobenius'schen
Kongruenzen, die aus dieser regulàren Darstellung der zyklischen Gruppe
entspringen. Ich behaupte, daB sie der Null-Lôsung âquivalent ist. Zu
diesem Zwecke mûssen wir zeigen, daB es eine Spalte (x) gibt, so daB
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(p)EE(E— P)(x) (modl). (1.1)

Aile ubrigen Kongruenzen, die uberdies noch zu erfullen sind, sind Folge-
rungen aus dieser, wie ich in B, 1933, Seite 168f gezeigt habe.

(1.1) lautet ausfuhrlicher :

V — xi X2,

p2 x2 — xz (modl), (1-2)

p xn xx

woraus zu sehen ist, daB die n Linearformen auf der rechten Seite linear
abhangig sind, ihre Summe ist gleich Null. Wegen

(P, p)- (E, 0)

gilt
(P^-i + Pn-2 _| + p + js).(p) o (mod 1).

Rechnen wir die Matrix P71-1 + • • • + P + E aus, so erhalten wir die
n-reihige quadratische Matrix, deren jedes Elément gleich Eins ist. Dièse
wird im folgenden ofters vorkommen, wir bezeichnen sie daher mit Hn
und nennen sie die w-reihige ,,Einser-Matrixc<.

Hiermit lafit sich die vorangehende Gleichung kurz schreiben als

Hn(P) 0 (modl),

was die einzige Kongruenz ergibt :

P1 + P2~\ \-pn 0 (modl). (1.3)

Somit besteht fur die linke Seite des Gleichungssystems (1.2) dieselbe
lineare Abhangigkeit wie fur die rechte. Die n — 1 ersten Kongruenzen
aus (1.2) lassen sich losen, denn man zeigt leicht, dafî ihre Déterminante
gleich Eins ist. So haben wir :

Satz 1 : Zur zyhlischen Permutationsgruppe von n Elementen in ihrer

regularen Darstellung gibt es nur eine Bewegungsgruppe.

Fur n 3 erhalt man die rhomboedrische Klasse, die ich in B, 1933,
Seite 184 mit Bx bezeichnet habe, und als zugehorige Bewegungsgruppe €*.
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§ 2. Die symmetrische Grappe

Um die symmetrische und die altermerende Gruppe von n ^ 3

Elementen zu untersuchen, denken wir sie uns durch em System von
Erzeugenden dargestellt Fur die Wahl dieser Erzeugenden verweise ich
auf J A Todd, The groups of symmetries of the regular polytopes, Proc
Cambridge philosoph Soc 27 (1931) Seite 212 fî Dort wird gezeigt, daB

n — 1 Elemente Slf 82, 8n-1 die symmetrische Gruppe erzeugen,
wenn zwischen îhnen die Relationen bestehen

81 E, Jfe= 1, 2, ,w—1 I
(8k 8k+1)3 E, k=l,2, ,n — 2, II
(8k #,)» E, wenn l > k + 1 h 1, 2, n — 3 III

Wahlen wir m der Schreibweise durch Zyklen

flf1==(l,2), i8fa (2,3), 8n.1=(n— 1, n),

so sind die Relationen erfullt, wie man leicht aus

Su 8]c+1 (k,k+2,k + l)undSk 8t (k, k + 1) (l, 1+ 1) fur l>k + 1

sieht
Um die Bewegungsgruppen zu finden, losen wir die Frobenms'schen

Kongruenzen fur die erzeugenden Elemente der Bewegungsgruppe, die

wir mit

bezeichnen Ebenso ist die Aquivalenzfrage nur fur die Erzeugenden zu
beantworten, denn dièse bestimmen zusammen mit den Relationen die
Gruppe emdeutig

oc Nehmen wir vorerst n 3, so haben wir die beiden Erzeugenden St
und 82 Ihre regularen Darstellungen lauten

(0
1 0\ /l 0 0\

1 0 0 und #2 0 0 1 I

0 0 1/ \0 10/
Wir erhalten die folgenden Kongruenzen, die stets modulo 1 zu nehmen
sind
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I. Aus I folgt fur (SJ : (Slt sj2 (E, 0), also

nach (A): (8X + E) • (sx) 0

das ergibt in Matrizen geschrieben :

und somit :

*î + *ï 0 (1,1.1)
2sl =0 (I, 1.2)

Aus I folgt auf dieselbe Weise fur (s2) :

II.

und

Aus II

somit :

Rechnet man

folgt

[(*l,«l>(S,,«:

[(W2 -

die Matrizen

2 s\

ï)]3 — [

4- St8t

aus, so

0

-sl^O

S1S2,81s2-

+ E] (SlS2

findet man :

{E, 0)

(1,2.1)
(1,2.2)

und daher
*î + 5Ï + si + «ï + *î + 532 0 (II, 1.1

Ich werde beweisen, daB dièse Kongruenzen zwei inàquivalente Lôsungen
haben. Als Âquivalenzkriterium nehmen wir die Gleiehungen (C). Ich
werde am Ende dièses Paragraphen zeigen, daB in unserem Falle zwei

Lôsungen, die nach (C) inâquivalent sind, auch nach (B) inàquivalent
sind.

Seien zwei Lôsungen gefunden, deren Differenz ich der Einfachheit
halber wieder mit (st) und (s2) bezeichne, dann sind sie aquivalent, wenn
sich eine Spalte (x) finden laBt, so daB gilt :

1. (E — S,) (x) (Sl) und 2. (E - 8t) (x) (s2)
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Ausgeschrieben

t -r — s1

2

0=«ï

heiBt dies:

(l.a)
(l.b)
(1.0)

0 -—• 51

^ ,x —g*

— x2 + x3=sl

(2. a)

(2.b)
(2. c)

(l.a) ist lôsbar; wegen (1,1.1) ist auch (l.b) lôsbar. Ebenso ist (2.b)
lôsbar und wegen (I, 2.2) auch (2.c). Wegen (I, 1.2) und (I, 2.1) ist

si 0 oder J si 0 oder J

Setzt man (I, 1.1) und (I, 2.2) in (II, 1.1) ein, so erhâlt man

so daB beide Grôfîen entweder zugleich 0 oder zugleich \ sind. Sind sie
beide kongruent Null, so erhâlt man die eine Lôsung der Frobenius'schen
Kongruenzen, sind sie beide kongruent J, die andere. Somit:

Zwr symmetrischen Gruppe in drei Variablen in ihrer regulâren

Darstellung gibt es genau zwei inàquivalente Bewegungsgruppen.

In B, 1933, Seite 184, habe ich dièse Klasse mit i23 bezeichnet, die
zugehôrigen Bewegungsgruppen heifien in der Kristallographie S^
und €•„.

p. Ich zeige ferner, daB es zur symmetrischen Gruppe von 4 Elementen
zwei Bewegungsgruppen gibt. Dadurch haben wir einen Ausgangspunkt
fur den Induktionsbeweis zum Nachweis des Satzes fur die symmetrische
Gruppe in n Elementen gewonnen. Die Matrizen sind jetzt vierreihig und
zu den obigen Kongruenzen kommen neu hinzu :

2s\ =0 I, 1.3)
2s* =0 (1,2.3)
3«î + 3«î 0 (II, 1.2)

Aus (S3,s3)2=(E,0) folgt:

24 =0 (I, 3.1)
2s2s =0 (I, 3.2)

sl + st =0 (I, 3.3)
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Aus [ (S2, s2) • (S3, 6«3)]3 (E, 0) folgt wie fruher :

(tt I (S2 + ss) 0 und somit
0 ^z3/

34 + 3«J 0 (11,2.1)
*ï + «ï + *î + «38 + «ï + «î 0 (11,2.2)

Ferner gilt noch [(Sl9 Sj) (83, 53)]2 (E, 0), dies gibt

/#90\
o H ^Sl + sj) ° ' und somit

+ 4 + 4 + 4 0 (111,1.1)

Als Àquivalenzbedingungen kommen zu den fruheren hinzu :

0~s\ (l.d) 0=5*, (2. d)

und aus
(jé;-

x3 —

» («3)

o 4
0 s23

xé=.sl

die weiteren :

(3. a)

(3.b)
(3.c)

Die Aequivalenzbedingungen unter ^x) sind bereits diskutiert.

(3. c) ist losbar und wegen (1,3.3) auch (3.d). Wegen (1,1.3),
(I, 2. 3), (I, 3. 1) und (I, 3. 2) kommen fur «J, s\9 s\ und a\ nur die
Werte 0 und \ in Frage. Setzt man (I, 3. 3) in (III, 1. 2) ein, so kommt

also sind wiederum beide Werte zugleieh kongruent 0 oder zugleich
kongruent \. Setzt man (I, 1.1) in (III, 1.1) ein, so folgt

also auch beide zugleich kongruent 0 oder zugleich kongruent \
Setzt man (I, 2.2) und (I, 3.3) in (II, 2.2) ein, so folgt
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Setzt man endlich (I, 1.3) und (I, 2.3) in (II, 1.2) ein, so kommt

04 i 4 —
"1 I "2

Aus diesen vier Kongruenzen folgt, da ja die betreffenden GroBen nur
die Werte 0 und J annehmen konnen :

q 4 4
Sl Sl S2

so dafi bewiesen ist, dafi es zur symmetrischen Gruppe in vier Elementen in
ihrer regularen Darstellung nur zwei inaquivalente Bewegungsgruppen gibt.

y. Ich beweise in diesem Abschnitt, daB es zur symmetrischen Gruppe
von n + 1 Elementen in ihrer regularen Darstellung genau zwei
inaquivalente Bewegungsgruppen gibt. Nehmen wir deshalb an, dieser
Satz sei fur n Elemente bereits bewiesen und zeigen, daB er dann auch
fur n + 1 Elemente richtig ist. Fur n 4 haben wir den Beweis unter f$

geliefert.
Es ist vorteilhaft, sogleich die Àquivalenzbedingungen fur die Difïe-

renzen zweier Losungen zu untersuchen. Dièse Difïerenzen bezeichnen
wir wiederum mit

Nach Induktionsvoraussetzung sind von den folgenden Kongruenzen
jeweils die n ersten diskutiert, wahrend die letzte durch den Schritt von n
zu n + 1 neu hinzu kommt.

1.) (E — S,)(x) (s1) hefert:

•^1 X2 — 61 VX * A)

x i x z=s2 (1 b)

0 sl (Le)

OEESi (ï. n)

Oee^+1 (l.n+1)
2.) (E — S,) (x) (s2) liefert:

s2 (z. a)

l*/2 3 "2 V /

^2 ~T" ^3 — *2 \^' ^/
0 *24 (2.d)

0=6? (2.n)
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So fahren wir weiter ftir die Elemente #3, #4,.. bis zu $„_!.

n_ i.) (E — S^) (x) (sn_t) liefert :

0 ^_x (n—1. a)

Ô sïll (i —1. n —2)
»»-i — *« dî (n—1. n—1)

— a;^! + xn s^_x (n — 1. n)
0 «;îi • (n—1. n+l)

Beim Induktionsbeweis treten vollstandig neu hinzu :

n.) (E — 8n) (x) (sn) woraus folgen :

0 4 (n.a)

0 <"2 (n.n-2)
O^^-1 (n.n —1)

*» —***! *; (n-n)
— a:n + o;n+1 <+1 (n.n+1)

Losung : Gleichung (n. n) ist durch Wahl von xn+1 zu lôsen.

(n, n + 1) ist eine Folgerung davon, denn aus

folgt unter anderem :

< + <+1 0 (I,n. n+l)
1.) Gehen wir nun zu Gleichung 1.). Aus

folgt
1 1

1 1

0 0

0 •

0

0
2

2

0
• 0

0
1

1

0

0
0

6

i
i

oder unter anderem :

£M J_ ^W+1 -f- sn + 5n+1 0
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Trâgt man hierin (I,n. n + l) ein, so erhalten wir

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung s" sl somit

n+l — C3
61 61

Aus (^x,^)2 (E, 0) folgt aber weiter, daB 2si*+ =0, also s"

kongruent 0 oder kongruent £, somit :

^n+l -—. ^3

2.) Wir schlieBen aus

(^, Sl)2 (E, 0) daB 2s%+1 0 ist,

aus (£2, 52)2 (JBf, 0) daB 2 s%+1 0 ist,

aus [ (iSfj, «j) • (82, s2) ]3 (E, 0), daB 3sï+1 + 3 5"+1 0 ist.

Folglich ist «2+1 si+1 un^ daher nach Obigem :

Qn+1 — q362 =61 •

Auf dièse Weise fahren wir fort bis :

n — 1.) Aus (Sn_2, 5n_2)2 (E, 0) folgt 2 s^tl 0

aus {8n_lisn_1)2=(E,0) folgt 2s^t\=0
aus [(^2, sn_2) (^w_1,5n_1)]3== (^,0) folgt 3*JÎJ + 3sj;iî 0

folglich ist s^t\ s^tl und nach Induktionsannahme daher

und somit nach Obigem :

sn-l 51

7i.) Um die Gleichungen (n. a) bis (n. n—1) zu untersuchen, be-
trachten wir

und
[(-8^,*„_!>• (S,,sn)f (fi,0)
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Aus îhnen folgen

3«£_i + 34 0, 3«;_î + 3«;"2 0 und

Aus îhnen folgen ahnlich wie fruher

somit nach Induktionsvoraussetzung

s1 s*-2 __ 3
w — — n — 1

Ferner

somit nach dem unter n — 1 bewiesenen

Hierdurch ist unser Induktionsbeweis zu Ende, und wir konnen sagen
Die Kongruenzen

sind stets lôsbar Die Kongruenzen

*,T "S+l 64

smd Folgerungen davon Die Difïerenzen «J zweier Losungen mit & 7^ *

und k ^ % + 1 smd entweder aile zugleich kongruent Null oder aile
zugleich kongruent \ modulo 1 Daher ist jede beliebige Losung der
Frobenms'schen Kongruenzen emer dieser beiden Losungen aquivalent
und wir haben

Satz 2 : Zut symmetnschen Gruppe von n Elementen m ihrer regularen

Darstellung gibt es genau zwei maquivalente Bewegungsgruppen

Ich muB noch begrunden, warum es genugt, die Aquivalenz zweier
Losungen nach den Kongruenzen (C) zu entscheiden, anstatt nach dem
allgememeren Kriterium (B) Das heiBt, ich muB zeigen, daB es kemen
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ganzzahligen unimodularen Automorphismus der regulâren Darstellung
der symmetrischen Permutationsgruppe gibt, auBer dem identischen.
Gàbe es einen solchen, so hàtte dièse Gruppe zwei verschiedene regulàre
Darstellungen, was unmôglich ist. Dièse Bemerkung gilt auch fur die
alternierende Gruppe, die wir im folgenden Paragraphen untersuchen.

§ 3. Die alternierende Grappe

Nach Todd kann man die alternierende Gruppe von n + 1 Symbolen
durch n—1 Elemente Sl9 829 *.•, 8n-i erzeugen, zwischen denen die
Relationen bestehen:

(Sl+1-St)3 E, i= 1,2, ...,n— 1. II.
(8,-Sy^E, i<j—l. III.

Um zu einer Darstellung zu gelangen, setzen wir in der Schreibweise
durch Zyklen

Tx (1, 2, 3), T2 (2, 3, 4), Tn^ (n — 1, n, n + 1).
Wàhlen wir dann

Si 27!1 (1, 3, 2)

S, T2 ¦ T1 (1, 2) (3, 4)
S3 T3 ¦ T2 ¦ T± (1, 2) (4, 5)

£„_! r»-!... T2 • T1 (1, 2) (n, n + 1),

so sieht man mittels der folgenden Formeln leicht, da8 die derart dar-
gestellten Slt Sn_1 die Relationen I, II und III erfiillen.

Fur i > 1 ist : 8Z+1 • 8t Tt+1 .{Tt... TJ* Tt+1 • ^2 Tl+1.

Fur k^2 ist: 8l+k-St= Tl+li TH1 • (Tf...^)2 Tt+îc...Tt+1

Fur 7i 2 erhalten wir die zyklische Gruppe der Ordnung 3, erzeugt
durch $! — (1, 3, 2), die bereits in § 1 untersucht ist.

Ich werde im folgenden zeigen, daB es fur n ^ 3 zur alternierenden
Gruppe in ihrer regulâren Darstellung stets drei inâquivalente Bewe-

gungsgruppen gibt. Zu diesem Zwecke beweise ich wiederum die Fàlle
n 3 und n 4 gesondert, um den allgemeinen Fall mittels vollstàn-
diger Induktion zu bewàltigen.
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oc.) n 3 ergibt die Tetraedergruppe, regulâr dargestellt durch vier-
reihige Matrizen mit den Erzeugenden

S, (1, 3, 2), 82 (1, 2) (3, 4),

und den Relationen

I. 81 E, Sl E; IL (828^ E.

Stellen wir die Frobenius'schen Kongruenzen auf Wir nennen wiederum

(819 «i), (S2, 52), (8n^, «n_i) die den 8X, 82, ^_:L

entsprechenden Erzeugenden der Bewegungsgruppe und erhalten:

I.Avb(81,b1)*=(E,0) folgt (^ + S1 + £) (8l) 0.

Rechnen wir die Matrizen aus, so erhalten wir

und somit
4 + 4 + 4 0 (i, î.i)

3«î 0 (1,1.2)

Aus (82, s2)2 (E, 0) folgt (S2 + E) (s2) 0 oder

und somit
^ + «! 0 (1,2.1)
4 + 4 0. (1,2.2)

IL Aus [ (iST,, «,) • (^, «J ]3 - (E, 0) folgt :

(1) + (l1t1 + t1 + 0

Dies gibt ausgerechnet :

=0, somit

34=0 (11,1.1)

4 + 4 + 4 0 • (n,i.2)
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Denken wir uns dièse Kongruenzen gelost und fragen nach der Àquiva-
lenz. Dièse durfen wir wiederum nach dem Kriterium (C) beurteilen. Sei

daher, wie fruher auch, die Difïerenz zweier Losungen ebenfalls mit (s-^

und (s2) bezeichnet. Damit dièse beiden Losungen aquivalent sind, mu8
es eine Spalte (x) geben, so daB :

1.) (E — S1)(x) (81) und

2.) (E — S2) (x) (s2) ist.

Dies liefert die folgenden acht Bedingungen :

s\ (La)
— xx + x2 =sl (l.b)

— £2 + #3 =sf (Le)
0 =«î (l.d)

xx — x2 ~ 4 (2- a)

— xx + x2 =8* (2.b)

x^ — x4 sl (2. c)

— X3 + Xt=8Î (2.d)

(1. a) und (1. b) sind losbar, wegen (I, 1.1) ist (1. c) eine Folgerung daraus.

(2.c) ist losbar und wegen (I, 2.2) folgt (2.d) daraus. Falls (2.a) losbar
ist, so ist wegen (I, 2.1) auch (2.b) losbar. Es bleiben somit nur noch

(l.d) und (2.a) zu untersuchen ubrig. Aus (I, 1.2) schlieBen wir, da6 fur
si nur die drei Werte 0, J und | in Betracht fallen. Hierdurch erhalten
wir drei inaquivalente Losungen. Es gibt aber auch nicht mehr als drei.
Denn setzen wir (I, 2.2) und (I, 1.1) in (II, 1.2) ein, so erhalten wir

oder mit (I, 2.1)

Mit Hilfe der bereits gelosten Gleichung (l.b) durfen wir hierfur
schreiben

und somit ist (2.a) erfullt, wenn s\ 0 ist. Das heiBt aber, daB es auBer

den drei bereits gefundenen Losungen keineneuen gibt, denn stets, wenn

(l.d) erfullt ist, ist auch (2.a) erfullt.

20 Commentaru Mathematici Helvetici a v '



p. Fur n 4 erhalten wir die Ikosaedergruppe in ihrer regulàren
Darstellung durch funfreihige Matrizen mit den Erzeugenden

8X (1, 3, 2), S2 (1, 2) (3, 4) und (S3 (1, 2) (4,5)

und den Relationen :

111. [£>3 • £>i) -&

Zu den unter oc. bereits aufgefuhrten Kongruenzen treten die folgenden
neu hinzu, deren Herkunft leicht aus ihrer Numerierung zu erkennen ist :

3^ 0 (1,1-3)
2«jj 0 (1,2.3)

Aus (#3, s3)2 (E ,0) folgt

0 0 0

0 0 0

(s3)= \ 0 0 2 0 0 | (*8)=0,
0 0 0 11
0 0 0 11

und somit
4 + 4 o (i,3.i)

2^ 0 (1,3.2)
4 + 4 0 (1,3.3)

Zu (II. 1) tritt hinzu
3«§i + 3<§2 0 (II, 1. 3)

Neu ist ferner [ ($3, s3) (82, s2) ]3 (E, 0) und somit

-E]
(\ «j

W2) + I

OH3J
und daher

3^ + 3«s — 0 (11,2. 1)

o ol i_ o «2 — s\ /TT 9 9\O on ~J~ O oo U yX-L tu. a\
3 | 4 i 5 i 3 i 4 i 5 r\ /TT O o\52 ~r ^2 ~r ^2 + ^3 i" ^3 ~r ^3 :=:: 0 • v-lJ-, ^« ")
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Aus der dritten Grappe der Relationen kommt

[(S3,Ss)-(S1>Sl)]*=-(E,0)
und liefert :

(S i.

oder in Matrizen

0 2 0 0 0 \ / 2 0 0 0 0

10100 1 / 0 1 1 0 0

10 10 0 I («J + j 0 110 0 | (s3) 0

00011/ \ 0 0 0 1 1

00011/ \0001
und somit

(111,1.1)
(111,1.2)
(111,1.3)

Zu den Aequivalenzbedingungen aus oc. treten neu hinzu :

0 4 (l.e)
— <?5 /o o\

und aus

th-t ti/n ~ j5g \O Cbl

v 4- r q2 CK h\iAj-l ~J~ ti/Q Og V /

0 s33 (3.c)

x4-f-x5—£3 v°« ey

Nach (I, 3.1) folgt (3. b) aus (3. a). (3. d) ist durch Wahl von x5 zu lôsen,
und nach (I, 3.3) folgt (3.e) daraus. Setzen wir (I, 1.3) und (I, 2.3)
in (II, 1.3) ein, so erhalten wir si 0 und somit ist (2.e) erfullt. Setzen
wir ferner (I, 2.2) und (I, 3.3) in (II, 2.3) ein, so kommt

si + si 0 und somit si 0 wodurch (3. c) erfullt ist.

Aus (I, 3.3) und (III, 1.3) folgt *J + s\ 0, so daB si -~ si durch s\
bestimmt ist. Somit ist (l.e) nur lôsbar, wenn (1 .d) lôsbar ist, gibt somit
zu keinen neuen Lôsungen AnlaB. In (III, 1.2) setzen wir Sg 0 ein,
setzen das Résultat hierauf in (II, 1.2) ein und finden mit Hilfe von
(1,2.2):
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Beriicksichtigen wir (I, 2.1) und (I, 3.1), so folgt hieraus

Ist also 8^ 0, so folgt somit (3.a) aus (2.a). Wir haben hierdurch aile
Àquivalenzbedingungen diskutiert und kônnen sagen: Zwei Lôsungen
sind nur dann âquivalent, wenn fur ihre Difïerenz die Komponente s{

kongruent Null ist. Da fur dièse Komponente die drei Werte 0, J und |
môglich sind, erhalten wir drei inâquivalente Lôsungen. Hierdurch haben
wir die Grundlage, um im folgenden Abschnitt den Induktionsbeweis zu
fûhren.

y. Nehmen wir an, es sei bekannt, daB es zur alternierenden Gruppe
in ihrer regulàren Darstellung drei Bewegungsgruppen gibt, falls sie

n + 1 Elemente permutiert, also durch n — 1 Erzeugende dargestellt
wird, und zeigen, daB dies dann auch bei n + 2 Elementen oder n Erzeu-
genden der Fall ist. Wir schreiben nochmals die Àquivalenzbedingungen
fur die Difïerenz zweier Lôsungen auf, von denen nach Induktions-
annahme jeweils die n -\- 1 ersten diskutiert seien, wâhrend die (n + 2)-te
neu hinzutritt.

liefert, wie wir teilweise von frûher bereits wissen:

t v q1 (\ n\^1 ^3 — *1 \L-tl)
— Xl + x2 =st (l.b)

**'2 l ^3 — "1 V1* W

O st (l.d)

Oee*ï+1 (l.n+1)
0EESÏ+2 (l.n + 2)

2.) (E — S2) (x) (sz) liefert :

•^1 •*'2 := *2 V^* **/

— xx + x2 =4 (2. b)

X3 ££4 n: S2 \£. C)

0 4 (2.e)

0 4+2 (2. n + 2)
und so fort bis
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n— 1.) (E—

xi —
/y.

—

n.) Ganz neu kommen

xt — x,

— x1 + z.
0

0

b

0

x}

— x,

x2

x2

0

Ô

Xn —

Xn +
0

aus

2

ï

î+i

L) (a;) (5n_x)

4-i

— n+l•^n-1 6n-l
<-l

(E-8n) (x)

sl

•y» oW+1

Xn+2 Sn+2

gibt:
(n —
(n —
(n —

(n—
(n —
(n —
(n —

(s,,) hinzu :

(n. a)

(n.b)
(n.c)
(n.d)

(n.n
(n.n)
(n.n
(n.n

l.a)
l.b)
Le)

l.n —
1 n)

l.n +
l.n +

-1)

+ 1)

+ 2)

1)

1)

2)

Zur Losung beginnen wir mit (2. n + 2) Aus (8t, s^ (E, 0) folgt
aus der letzten Zeile 3sï+2 0, und aus (S2,s2)2 (E,0) folgt ebenso

0 Sodann gibt [ (S2, s2) (81, «J ]3 (^J, 0) in der letzten Zeile

^0, und aus diesen drei Kongruenzen zusammen folgt
t ^2# n + 2) stets erfullt.

Aus 0S8 ,«,)«= (^, 0) folgt 24+2= 0, aus [ (S3, «8) (£2, «a) ]3 (E, 0)

folgt 352+2+3^3+2 0 somit ist inVerbindung mit dem Vorhergehen-
den $3+2 0, unddaher ist die Gleiehung, die mit (3. n + 2) zu bezeich-

nen ware, erfullt. Auf dièse Weise konnen wir fortfahren, bis wir zu den

Gleichungen (n— 1) kommen. Aus (8^,8^* (E, 0) folgt 2s^î2 0

und aus [(S^s^) (^n_25^_2)]3 (E, 0) folgt 3<î2 + 3<î2 0 und
daher s^tl 0, somit ist (n— l.n + 2) stets erfullt.

Aus [(£3,53) (S1,s,)]2 (Ei0) folgt 2<sï+2+2<s3î+2ee0, somit nach
Obigem 2sï+2 0; aus (S1,s1)3 (E,0) folgt 35Ï+2=0 und daher
sn+2 ^ 0 ^ alg0 igt (i. n + 2) stets erfullt

Aus (Sn ,sn)*=(E, 0) folgt 24 0 Aus [ (Sn, sn) (Sn_x, a^J ]3 (E,0)
folgt aus der dritten Zeile, dafî 3 sl_x + 3^=0 ist. Nach Induktions-
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voraussetzung ist sl_x 0, daher ist m Verbmdung mit dem Voran-
gehenden s^ 0 lndem wir die folgenden Zeilen dieser Gleichungen
heranziehen, schlieBen wir, da6 auch s* 0, s^1 ~ 0 ist, somit die
Gleichungen (n d), (n n—1) erfullt sind

Aus (8n, sn)* (E,0) folgt ferner snn+1 + s^2 0

aus (#„_!, s^)2 (E, 0) folgt ebenso <_x + s%±{ 0 und

aus [ (Sn, an) (8^, sn^) ]3 (^, 0) folgt

Berucksichtigt man noch, daB s™tl ~ 0, so folgt hieraus, daB 6^ 0

und somit (n n) stets erfullt ist
Der Kongruenz (n n + 1) ist durch Wahl von xn+2 zu genugen und

aus s^+1 + s™+2 0 sehen wir, daB (n n + 2) eine Folgerung daraus ist
Aus (Sn,sn)2 (Ey 0) folgt ferner, daB $* + s* 0 ist, und somit ist
(n b) eine FoJge von (n a) Es bleibt daher nur noch dièse Kongruenz
zu diskutieren ubng Aus [ (8n, sn) (S±, s±) ]2 (E 0) folgt aus der
zweiten Zeile, daB s{ + s\ + 4 t «» 0 ist Nach (n c) ist 4 ° >

somit ist s{-{- si-\- s2n 0 Setzen wir dies m (II, 1 2) ein und be

rucksichtigen noch (1,22), so erhalten wir s* + 62 — s2n 0 oder
leicht umgeformt

Hieraus schlieBen wir wie am Ende von /?

Ist sj 0, so folgt (n a) aus (2 a) Da fur si nur die drei Werte

0,-| und | moglich smd, gibt es drei maequivalenteBewegungsgruppen,
daher

Satz 3 : Zur altermerenden Gruppe von n Elementen m ihrer regularen

Darstellung gibt es genau drei maequivalente Bewegungsgruppen

(Emgegangen den 17 Marz 1937
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