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Bewegungsgruppen
in mehrdimensionalen Radumen

Von JoHANN JAKOB BURCKHARDT, Ziirich

In einer fritheren Arbeit (siehe Commentarii Mathematici Helvetici,
Band 6, Seite 159—184; im folgenden stets mit B, 1933 zitiert) habe ich
die arithmetischen Methoden von Frobenius und Bieberbach weiterent-
wickelt, bis mit ihnen die Bewegungsgruppen der Ebene und des Raumes
dargelegt werden koénnen. Man erhélt auf diese Weise einen gegen-
iiber der fritheren geometrischen Theorie differenzierteren Einbau der
Bewegungsgruppen in die zugehdérigen arithmetischen Klassen, woriiber
auch eine Arbeit von P. Niggli und W. Nowacki lehrreichen Aufschluf3
vermittelt. (Zeitschrift fiir Kristallographie, Band 91, Seite 321—335).
Wiinscht man tiiber diese Ergebnisse hinausgehenden Einblick in die
Struktur diskreter Materie, so ist es naheliegend, die Verhéiltnisse in
hobherdimensionalen Rédumen zu untersuchen. Dies ist bei unserer
Formulierung des Problems moglich, und es wird sich im folgenden
zeigen, daBl die Verhaltnisse fiir diejenigen Klassen, die aus der reguldren
Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Permutations-
gruppe entspringen, sehr einfach liegen. Diese Klassen sind nach der
Theorie der reguldren Korper in mehrdimensionalen Réumen die wich-
tigsten, die zu untersuchen sind.

Ich stelle das fiir spater Notwendige kurz zusammen und verweise auf
B, 1933 § 1. Sei & die Kristallklasse mit den Elementen S,, S, ..., S,—,
wobei 8,8, = 8, gelte. (; sei eine zugehoérige Bewegungsgruppe mit
den Elementen

(Sos 80)s (S1581)s «vs (Spm1s 8p1)-

Dann gilt bei passendem Koordinatensystem :
(8;,8;) - (Si, 8x) = (S;, 8) (mod 1),
und hieraus folgen die sogenannten Frobenius’schen Kongruenzen:
S; 8+ 8, = s (mod 1). (A)

Indem man alle ihre Losungen sucht, findet man alle zu & gehérenden
Bewegungsgruppen. Die Losung s, = 0 fiir alle £ heifit die Null-Losung.
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Zwei zu & gehorende Bewegungsgruppen G, und G, mit den Elementen
(S;, s,) und (8,, t,) werden dabei dquivalent genannt und als nicht ver-
schieden betrachtet, wenn es eine ganzzahlige unimodulare Matrix U und
eine Spalte (x) gibt, so daB

(U, 2y (85, 8) (U, @) = (8, t) (B)
ist. Dies ergibt fiir die rotativen Bestandteile
U-8,U =8,
und fiir die translativen Kolonnen:

U8, x+s8,—ax) =1 (mod 1).

Nimmt man insbesondere U = E, wo E die Einheitsmatrix ist, so erhilt
man als hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz zweier Bewegungs-
gruppen: Es muB sich eine Spalte (z) derart finden lassen, daBl fiir die
Differenz zweier Losungen der Frobenius’schen Kongruenzen gilt:

(s;— 1) = (B —8,) () (mod 1) (C)

fiir alle Elemente S; der Gruppe.

§ 1. Die zyklische Permutationsgruppe
Sei P=(,2...,m)

das erzeugende Element einer zyklischen Permutationsgruppe, als Zyklus
geschrieben. Dann ist P*» = K, und P hat die reguldre Darstellung als

n-reihige Matrix:

o10.. .0
001 . 0
P=y .
o ... .01
10 .. ..0

Sei (p) eine beliebige, zu P gehorende Loésung der Frobenius’schen
Kongruenzen, die aus dieser regulidren Darstellung der zyklischen Gruppe
entspringen. Ich behaupte, dafl sie der Null-Lésung dquivalent ist. Zu
diesem Zwecke miissen wir zeigen, dafl es eine Spalte () gibt, so daf3
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(p) = (£ — P) (x) (mod 1). (1.1)

Alle tibrigen Kongruenzen, die iiberdies noch zu erfiillen sind, sind Folge-
rungen aus dieser, wie ich in B, 1933, Seite 168f gezeigt habe.

(1.1) lautet ausfiihrlicher:

1..__-
Xy — Xy
Lo

P =
P =z, — 24 (mod 1), (1.2)

mn ——
p=%,—u

woraus zu sehen ist, daf3 die n Linearformen auf der rechten Seite linear
_abhéngig sind, ihre Summe ist gleich Null. Wegen

(Pa pyt = (E’ 0)
gilt
(Pr-1 f Pr2 f ... L P4 E)-(p)=0 (mod. 1).

Rechnen wir die Matrix P»1 4 --- ;- P 4+ K aus, so erhalten wir die
n-reihige quadratische Matrix, deren jedes Element gleich Eins ist. Diese
wird im folgenden ofters vorkommen, wir bezeichnen sie daher mit H,
und nennen sie die n-reihige ,,Einser-Matrix‘‘.

Hiermit 148t sich die vorangehende Gleichung kurz schreiben als

H,(p)=0 (mod 1),
was die einzige Kongruenz ergibt:
pPr+pP4 4 p"=0 (mod 1). (1.3)

Somit besteht fiir die linke Seite des Gleichungssystems (1.2) dieselbe
lineare Abhéngigkeit wie fiir die rechte. Die » — 1 ersten Kongruenzen
aus (1.2) lassen sich losen, denn man zeigt leicht, daf} ihre Determinante
gleich Eins ist. So haben wir:

Satz 1: Zur zyklischen Permutationsgruppe von n Elementen tn vhrer
requliren Darstellung gibt es nur eine Bewegungsgruppe.

Fiir n = 3 erhilt man die rhomboedrische Klasse, die ich in B, 1933,
Seite 184 mit R, bezeichnet habe, und als zugehorige Bewegungsgruppe €;.
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§ 2. Die symmetrische Gruppe

Um die symmetrische und die alternierende Gruppe von =» >3
Elementen zu untersuchen, denken wir sie uns durch ein System von
Erzeugenden dargestellt. Fiir die Wahl dieser Erzeugenden verweise ich
auf J. A. Todd, The groups of symmetries of the regular polytopes, Proc.
Cambridge philosoph. Soc. 27 (1931) Seite 212 ff. Dort wird gezeigt, dafl
n — 1 Elemente §,,8,, -, §,-; die symmetrische Gruppe erzeugen,
wenn zwischen ihnen die Relationen bestehen:

S: = E, k=1,2,...n—1; 1.

S Si)?=E,k=1,2,..,n—2; 1I1.
(8:-8) =E wennl>k+1;k=1,2,..,n—3. 111.

Waihlen wir in der Schreibweise durch Zyklen:
S, =(1,2), 8,=(3),..., S,.,=(n—1,n),
so sind die Relationen erfiillt, wie man leicht aus

S, 8y = (b, k42, k+1)und Sy - 8, = (k, k+1) ¢, I+ 1) fiir I>k+ 1

sieht.

Um die Bewegungsgruppen zu finden, 16sen wir die Frobenius’schen
Kongruenzen fiir die erzeugenden Elemente der Bewegungsgruppe, die
wir mit

(SD 81)’ (82’ 82)’ e (Sn-—l’ sn—l)

bezeichnen. Ebenso ist die Aquivalenzfrage nur fiir die Erzeugenden zu
beantworten, denn diese bestimmen zusammen mit den Relationen die
Gruppe eindeutig.

«. Nehmen wir vorerst n = 3, so haben wir die beiden Erzeugenden §,
und §,. Ihre reguliren Darstellungen lauten:

S, =

=
O = O

10 10
00) und S,=1{00
01 01

Wir erhalten die folgenden Kongruenzen, die stets modulo 1 zu nehmen
sind :
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I. Aus T folgt fiir (s,) : (Sy, 8,)2 = (&, 0), also
nach (A): (S; + E)-(s;) =0,

das ergibt in Matrizen geschrieben:

und somit :
s;+s1=0 I, 1.1)
288 =0. (I,1.2)
Aus I folgt auf dieselbe Weise fiir (s,) :
2s; =0 I, 2.1)
ss4s5=0 . (1,2.2)
II. Aus IT folgt
[(S1, 81) (82, 82)]® = [8,8;, 818, + 8,1° = (&, 0)
und somit:
[(8:82)% + 8,8, + E] (S:8: +8,) =0 .
Rechnet man die Matrizen aus, so findet man:
Hi(s; +8,) =0
und daher
s+ +sitsifsi4+si=0. (II,1.1)

Ich werde beweisen, dal3 diese Kongruenzen zwei indquivalente Losungen
haben. Als Aquivalenzkriterium nehmen wir die Gleichungen (C). Ich
werde am Ende dieses Paragraphen zeigen, dafl in unserem Falle zwei
Loésungen, die nach (C) indquivalent sind, auch nach (B) indquivalent

sind.
Seien zwei Losungen gefunden, deren Differenz ich der Einfachheit

halber wieder mit (s;) und (s,) bezeichne, dann sind sie dquivalent, wenn
sich eine Spalte (z) finden 148t, so daB gilt:

1L (BE—8)(@)=(s) und 2 (BE—38,) ()= (s;) .
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Ausgeschrieben heilit dies:

T, — Ty, = 8] (1.a) 0=s; (2.a)
— 2, =8 (1.Db) Ly — Xy = 82 (2.Db)
=8 (1.c) —xy 1, =8, (2. ¢)

(1.a) ist losbar; wegen (I,1.1) ist auch (1.b) lésbar. Ebenso ist (2.b)
l6sbar und wegen (I, 2.2) auch (2.c). Wegen (I, 1.2) und (I, 2.1) ist

§$=0 oder =1 , s535=0 oder =1 .
Setzt man (I, 1.1) und (I, 2.2) in (II, 1.1) ein, so erhéilt man
$i+8=0,

so dal beide Groflen entweder zugleich 0 oder zugleich } sind. Sind sie
beide kongruent Null, so erhéalt man die eine Losung der Frobenius’schen
Kongruenzen, sind sie beide kongruent }, die andere. Somit:

Zur symmetrischen Qruppe wn drei Variablen in threr reguldren
Darstellung gibt es genau zwer indquivalente Bewegungsgruppen.

In B, 1933, Seite 184, habe ich diese Klasse mit R, bezeichnet, die
zugehorigen Bewegungsgruppen heilen in der Kristallographie €},

und €3,.

p. Ich zeige ferner, dafl es zur symmetrischen Gruppe von 4 Elementen
zwei Bewegungsgruppen gibt. Dadurch haben wir einen Ausgangspunkt
fiir den Induktionsbeweis zum Nachweis des Satzes fiir die symmetrische
Gruppe in n Elementen gewonnen. Die Matrizen sind jetzt vierreihig und
zu den obigen Kongruenzen kommen neu hinzu:

2] = (I, 1.3)

2 s =0 (I, 2.3)

3sj+3s55=0 . (11, 1.2)
Aus (8;,s5)2= (£, 0) folgt:

2 s =0 I, 3.1)

285 =0 (I, 3.2)

s3ts; =0 . (I, 3.3)
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Aus [ (S, 8,) - (S5, 85)]° = (£, 0) folgt wie friiher :

3 0 _ .

( 0 Ha) (85 + 83) =0 , und somit
3s3+3si =0 (II,2.1)
a8yt s2Fsitsi= (11, 2. 2)

Ferner gilt noch [(Sy, ;) (S5, s3)]2 = (&, 0), dies gibt

H20) —_— .
(O o, (8, +8,) =0, und somit
ss+&+sts8£=0 (I1T, 1. 1)
si+st4s+si=0 . (I1I, 1. 2)

Als Aquivalenzbedingungen kommen zu den fritheren hinzu:

0=s; (1.d) 0=s;, (2. d)
und aus
(B —8;) () = (s3) die weiteren :
0=s, (3.a)
0=s: (8. b)
Xy— X, = 8 (3.¢)
—Zy + x, =85 (3.d)

Die Aequivalenzbedingungen unter «) sind bereits diskutiert.

(3.c) ist losbar und wegen (I,3.3) auch (3.d). Wegen (I, 1.3),
(1,2.3), (I,3.1) und (I,3.2) kommen fiir s7, s;, s und s} nur die
Werte 0 und } in Frage. Setzt man (I, 3. 3) in (ITL, 1. 2) ein, so kommt

3 4 —
81+81=O ’

also sind wiederam beide Werte zugleich kongruent 0 oder zugleich
kongruent . Setzt man (I, 1.1) in (IIT, 1.1) ein, so folgt

S+8=0
also auch beide zugleich kongruent 0 oder zugleich kongruent % .
Setzt man (I, 2.2) und (I, 3.3) in (II, 2.2) ein, so folgt
S+ 8=0 .
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Setzt man endlich (I, 1.3) und (I, 2.3) in (II, 1.2) ein, so kommt
s1+8=0 .

Aus diesen vier Kongruenzen folgt, da ja die betreffenden Grolen nur
die Werte 0 und ] annehmen konnen:

Il
Il

f

S

Il

8§ S

3 4 4 2 1
Sl 1 2 3 83 ’
so daf} bewiesen ist, daf} es zur symmetrischen Gruppe in vier Elementen in

threr reguldren Darstellung nur zwer tndquivalente Bewegungsgruppen gibt.

y. Ich beweise in diesem Abschnitt, dafl es zur symmetrischen Gruppe
von n + 1 Elementen in ihrer regulidren Darstellung genau zwei in-
dquivalente Bewegungsgruppen gibt. Nehmen wir deshalb an, dieser
Satz sei fiir n Elemente bereits bewiesen und zeigen, dal} er dann auch
fiir n + 1 Elemente richtig ist. Fiir n = 4 haben wir den Beweis unter g
geliefert.

Es ist vorteilhaft, sogleich die Aquivalenzbedingungen fiir die Diffe-
renzen zweier Losungen zu untersuchen. Diese Differenzen bezeichnen
wir wiederum mit (51), (82), s (82 -

Nach Induktionsvoraussetzung sind von den folgenden Kongruenzen
jeweils die n ersten diskutiert, wihrend die letzte durch den Schritt von »
zu 7 + 1 neu hinzu kommt.

1.) (E—28,) () =(sy) liefert:
X, — Xy = 8} (1. a)
—Z, + Xy =8} (1.b)
et g (1. c)
0= St (1.. n)
0 = st (l.n+1)
2)) (B —8,) (x) =(s,) liefert :
0=s; (2. a)
Ty — Xy = S} (2.b)
— Xy + =8 (2. ¢)
=s; (2. d)
) =8y (2. n)
0=sttt | (2.n+1)

291



So fahren wir weiter fiir die Elemente S;, S,,..., biszu 8,_, .

n—1) (EF—8,.) () =(s,-) liefert :
0=sl_, (n—1. a)
) =g} (n— 1. n—2)
X,y — %, =8"] (m—1.n—1)
—%, 2z, =s8,_; (n—1. n)
0=s""1 . m—1.n+1)

Beim Induktionsbeweis treten vollstindig neu hinzu :

n.) (B—8,) (x)=(s,) , woraus folgen :
0=s, (n. a)
0= sh—? (I.l. n—2)
0=s"""1 (n.n—1)
Ly— Ly =S, (n. n)
—, + z,,, =t (n.n 4 1)

Losung : Gleichung (n.n) ist durch Wahl von z,,, zu losen.
(n.n + 1) ist eine Folgerung davon, denn aus

(8n» 84)* = (£, 0)
folgt unter anderem :
st sitl=0 . (I,n. n41)

1.) Gehen wir nun zu Gleichung 1.). Aus

[(Sl:'gl) * (Sn,sn)]2= (E’O)

folgt
110 . 0
110 . 0
002 0
8y +8) =0,

200
. 011
o - 011

oder unter anderem :
1 1 s
Sttt sttt =0 .
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Trigt man hierin (I, ».n 4+ 1) ein, so erhalten wir
R
s+ sitt=0.
Nun ist nach Induktionsvoraussetzung s} =s}, somit
n+l —

Sitt= —gt .

Aus (8,,s,)?=(#,0) folgt aber weiter, daB 2s}t'=0, also st
kongruent 0 oder kongruent %, somit:

sStt=4 .
2.) Wir schlieflen aus
(S,,8)2=(£,0), daB 2s*t1=0 ist,
aus (S,,8,)2=(#,0), daB 2sit'=0 ist,
aus [ (S;,8) - (Sp,8) P=(E,0), daB 3s}™' + 3 =0 ist.

Folglich ist sjt' =s/*' und daher nach Obigem :

sl =42

Auf diese Weise fahren wir fort bis:

n—1.) Aus (S,_5,8,0)%=(E,0) folgt 2si ;=0 ,
aus (S, ;,8,,)2=(£,0) folgt 2sit1 =0 ,
aus [(Sn—z s Sn_2) (Sp_1s85_1) ]3 = (£ ,0) folgt 38:&% + 3 Sﬁﬂ =0,

folglich ist s**1 =gt} und nach Induktionsannahme daher

n+1 — n4l

1 =98
und somit nach Obigem :

n+l — 3

8”__1 :81 .

n.) Um die Gleichungen (#.a) bis (n.n—1) zu untersuchen, be-
trachten wir
(Sp—1s84-1)2= (£, 0)

(Sn ’ Sn)z = (E ’ 0)
und

[(Sn-—l’ Sp_1) * (8n 8,) ]3 = (¥, 0) .
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Aus ihnen folgen :

28, 1 =0,..., 280°7=0, "1 +s_, =0, 2sM1=0
25t =o0,..., 28”‘12_—_‘0, st M1 =0,
sl_l—}—?,leO,. , 3s'78 + 35" =0, und

+8n1+8n+1+8n1+8+8’n+1_—0.

Aus ihnen folgen dhnlich wie friiher :

1

1 —
Snmlzsﬂ,.--

somit nach Induktionsvoraussetzung :

Ferner:
n 1 _I_ 8n+1 J— O

somit nach dem unter n—1.) bewiesenen

n—1
Sn

=S

Hierdurch ist unser Induktionsbeweis zu Ende, und wir kénnen sagen:
Die Kongruenzen
i

Ti— T =8

sind stets 16sbar. Die Kongruenzen

1+1
— T T =

sind Folgerungen davon. Die Differenzen s¥ zweier Losungen mit k # 4
und k£ # ¢ + 1 sind entweder alle zugleich kongruent Null oder alle
zugleich kongruent 4 modulo 1. Daher ist jede beliebige Losung der
Frobenius’schen Kongruenzen einer dieser beiden Losungen dquivalent

und wir haben
Satz 2: Zur symmetrischen Gruppe von n Elementen in threr reguliren
Darstellung gibt es genau zwer indquivalente Bewegungsgruppen.

Ich muB noch begriinden, warum es geniigt, die Aquivalenz zweier
Loésungen nach den Kongruenzen (C) zu entscheiden, anstatt nach dem
allgemeineren Kriterium (B). Das heifit, ich muf3 zeigen, dafl es keinen
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ganzzahligen unimodularen Automorphismus der regulidren Darstellung
der symmetrischen Permutationsgruppe gibt, auller dem identischen.
Gébe es einen solchen, so hitte diese Gruppe zwei verschiedene regulire
Darstellungen, was unmoglich ist. Diese Bemerkung gilt auch fiir die
alternierende Gruppe, die wir im folgenden Paragraphen untersuchen.

§ 3. Die alternierende Gruppe

Nach Todd kann man die alternierende Gruppe von n + 1 Symbolen

durch n — 1 Elemente S,,S,, ..., S,-; erzeugen, zwischen denen die
Relationen bestehen:
B, = R = 82— . I
(8- 8): =K, t1=1,2,...,n— 1. 1I.
(S;-8,)2=E, 1<j— 1. 111.

Um zu einer Darstellung zu gelangen, setzen wir in der Schreibweise
durch Zyklen

T, =(1,2,3), Ty=(234),... T, ,=m—1nn+t1).
Wihlen wir dann

S, =T'=(1,3,2)
S2: Tz' T1: (1, 2) (3: 4)
S?,: T3°T2'T1: (1, 2) (4, 5)

n—1 — Tn—l"' Tz' Tl’: (1: 2) (%,?’L—I— 1)’

so sieht man mittels der folgenden Formeln leicht, da3 die derart dar-
gestellten S, ..., S,—; die Relationen I, II und III erfiillen.

Fir ¢ > 1ist: Sy S, =Ty (7. T2 =T, -8} =Ty
Fir k=22 ist: 8;0 S =T .. Ty (T,.. T2 =T .. Ty =
— 1,0+ 2) (k1 i4k+2).

Fiir n = 2 erhalten wir die zyklische Gruppe der Ordnung 3, erzeugt
durch 8, = (1, 3, 2), die bereits in § 1 untersucht ist.

Ich werde im folgenden zeigen, daf es fiir » > 3 zur alternierenden
Gruppe in ihrer reguliren Darstellung stets drei indquivalente Bewe-
gungsgruppen gibt. Zu diesem Zwecke beweise ich wiederum die Fille
n = 3 und » = 4 gesondert, um den allgemeinen Fall mittels vollstin-
diger Induktion zu bewéltigen.
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«.) n = 3 ergibt die Tetraedergruppe, regulir dargestellt durch vier-
reihige Matrizen mit den Erzeugenden

S, =(1,3,2), 8,=(1,2)(3,4),
und den Relationen
I.S3=E, S;=E; II.(S,8,)*=EFE.
Stellen wir die Frobenius’schen Kongruenzen auf! Wir nennen wiederum
(81, 81), (S5, 85), «oos (8y—1, 8p—1) die den 8., 8,, ..., 8,
entsprechenden Erzeugenden der Bewegungsgruppe und erhalten:
I. Aus (8,, 8,)® = (E,0) folgt (8% + 8, + E)(s;) =0.

Rechnen wir die Matrizen aus, so erhalten wir

H; 0 _
( 0 3) (81) :O )
und somit
si+s848=0 (I,1.1)
3st=0 (I,1.2)
Aus (8,, 8,)? = (#,0) folgt (S, + E)(s,) = 0 oder
H, 0 .
) o
und somit
s+8&=0 (1,2.1)
S1Ls3=0. (I,2.2)

II. Aus [(S,,s,) - (8,,8,)]% = (¥, 0) folgt:

[(8281)% + 8,8, + E] (8,8, + 8,) =
= (87 + 88,8, +8,) (81) + (8:8,8,8, 4+ 8,8, + E) (s,) =0 .

Dies gibt ausgerechnet:

0300 3000
1011 0111 _ _
1011 (8,) + 0111 () =0, somit
1011 0111
3si+35=0 (IT, 1.1)
S+&+si+s+a8+5=0. (1,12
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Denken wir uns diese Kongruenzen geloést und fragen nach der Aquiva-
lenz. Diese diirfen wir wiederum nach dem Kriterium (C) beurteilen. Sei
daher, wie frither auch, die Differenz zweier Losungen ebenfalls mit (s,)
und (8,) bezeichnet. Damit diese beiden Losungen dquivalent sind, muf3
es eine Spalte (x) geben, so dal3:

1) (£ —8,) (%) = (s;) und
2.) (B —8,) (x) = (s,) ist.

Dies liefert die folgenden acht Bedingungen:

7, — 2z, = s (1.a)
—x, + @, = (1. b)
T = (L. c)

0 = s (1.d)

T, — &y =8 (2.a)
— 1, + Xy = s (2.b)
Xg— Ty = 83 (2.¢)

— 1, =8 (2.d)

(1.a) und (1.Db) sind l6sbar, wegen (I, 1.1)ist (1.c) eine Folgerung daraus.
(2.c) ist losbar und wegen (I, 2.2) folgt (2.d) daraus. Falls (2.a) losbar
ist, so ist wegen (I, 2.1) auch (2.b) losbar. Es bleiben somit nur noch
(1.d) und (2.a) zu untersuchen iibrig. Aus (I, 1.2) schlielea wir, daB fiir
s} nur die drei Werte 0, 1 und  in Betracht fallen. Hierdurch erhalten
wir drei indquivalente Losungen. Es gibt aber auch nicht mehr als drei.
Denn setzen wir (I, 2.2) und (I, 1.1) in (II, 1.2) ein, so erhalten wir

— St si+s5=0,
oder mit (I, 2.1)

ss=st—-4 .

Mit Hilfe der bereits gelosten Gleichung (1.b) diirfen wir hierfir
schreiben

53

=s+x,—x ,
und somit ist (2.a) erfiillt, wenn s} = 0 ist. Das heift aber, da8 es aufler

den drei bereits gefundenen Losungen keine neuen gibt, denn stets, wenn
(1.d) erfiillt ist, ist auch (2.a) erfiillt.
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B. Fir n = 4 erhalten wir die Ikosaedergruppe in ihrer reguldren
Darstellung durch fiinfreihige Matrizen mit den Erzeugenden

8, =(1,3,2), &=(1,2)(34) und (8, =(1,2)(45)

und den Relationen:
1 $=8 —QL=F .

IT. (S, 8)%= (8, Sp)*=E .
1. (S,-8,)2=E .

Zu den unter «. bereits aufgefiihrten Kongruenzen treten die folgenden
neu hinzu, deren Herkunft leicht aus ihrer Numerierung zu erkennen ist:

3si=0 (I,1.3)
28, =0 . (I,2.3)
Aus (S;,s8;)2= (#,0) folgt
11000
11000
(S5 + E) (s5) = 00200 (s3) =0,
00011
00011
und somit
sS4+ 8£2=0 (I,3.1)
252 =0 (1,3.2)
Zu (IL.1) tritt hinzu
3s7+3s5=0 . (IT, 1. 3)

Neu ist ferner [ (S;,s;) (S5,8) 1> = (#£,0), und somit

[ (838,)2 + 838, + E] [Sy8, + 835] = (S5 4 858,85 4 85) (s5) +

0 3 3 0
b (8,85 8,8y + E) (55) = (3 oo) (s9) + (o 30) (55 =0
\

OHs OHs
und daher
3824+ 3ss=0 (I1,2.1)
3s; +38=0 (IT, 2. 2)
S+st++8S+sisi=0 . (I1, 2. 3)

298



Aus der dritten Gruppe der Relationen kommt

[(S3,85) - (S1,8)]>=(£,0)
und liefert :

(838, + E) (838, +85) =0
oder in Matrizen

02000 20000

10100 01100
10100 (s1) + 01100 (s5) =0

00011 00011

00011 00011

und somit

2682 281 =0 (I11, 1. 1)
si+&+8L+8= (111, 1. 2)
S+ +s+s5=0 (IIT, 1. 3)

Zu den Aequivalenzbedingungen aus «. treten neu hinzu :

0=s (1.e)
0=s], (2.e)
und aus
(B —85) (2) = (s5)

X, — Ty =54 (3. a)

— 2 = (3.Db)

0= (3.¢)

Xy, — X5 = 83 (3.d)

—, X = 8 (3. €)

Nach (I, 3.1) folgt (3.b) aus (3.a). (3.d) ist durch Wahl von z; zu lésen,
und nach (I, 3.3) folgt (3.e) daraus. Setzen wir (I, 1.3) und (I, 2.3)
in (IT, 1.3) ein, so erhalten wir s = 0 und somit ist (2.e) erfiillt. Setzen
wir ferner (I, 2.2) und (I, 3.3) in (II, 2. 3) ein, so kommt

S5+ 8 =0 wund somit s} =0, wodurch (3.c¢) erfiillt ist.

Aus (I, 3.3) und (II1, 1.3) folgt s7 + s} = 0, so daB &} = — s? durch s
bestimmt ist. Somit ist (1.e) nur 16sbar, wenn (1.d) l6sbar ist, gibt somit
zu keinen neuen Losungen AnlaB. In (III, 1.2) setzen wir s3 = 0 ein,
setzen das Resultat hierauf in (II, 1.2) ein und finden mit Hilfe von
(I, 2.2):

Si—si+85=0 .
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Beriicksichtigen wir (I, 2.1) und (I, 3.1), so folgt hieraus
$i+sa—a=0.

Ist also s§ = 0, so folgt somit (3.a) aus (2.a). Wir haben hierdurch alle
Aquivalenzbedingungen diskutiert und kénnen sagen: Zwei Losungen
sind nur dann dquivalent, wenn fiir ihre Differenz die Komponente s}
kongruent Null ist. Da fiir diese Komponente die drei Werte 0, 4 und 2
moglich sind, erhalten wir drei indquivalente Losungen. Hierdurch haben
wir die Grundlage, um im folgenden Abschnitt den Induktionsbeweis zu
fithren.

y. Nehmen wir an, es sei bekannt, dafl es zur alternierenden Gruppe
in ihrer reguldren Darstellung drei Bewegungsgruppen gibt, falls sie
n + 1 Elemente permutiert, also durch n — 1 Erzeugende dargestellt
wird, und zeigen, dafl dies dann auch bei n 4+ 2 Elementen oder n Erzeu-
genden der Fall ist. Wir schreiben nochmals die Aquivalenzbedingungen
fir die Differenz zweier Losungen auf, von denen nach Induktions-
annahme jeweils die n |+ 1 ersten diskutiert seien, wihrend die (» 4 2)-te
neu hinzutritt.

1.) (B — 8y (%) = (s1)

liefert, wie wir teilweise von friiher bereits wissen:

%, —x, =8 (1. a)
— 2, + 2, = & (1.b)
— Xy F X, =8 (1.c)
0 =s} (1.d)

0 = st (L.n 4+ 1)

0= sit? (1.n + 2)

2.) (B — 8,) (x) = (s,) liefert:

X, — Xy = & (2. a)
— 1, + =9 (2. b)
Xy — X, = 83 (2.¢)
— X3 + X, = 55 (2.d)
0=s) (2. e)

0 = gi+! (2.n+ 1)

0= spt? (2.n + 2)

und so fort bis
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n—1.) (B — 8, (@) = (s,_,) gibt:
Xy — Xy =& _; (n—1.a)
— 2z, + 2, =, (n—1.b)
0 =s_, (n—1.c¢)
0 = s (ﬁ——l.n—l)
Xy — Ty = Sy_4 (n—1.n)
Mxn—*-xn——lzsz:ti (Ilw—-lll—{—l)
0 = stt? m—1.n-2)

n.) Ganz neu kommen aus (£ — 8,) () = (s,) hinzu:

T, — %, = s} (n. a)
— &, + X, = (n. b)
0 =s (n.c)
0 = s (n.d)

0 = si! (n.n—1)
0 =s, (n.n)

Lppg — Lppp = SHH (n.n -+ 1)

Zpr + Tpye = S50 (n.n + 2)

Zur Losung beginnen wir mit (2.n + 2). Aus (8,,s,)® = (¥, 0) folgt
aus der letzten Zeile 3772 = 0, und aus (S,, s,)2 = (¥, 0) folgt ebenso
28772 =0. Sodann gibt [ (S,,s,) (S;,8,)]*= (&, 0) in der letzten Zeile
35712 4 3537* =0, und aus diesen drei Kongruenzen zusammen folgt
s3T? =0, somit ist (2.n + 2) stets erfiillt.

Aus (S?,,s?,)2 (B,0) folgt 2s52= 0, aus [(S;, 83) (S;,8,) *= (£, 0)
folgt 3s3T2+8s37% =0, somit ist in Verbmdung mit dem Vorhergehen-
den si*? = 0, und daher ist die Gleichung, die mit (3. n - 2) zu bezeich-
nen ware, erfiilllt. Auf diese Weise kénnen wir fortfahren, bis wir zu den
Gleichungen (n—1) kommen. Aus (S,_;,8,_,)? = (&, 0) folgt 252 =0

n—1=

und aus [ (S,_;, Su_y) (S,—2,8,_0) 1> = (£, 0) folgt 3s,F? + 3s"*2=0 und
daher s**2 =0, somit ist (n— 1.n -+ 2) stets erfiillt.

Aus [ (S, 85) (8,8,)]2 = (E,0) folgt 277>+ 28472 =0, somit nach

Obigem 2s*2=0; aus (S,,s,)® = (#,0) folgt 3s{**=0 wund daher

stt2 =0, also ist (1.n 4 2) stets erfiillt.
Aus (8,,s,)2=(#,0) folgt 253 =0. Aus [(8,, 8,) (Ss_s:8.) 1>*=(£,0)
folgt aus der dritten Zeile, dal 3s2_; + 35 = 0 ist. Nach Induktions-
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Voraussetzung ist s}_; =0, daher ist in Verbindung mit dem Voran-
gehenden sS=0. Indem wir die folgenden Zeilen dieser Gleichungen

heranziehen, schlieen wir, daB auch s} =0,...,s* ' =0 ist, somit die
Gleichungen (n.d), ..., (n.n—1) erfiillt sind.
Aus (8,,8,)2 = (E,0) folgt ferner s'*' 4 "**=0;

aus (Sp_15Sn_y)? = (#,0) folgt ebenso s*_, + s =0, und
aus [(Sn s n) (Sn—l s Sn—-l) PP= (H, 0) fOlgt
n » —f— 8n+1 + 8ﬂ+2 + 8 + Sn—i—l + 81H-2 _-O

Beriicksichtigt man noch, dafl s"*? =0, so folgt hieraus, daB s, =0
und somit (n.n) stets erfiillt ist.

Der Kongruenz (n.n -+ 1) ist durch Wahl von «,,, zu geniigen und
aus s"t! 4 ¢"*2 = 0 sehen wir, daf (n. n+2) eine Folgerung daraus ist.
Aus (Sn, s,)2 = (E,0) folgt ferner, daB s’ 4 s2=0 ist, und somit ist
(n.b) eine Folge von (n.a). Es bleibt daher nur noch diese Kongruenz
zu diskutieren l'ibrig. Aus [(Sn,sn) (8;,8)12= (#,0) folgt aus der
zweiten Zeile, daB s} 4-s2 4+ s2 42 =0 ist. Nach (n.c) ist s =0,
somit ist s} -+ 3 + s> =0. Setzen wir dies in (IT,1.2) ein und be-
riicksichtigen noch (I,2.2), so erhalten wir s+ s—s> =0, oder
leicht umgeformt

4 1 1 =

Hieraus schlieBen wir wie am Ende von §. :

Ist s =0, so folgt (n.a) aus (2.a). Da fiir s; nur die drei Werte
1 und £ moglich sind, gibt es drei inaequivalente Bewegungsgruppen,
daher

Satz 3: Zur alternierenden Gruppe von n Elementen in threr reguldren
Darstellung gibt es genau drei inaequivalente Bewegqungsgruppen.

(Eingegangen den 17. Méarz 1937.)
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