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Cauchy'sches Problem fur partielle
Differentialgleichungen erster Ordnung.
Anwendung einiger sich auf die Absolutbetrâge
der Lôsungen beziehenden Abschatzungen1)

Von J. Schauder, Lwôw

§ 1. Man verdankt A. Haar2) eine wichtige Abschatzung, von der er
in der Théorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
Gebrauch macht. Haar betrachtet einmal stetig differenzierbare Funk-
tionen u(x, y), welche eine Ungleichung der Form

B\u\ + Ô (1)

mit positiven Konstanten A, B, ô erfullen. Das Bestehen von (1) wird in
einem durch die Geraden

2/ 0, y — (x — x'), y ——(x — x"); x'<xn (2)

begrenzten Dreieck A vorausgesetzt. Ist

\u(z,0)\ <M, (3)

so gilt nach ihm im ganzen A die Abschatzung

| u (x, y) | < Me*y + à—^ (4)

Âhnliches hat man fur mehrere unabhangige Veranderliche.
Die Abschatzung (4) wird von Haar dazu benutzt, um den Eindeutig-

Jceitsbeweis fur das Cauchy'sche Problem einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung unter geringen Differenzierbarkeitsvoraus-
setzungen zu liefern. Es soll nun hier gezeigt werden, da6 auf solchen

x) Die Hauptergebnisse dieser Arbeit wurden in der Sitzung vom 18. I. 1936 der
poln. math. Gesellschaft (Abteilung Lwôw) mitgeteilt.

3) A. Haar, Ûber Emdeutigkeit und Analyzitat der Lôsungen partieller
Differentialgleichungen, Atti del Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna,
1928; Zur Charakteristikentheone, Acta Lit ac Scient. Umv. Szeged IV (1928),

p. 103—114.
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Abschatzungen der gesuchten Funktionen, die sich auf ilire Absolutbetrage
beziehen (etwa auf den Abschatzungen von Haar), eine Lôsungs-
methode des Cauchy'schen Problems fur nichtlineare partielle Difïe-
rentialgleiehungen gegrandet werden kann. In der Darstellung dieser
Méthode liegt der eigentliche Zweck dieser Arbeit. Nur nebenbei sei also
noch bemerkt, daB dieBeweise sieh bei Systemen von partiellen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung durchfuhren lassen, woraus sich Schlusse
fur Difîerentialgleichungen hoherer Ordnung ergeben. Das Verhalten
dieser Differentialgleichungen ist durch gewisse Matrizen charakterisiert,
die in manchen Fallen gleiche réelle Eigenwerte besitzen konnen, d. h.,
die Differentialgleichungen brauchen nicht streng hyperbolisch zu sein.
Solche Abschatzungen der Absolutbetrage werden vermutlich auch bei
komplizierteren Difîerentialgleichungen sich als nutzlich erweisen. Ihr
Vorteil beruht hauptsachlich darauf, daB bei ihrer Anwendung die Anzahl
der auszufuhrenden Difïerentiationen nicht mit der Anzahl der unab-
hangigen Variablen ins Unendliche wachst.

§ 2. Aus dem Obigen ergibt sich fur einmal stetig differenzierbare
Funktionen u, die in einem durch (2) bestimmten Dreiecke A Losungen
einer linearen Gleichung

¦~ a(x ,y)j^ + b(x,y)u ±d(x,y) (5)

sind, folgendes: ist
\a\ ^A, \b\ <£, \d\ < à (6)

und besteht (3) auf y 0, so hat man auch (4) in A.
Wollen wir das Ergebnis von Haar zur Abschatzung der ersten Ab-

leitungen der Losungen u von (5) benutzen, so mussen wir u als zweimal

und a,b,d als einmal stetig difïerenzierbar annehmen. Fur p —-
ox

bekommt man die Differentialgleichung

d^=a8£ + (b + ax)P + bxu+dx (7)

und daraus folgt eine Abschatzung von \p\ und wegen (5) auch von |#|
insbesondere durch die oberen Grenzen von \a\, \b\, \d\, \ax\, \bx\, \dx\.
Es ist nun fur dasFolgende wichtig zu bemerken, daB in (7) als Koeffizient

der ersten Ableitung nach x, d. h. von ¦—-, dieselbe Funktion a (x, y),

wie in (5) auftritt. Also gilt die verlangte Abschatzung von |p|, |#| in
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demselben Dreieeke A, wie fruher [vgl. (2)]. So fortfahrend erhalten wir
in A Schranken auch fur hohere Ableitungen. Die Ableitungen j-ev Ord-

nung D3u werden durch Schranken fur Dha, Dhb, Dhd mit 0 < h < j ab-
geschatzt. Dabei sollen aber die Ableitungen D3+1u der nachstfolgenden
Ordnung j+l existieren und stetig sein. Unsere weiteren Ûberlegungen
(§§ 6> 7) werden zeigen, daB man sich von dieser Bedingung im gewissen
Sinne befreien kann.

§ 3. Um \p\, \q\ abzusehatzen, braucht man nieht die Existenz aller
Ableitungen D±a, Dxb, Dxd vorauszusetzen. Wie aus (7) folgt, erhalt
man dièse Abschatzung, sobald ax, bx, dx vorhanden sind. Jetzt soll be-
wiesen werden, daB, falls a ^ 0 in A, genauer, falls

\a\ ^ n >0 in A, (8)

man zu derselben Abschatzung gelangt, wenn an Stelle der Existenz von
ax,bx, dx die Existenz der ay,by, dy gefordertwird.3) In der Tat, man hat
dann

p -q u (9)a* a a
v '

und die Difïerentiation von (5) nach y ergibt wegen (9) eine Differential-
gleichung fur q; die Haar'sche ,,a priori" Abschatzung ist wieder an-
wendbar.

§ 4. Fur polynomiale a, b, d und Anfangswerte (p (x) u(x, 0)

gilt der folgende Hilfssatz : Es gibt eine Zahl r\ > 0, die nur von a, b

— nicht aber von d und cp — abhangt, so daB die Losung u von (5) fur
xr — rj ^. x ^ x" -\- rj, 0 ^. y ^ 7] existiert und dort unendlich oft
difïerenzierbar ist. Um sich davon zu uberzeugen, genugt es, fur
jedes x die Losung nach der Majorantenmethode in der Umgebung
(x—q, x-\- q), I y\ < q zu bestimmen. Man kann ofïensiehtlieh die
Anfangswerte als Null annehmen. Es ergibt sich dann, daB der Konver-
genzradius g nur von der Majorante fur a, b abhangt. Ich will die Einzel-
heiten der Rechnung nicht naher durchfuhren, weil ein ahnlicher Hilfssatz,

sogar in einem komplizierteren Falle, schon fruher von mir benutzt
wurde4). Offensichtlich gilt unser Hilfssatz auch dann, wenn die Anfangs-

3) Dièse andersgearteten Voraussetzungen werden fur uns in § 8 von Nutzen sein.
4) J. Schauder, Das Anfangswertproblem einer quasihnearen hyper-

bohschen Differentialgleichung zweiter Ordnung in beliebiger Anzahl
von unabhangigen Veranderhchen, Fundamenta Math. 24 (1935), p. 213—246,
insbesondere Hilfssatz III, p. 229.
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werte auf einem Geradenstuck y const. vorgegeben sind, sobald nur
dièses Geradenstuck innerhalb einer festen beschrankten Menge, z. B.
innerhalb des Dreieckes A verbleibt.

§ 5. Aueh jetzt sollen a, 6, d Polynôme sein. Von (p wollen wir aber

nur annehmen, da6 es unendlich oft differenzierbar ist. Sei auch

Dann ist die Losung u im ganzen durch die Zahl A bestimmten A

[vgl. (2)] vorhanden und dort unendlich oft differenzierbar. Ist namlich
rj > 0, die in § 4 bestimmte Zahl, so teilen wir A durch Schnitte y const.
in etwa i Trapèze T8(s 1, 2, i) von der Hohe ^ rj ein5). Wir appro-
ximieren (p durch Polynôme <pn derart, dafi gleichmaBig

^ fur 0 < j < j0 (j0 fest aber beliebig)

Nach § 4 sind im ganzen T1 unendlich oft differenzierbare Losungen un
von (5) mit den Anfangswerten q>n vorhanden. Wegen der Abschatzungen
des § 2 konvergieren dièse Losungen un in Tx mitsamt ihren Ableitungen
der Ordnungen < ?0 gleichmaBig nach einer Funktion u, die offensichtlich
in Tx eine Losung von (5) mit den Anfangswerten cp darstellt. Wegen der
erwahnten Konvergenz besitzt u in Tx Ableitungen ?0-er Ordnung, weil
aber j0 beliebig war, so ist u in Tx unendlich oft differenzierbar. Die
unendlich oft differenzierbaren Werte von u auf y rj betrachten wir als
die Anfangswerte in T2. Das Verfahren kann also in T2 wiederholt wer-
den und die Losung laBt sich auf Tx+ T2 erweitern. So fortfahrend
erschopfen wir in * Schritten das ganze A.

§ 6. Wir wollen nunmehr einen wesentlichen Schritt weiter gehen und
nehmen a,byd, (p(x) — u(x, 0) als stetig^an. Die Funktionen a, b, d sollen
uberdies in der Veranderlichen y eine Lipschitzbedingung und cp eine
solche in x erfullen. Es gilt also fast uberall in A

\<*v\ + \K\ + \dv\ <L. (10)

Wir setzen auch voraus, da8 die Ungleichungen (6), (8)

0<^<|a|<il, |&|<£, \d\ < <3 (11)

in A bestehen bleiben. Wir approximieren a, 6, d, (p durch entsprechende
Polynôme an, bn,dn, cpn derart, daB

B) Das letzte Trapez T% artet m em Dreieck aus.

266



fi—e^ \an\ ^A + e, \bn\ ^B-\-e, \dn\ < ô + e (e> 0, sonst beliebig) (12)

und daB zugleich fast uberall

lim ~^7 av > lim "âf bv » limï7 (lï' lim "jf ^~ (13)

mit

dy dy dy
(14)

dx
Max I

<p
I +

besteht6). Wegen \an\ ^ A-\- e sind nach § 5 die Losungen un von

in dem durch die Geraden

1

y 0, y
1

A + e
; (x — #") ; a;' < x"

begrenzten Dreieck Ae vorhanden und genugen dort nach §§ 2, 3 in
Beachtung von (12), (14) den gemeinsamen Abschatzungen

l^nl + IPnl + ltfnl ^ <?> (16)

wobei die Konstante C von A, B, ô, L, fi, max \cp\, max I9/I abhangt,
was wir durch die Schreibweise

C C(A, B, ô, L, 11, max |ç>|, max \<pr\) (17)

andeuten. Aus (16) folgt, daB die un nach beiden Variablen x, y gemeinsame

Lipschitzbedingungen erfullen. Somit gibt es eine Teilfolge, die wir wieder
mit un bezeichnen, die nach einer Funktion u gleichmaBig konvergiert.
Dièse genugt in A einer Lipschitzbedingung mit der Konstante G [vgl.
Formel (17)], genauer

Da e beliebig war, so existiert u im ganzen A, und es besteht dort (18).

8) Die Moglichkeit einer solchen Approximation folgt aus den bekannten Tonelh'schen
Untersuchungen.
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Zuletzt soll noch gezeigt werden, daB u fast ûberall in A (5) erfûllt. Um
dies zu beweisen, schreiben wir (15) in der Form

^3.= P. + £•«,+ £. (19)

was wir wegen (12) tun kônnen, und integrieren (19) naeh x, y in dem
Durchschnitte Rxy des Rechteekes x' < s < #, 0<A<^ mit dem
Dreieck Ae. Wir erhalten dann ans (19), nach einer partiellen Intégration
links und rechts

(20)

Hier bezeichnet y den Rand des Gebietes Rxy. Nach dem Grenzûbergang
in (20) bekommt man in Beriicksichtigung von (13), (14)

-/ /uh ®dx dy+/ ldx=fudy +i /Éu+î)dxdy
xy

und, wenn wir wieder partiell umformen,

R R

woraus q ap + bu + d fast tiberall folgt.
Wir wollen das Ergebnis zusammenfassen : wenn die stetigen Funktionen

a,b,d in y, und dieFunktion (p in x Lipschitzbedingungen genûgen, dann
gibt es — falls man noch das Bestehen der Abschdtzungen (10), (11) vor-
aussetzt — in A eine Funktion u, die nach beiden Variablen x} y eine

Lipschitzbedingung erfûllt, auf y 0 die Anfangswerte cp(x) annimmt und
inA fast ûberall (5) erfûllt. Ûberdies ist \u\ + \p\ + \q\ <C [vgl. (17,(18)].

Bemerkung : Man kann dasselbe behaupten, wenn fur a,b,d statt einer
Lipschitzbedingung in y eine solche in x vorausgesetzt wird.

§ 7. Um die Existenz fast ûberall der zweiten Ableitungen zu beweisen,

fiigen wir den Voraussetzungen des § 6 noch folgende hinzu : 1. a, 6, c

genûgen auch in x Lipschitzbedingungen und die ax,bx, dx erfûllen eine

Lipschitzbedingung in y. Neben (11) gelte also noch

Kl + \bm\ + Kl + Kl + \bj + \cxv\ <L, (21)

2. (pf(x) erflillt eine Lipschitzbedingung.
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Die Approximationspolynome des § 6 lassen sich dann derart bestim-
men, dafi neben (12), (13), (14) auch fast uberall in A

dx + dx + dx + dxdy dxdy + dxdy

d2an d2a
hm ^-^- T—- etc.

dxdy

(22)

gilt. Wird die ubliche Bezeichnung fur die ersten und zweiten Ableitungen
benutzt, so hat man also fur pn, qn, sn die Gleichungen

dx an dy \°n ^ dx)an [dx ^ dx Un) an
'

(23)

wobei5nÂPolynomeinanAA,^,^,|^, ••• ,^.«,.P,.«.
mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Wegen (12), (14), (22) lassen die
Koeffizienten von (23) in A eine gemeinsame Schranke zu. Daraus folgt
zuerst nach § 1 die Existenz emer gemeinsamen Schranke fur

und also in Beachtung von (23)1? (23)2 auch einer solchen fur \rn\ + |^n|.
Durch Grenzubergang bekommt man die verlangte Abschatzung fur
Kl> \p\> I?I> \s\> kl» Ul- ^eizt man fur u> V> <l> 5' r-> ^ nacheinander gt(x, y),
i 1, 2, 6, so lauten dièse Abschatzungen in A

\Q,(x,y)

y) I v Max

; (Max \Qt\+ec**—l); t l,2,3,4
(24)

dd
Max

dx + Max

Die Konstante Cx hdngt von A, B, <5, ^, L ttstt;. a6.

Bemerkung: Aus den Voraussetzungen dièses Paragraphen folgt die
Stetigkeit der ersten Ableitungen Dxu, (5) besteht also uberall inJ7).

7) In den §§ 1—7 kann man uberall das Dreieck J durch emTrapez T ersetzen, dessen

parallèle Seiten den Gleichungen y const genugen.

269



§ 8. Wir sind jetzt imstande fur die allgemeine partielle Différential-
gleichung erster Ordnung das Cauchy'sche Problem zu lôsen. Nehmen
wir dièse in der Form

q f(%,y>u,p) (25)

an, mit Anfangswerten <p (x) auf y 0, so kann man ohne Beschrânkung
der Allgemeinheit

f9(x,O,<p,ipr)^O (26)

voraussetzen. In der Tat làBt sich das stets durch eine Koordinaten-
transformation xr x -\- ocy, yr — y erreichen. In den neuen Variablen
hat man nàmlich

du / du'\ du' „

also (fpf)yf^o~ (fp)v=o — <* ¥= 0 fur genugend groBes oc. Bezeichnen wir
die neuen Variablen wieder mit x, y, so darf man auch immer

u(x, 0) {Dxu)y=Q - (D2u)y==0 (D3u)v=0 0

oder — was auf dasselbe herauskommt —

<p(x) f(x, 0, 0, 0) fy(x, 0, 0, 0) fyy(xy 0, 0, 0) 0 (27)

voraussetzen. Dabei geht (26) nicht verloren. Differenzieren wir jetzt (25)
naeh y} so bekommt man fiir q die Integrodifferentialgleichung

V > fqdy )qxdy (29)
0 0

wobei als Argumente in fpi fui fy die GrôBen

0

auftreten. Es soll nun (28) mit den Anfangswerten q (x, 0) 0 gelôst
werden, wobei noch nach dem Vorhergesagten [(27)]

q(x, 0) qx(x, 0) qv(x, 0) q^x, 0) qxy{xy 0) 0 (30)

gesetzt werden darf. Es sei [vgl. (26) ]

0<2/*<|/f(ai,0l0,0)|<y. (31)
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Indem durch die Geraden y 0, y=e, y~—r(x—xf), y -r (x—xn)A A
begrenzten Trapèze T betrachten wir die Gesamtheit @ der Funktionen
q(x, y), die dort folgenden Bedingungen genugen:

Konstante l

Variablen Lipschitzbedingungen mit emer

p) Formel (30)8),

y) in Tist
0 < fi \f9{z, y,)qdy, J qxdy)

Ist Q (x, y) mit Q (x, 0) 0 eine Losung der linearen Differential-
gleichung

dy ~ 'p dx
1u îv

in T9), wobei als Argumente die einer Funktion q aus @ entsprechenden
GroBen (29) auftreten, so uberzeugt man sich sofort, daB wegen (27)
auch die Werte der Ableitungen DtQ(i 0,1, 2) auf y 0 verschwinden,
d. h.10) auch Q erfullt /?). Wir wollen aber allgemeiner zeigen, daB, falls
die Hohe s des Trapèzes T genugend klein ist, daB dann auch oc) und y)
erfullt sind, also Q wieder der Klasse & angehort. Zunachst folgt aus
§§ 6, 7, daB Q und ihre Ableitungen erster Ordnung Lipschitzbedingungen

2

erfullen. E\DXQ\ laBt sich m T abschatzen11), da die Funktionen

a fp, b — fu, d fy wegen (29) und #) abschatzbare Ableitungen erster

Ordnung und die gemischten zweiter Ordnung fast uberall besitzen.
Genauer

d2a

dxdy +
d2b

dxdy +
d2d

dxdy

8) Es ist zu beachten, daB uber t{x, 0) keine Voraussetzung gemacht wird t(x, 0)
braucht uberhaupt nicht zu existieren

9) Vgl. FuOnote 7).

10) q (Xf o) wird nicht betrachtet. Vgl. Fufinote 8).

d2Q
u) Dièse Abschatzung Iai3t sich also auch fur ^-| un ganzen T gewinnen.
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Da fur Q bereits Eigenschaft p) nachgewiesen wurde, haben dièse Ab-
schatzungen die Form [(24)]

»—1), Ct

+Max
t=0 T

d2Q

dxdy + Max
T

dfy
dx + Max

r

Ist s genugend klein, so ist es fur 0

Mi
dy

e auch eCi v— 1, man kann
î

also wegen (32) £ | DtQ\ + | Qxy \ unter eine beliebig kleine Grofie herab-

drucken. Um dasselbe von | Qxx \ + | Qyy \ behaupten zu kônnen, mussen

wir noch nach (32)2 dx

wieder infolge von ($) —

Mi
dx

Mi
dx

Mi
dy

dy

abschatzen. Nun verschwindet —

fur y 0, also ist in T
dy

(33)

wobei wegen Stetigkeit und a) fur e -> 0 auch O3 -> 0. Aus allem diesem

folgt: Q erfullt oc) fur genugend kleines e Die Verifikation von y) fur Q

ist nun leicht. Denn wegen fi) ist fur Q auf jeden Fall auf y 0 (31)
erfullt. Fur kleines e gilt also im ganzen T — man beachte, daô oc) fur
Q besteht —

Die Funktionaloperation Q~Q(q) bildet somit die konvexe Gesamtheit @

auf sich selbst ab. Wir fassen nun die Gesamtheit © der Funktionen q
als im Raume E der stetigen Funktionen gelegen auf mit der Normierung

Dann erweist sich wegen oc) @ als eine konvexe, kompakte und abge-
schlossene Menge aus E. Die Opération Q Q(q) ist dort stetig [wegen
der Eindeutigkeit12) der Losung fur lineare Gleichungen und den Ab-

12) Der Emdeutigkeitsbeweis fur die lineare Gleichung (5) gehngt nach Haar, falls die
Losungen u einmal stetig differenzierbar (allgememer, total differenzierbar) smd Die
Stetigkeit der Ableitungen Dxq, DXQ folgt aber aus der Bedmgung a).
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schatzungen (32), (33)]. Wenn aber eine konvexe und abgeschlossene
(nicht notwendig kompakte) Menge @ eines linearen, normierten und
vollstandigen Raumes stetig auf eine kompakte Teilmenge Q(&) abge-
bildet wird, so gibt es bekanntlich einen Fixpunkt13). Also gilt fur ein
passendes q

y
d. h. (28) ist losbar. Setzen wir u J qdy, so ist u eine Lôsung von (25)

o

mit den Anfangswerten 0 w. z. b. w.

§ 9. Unsere tïberlegungen lassen sich auf Système von Difïerential-
gleichungen ausdehnen. Betrachten wir zuerst das lineare System

^=£«.*^? + ;SM, + d. ; »=1,2, ...,*. (34)
oy fc=i ox ?==i

Wenn die Matrix A. 11 alk \ | lauter réelle, voneinander verschiedene

Eigenwerte besitzt, so gibt es bekanntlich eine andere nichtsingulare
Matrix T, so daô T~XAT eine Diagonalmatrix wird. Die Elémente tgs der
Matrix T sind analytische Funktionen der atk. Die tgs[atl(x, y), ...y
ahh(x, y)] besitzen also als Funktionen der Variablen x, y Ableitungen
derselben Art, wie die Funktionen alk(x, y). Nach Haar kann man Ab-
schatzungen fur (34), die denen des § 1 analog sind, dann gewinnen, wenn

13) Vgl. J. Schauder, Der Fixpunktsatz in Funktionalraumen, Studia Math. 2

(1930), p. 171—180, msb. Satz II. Satz II bleibt auch m solchen lmearen, metrischen und
vollstandigen Raumen bestehen, in welchen jeder Punkt beliebig kleine konvexe Umge-
bungen besitzt (sogenannte Raume vom Typus BQ) Satz I dieser Arbeit gilt ubrigens auch
nur fur solche Raume. Man bezeichne mit d(qlf q2) die Entfernung zweier Punkte qx, q2,
mit a konvexe Umgebungen, mit h (q, w) metrische Umgebungen, d. î. die Gesamtheit von
Punkten q', fur welche d{q', q) <C<x>, mit Q{q) eine stetige Funktionaloperation in @$.

Bei gegebenem À ~^> 0 gibt es a) konvexe Umgebungen <it, d2, • •, dn vom Durchmesser < X

n \mit Q(@) 2 a, und weiter b) Punkte q^q^, •, q8 und eine Zahl co < —, so daÛ

^(^»w) C rtrt » ^ ^(^'T; ^ Q(®)m ^ir spannen uber qi, qi9 ^ die klemste

konvexe Menge Hq — q îhre Dimension — bilden dann eme simphziale Zerlegung 3 von

HQ so, dafi das Bild Q(V) jedes Teilsimplexes V von 3 einen Durchmesser <— besitzt.

Wir approximieren in Hq die Funktionaloperation Q (q) durch die simphziale Abbildung

Qç wobei fur jeden Eckpunkt e von 3:^e(e) ^ Qi(e) lst» wo ^l2i(e)> Q(e)] — "T- Qq

besitzt einen Fixpunkt: Qq(îq) £q. Berucksichtigen wir nun die Art der Wahl von
Cit, tt(qt, «) und die Konvexitat der Simplexe, so bekommt man d[Q(Çe), |e] < J A und
daraus durch Grenzubergang £ Q($) fur passendes £.
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die atk einmal stetig differenzierbar sind. Dann sind es nach dem Vorher-
gesagten auch die Funktionen tg8(x,y). Fuhren wir mittels der
Transformation

h

Ug Ztg9us g =1,2,..., h (35)

neue abhangige Funktionen Ug ein, so bekommt man fur Ug das

Differentialsystem

bgj, dg setzt sich aus den btJ,dt, den tgs(x,y) und den ersten
Ableitungen Dttgs(x, y) zusammen. Ist

h i h

^ £ Z_\ Dmatk |

+^ ZJ btJ\^L, (37)

so gilt in einem Trapez T von kleiner Hohe (Haar : loco cit. 2a) p. 9)
die Abschatzung

Z | Ug | < Ct(L) Z Max | Ug \ + O4 27 Max | 3, | (eC4V— 1)

und daraus in Beachtung von (35) auch fur ut

h h h

Z | ut | < C5(L) [ Z Max | ut \ + IMax \d%\) (ec^— 1) ] (38)

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, daB es hier und im
Folgenden ausreicht, die Voraussetzung der Verschiedenheit der Eigen-
werte durch eine weniger fordernde zu ersetzen, daB es namlich eine nicht-
singulare Matrix T gibt, deren Elemente tgs(x, y) stetig differenzierbar
sind, derart, daB das transformierte System die Form (36) besitzt. Die
Matrix besitzt dann h linear unabhangige réelle Eigenvektoren.

§ 10. Die obigen Abschatzungen fur Système haben aber eine Unbe-
quemlichkeit. Um nur die Funktionen ut allein abzuschatzen, muB man
die Existenz und Abschatzbarkeit auch der ersten Ableitungen der ath
bezw. der tg8 postulieren. Man konnte glauben, daB wenn man zu den
Ableitungen D3ut mit j > 1 kommt, die Situation sich noch weiter ver-
schlechtern wird. Nun soll gezeigt werden, daB dies keineswegs der Fall
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ist. Man differenziere namlich — etwa nach y — das ursprûngliche System

(34) und nicht das transformierte (36). Wir erhalten fur pt -—-, q% —-
ex @y

dy

Die Funktionen -~^ -~- -^ sollen durch dieselbe Konstante
dy dy dy

L abschatzbar sein.

Wir setzen nun voraus, dafi die Déterminante D der alk von Null verschieden

ist, genauer

\D\>!*> 0, (40)

eine Bedingung, die der Ungleichung (8) fur eine Differentialgleichung
entspricht. Aus (34) und (40) folgt, daB die pk sich durch qk ausdrucken
lassen und dièse Ausdrucke in (39) eingesetzt liefern Dififerential-
gleichungen fur die qti die nach der alten Méthode abgeschatzt werden
konnen. Wenn wir wieder (40) berucksichtigen, so lautet das Ergebnis
dieser Abschatzung folgendermaBen

r h

h h

qt\ +i7Max \u%
1 T

h
M

=1 T

h

2"Ma
*=1 T

\dt\)

J

(41)

Ist noch eine Abschatzung fur aile ersten Ableitungen nach x, sowie eine

Abschatzung aller gemischten Ableitungen der Koeffizienten und der dt
bekannt [die Abschatzungskonstante moge dieselbe, wie in (37) sein],
so folgt daraus eine Abschatzung fur aile zweiten Ableitungen rt, st, tt

h h h

i=i y=o
*

z^i t l i=i t
(42)

\r, I +11.) < °7 \ % (Max | u, \ + Max | p, | + Max | qt \ + Max | s, | +
»1 L*=l T T T T

Max ddt
dx dy
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Âhnliche Abschatzungen gelten auch fur die hoheren Ablei-
tungen14).

§ 11. Nach dem in den §§ 4, 5 entwickelten Verfahren beweist man
zuerst die Losbarkeit des Cauchy'schen Problems in T fur das System (34),
falls dort aile Daten Polynôme sind. Die Losungen sind in T unendlich
oft differenzierbar. Fur niehtanalytische Daten gehe man, wie in §§ 6,7
vor. Die Bedingung \a\ > // > 0 ist durch \D\ ^ /ll> 0 [vgl. Formel (40) ]
zu ersetzen. Benutzen wir jetzt durchwegs die Abschatzungen (38), (41),
(42) der §§9, 10, so ergibt sich, daB, falls die Daten 15) Lipschitzbedin-
gungen in beidenVariablen x, y und die ersten (fast uberal] existierenden)
Ableitungen dieser Daten nach x Lipschitzbedingungen nach y genugen,
daÔ dann die Losungen ut von (34) m T existieren. Die ersten Ableitungen
D1ul erfullen Lipschitzbedingungen in beiden Variablen, woraus die
Existenz (fast uberall) aller zweiten Ableitungen D2ut folgt. XJberdies

bestehen die Ungleichungen (38), (41), (42).

Nunmehr konnen wir zu den nichtlinearen Systemen

& fAx> y> ui> U2> •••>%,?!, •••»?»), i 1,2, ...,h (43)

ubergehen16). Dièse seien der Einfachheit halber vom hyperbolischen

Typus, d. h. die Matrix A der aîk= besitze fur y 0 voneinander

verschiedene réelle Eigenwerte17). Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit konnen wir wieder annehmen, daB : 1. ut mitsamt ihren Ableitungen

14) Im Falle gleicher Eigenwerte genugt es, falls man zur Abschatzxnig von DjUt{) > 1)
und zu den spateren Existenzbeweisen ubergeht, nur die Existenz der ersten Ableitungen
von tgs (x, y) vorauszusetzen. Denn es wird mimer das ursprungliche System (34) zuerst
differenziert, und erst nachtraghch transformiert. Wohl aber mussen die entsprechenden
Ableitungen DjOtk usw. vorhanden sein.

15) Die Koeffizienten und Anfangswerte bilden zusammen die Daten. Fur zusammen-
fallende Eigenwerte soll auch tgs (x, y) Lipschitzbedingungen genugen.

16 Fur Système der Gestalt

du ^ dujc

j£= ^ik(x>y)-fa +dt(x,y,Ul,u2, uh)

hat schon Herr O Perron das Cauchy'sche Problem gelost. O. Perron, Uber Existenz
und Nichtexistenz von Integralen partieller Differentialgleichungen-
systeme im reellen Gebiete, Math. Zeitschr. 27 (1928), p. 549—564.

17) Smd die Eigenwerte gleich, so setze man etwa folgendes voraus: Es gibt eme
nichtsmgulare Matrix T, die A. auf die Diagonalform transformiert. Die Elemente
tgs (x, y, u,, 'tVji) von A. smd nach allen 2h -f 2 unabhangigen Variablen stetig
differenzierbar.
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bis zur dritten Ordnung einschlieBlich auf y 0 verschwinden ; 2. auf

y 0 die Déterminante D der aîfc nirgends Null ist, etwa

Dièse zweite Bedingung kann auch jetzt durch eine Variablentransforma-
tion der Forai xr x -\- ocy, y' y herbeigefuhrt werden. Die neue
Matrix ^1;= Ha^H hat die Gestalt Af A— <x*T, wo J die Einheits-
matrix ist. Die Déterminante Dr \Ar\ ist von Null verschieden, falls oc

hein Eigenwert von A ist. Der Weg zur Gewinnung des Existenzbeweises
fur (43) (Cauchy'sches Problem fur y 0) ist nun derselbe, wie in § 8.

Man differenziert (43) nach y

dy k^idVk dx "xduj dy '

wobei als Argumente in ^-, ~ —¦ die GrôBen° dpk duj dy

auftreten und weist wie in § 8 die Existenz eines Fixpunktes fur die
durch

definierte Funktionaloperation Qt Q,^ g2 » • • • » îfe) (* ~ 1» 2, h)

nach. Das A-Tupel q1} q2i ...,qh wird in einer passenden konvexen Funk-

tionenmenge gewàhlt18). Daraus folgt, indem wir ut J qtdy setzen,
o

die Lôsbarkeit des ursprunglichen Systems (43).

§ 12. Die Resultate des § 11 kann man dahin verallgemeinern, daB in
(43) als Argumente rechts noch gewisse Intégrale (allgemeiner Funktional-

y x y y
operationen) etwa der Form J utdy, J utdx, J dy J utdy usw. auftreten

Vo «o Vo Vo

Jcônnen. Dièse Bemerkung kann dazu benutzt werden, um unsere Ergeb-
nisse in ungezwungener Weise auch beim Cauchy'schen Problem fur
Differentialgleichungen hôherer Ordnung anzuwenden. Nehmen wir etwa

18) Ich betone, dafi man hier und îm folgenden den Existonzbeweis auch mittels der
sukzessiven Approximationen zu Ende fuhren kann.
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die schon behandelte hyperbolische Differentialgleichung19) zweiter Ord-

nung in einer abhàngigen Variablen

t f{x,y)uip,q,s,r)
Man kann sie als ein System von zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung schreiben

f 20)

dp _ dq

dy~~dx

und (44) besitzt die von uns behandelte Form (vgl. obige Bemerkung).
Wir konnen aber jetzt auch Système von hyperbolischen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

in Betracht ziehen, wenn wir sie durch

zJt_s _ ™±8 £ $ i 2 h

ersetzen. Differentialgleichungen von noch hoherer Ordnung konnen auch
auf die Form (43) gebracht werden. Sei etwa eine Differentialgleichung
dritter Ordnung fur eine Funktion î*21)

d3u dt ds dr.
dyz ' dx ' dx ' dx'

die wir durch
y y y ydt / Ç Ç Ç ç dt ds dr\ 20)

ds dt dv ds v'*^)

dy dx ' dy dx

19) H.Lewy, Ûber das Anfangswertproblem einer hyperbolischen nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei
unabhangigen Veranderhchen, Math. Ann. 98 (1928), p. 179—191.

20) Die Anfangswerte, sowie die Werte der Ableitungen von u genugend hoher Ordnung
sollen auf y 0 verschwmden.

21 Fur Differentialgleichungen hoherer Ordnung in einer unbekannten Funktion siehe
K. Friedrichs und H. Lewy, Math. Ann. 99 (1928), p. 200—221.
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ersetzen. In der Tat definieren wir die Funktionen p, q durch.

so ist wegen (45)

y J
0

Also sind p, q Ableitungen einer Funktion u, namlich von u §dy§ tdy.
o o

Man sieht nun sofort ein, daB beliebige normale22) Système fur mehrere
tinbekannte Funktionen ut

ohne weiteres als Spezialfall der Système (43) betrachtet werden
konnen23) (vgl. obige Bemerkung).

§ 13. Nach Haar lassen sich ahnliche Absehatzungen24) auch fur eine

Difïerentialgleichung in mehreren unabhangigen Variablen ableiten. Ist u
eine stetig difïerenzierbare Funktion, welche die Ungleichungen

du

dxs B\u\+Ô,

fur {xlJx2,...ixm)eg

erfullt (g ein Gebiet des x1, x2,..., #W-Raumes), so gilt in einem Gebiete G
des xlf x2, xm, i/-Raumes

Dabei entspricht das Gebiet G vermôge der Transformation M

y' =By a\=2-*.
22) Zur Définition der normalen Système vgl. E. Goursat, Leçons sur l'intégration

des équations aux dérivées partielles du premier ordre, Pans 1921, insbes.

p. 19. Man kann auch nichtnormale Système in der Weise behandeln.
23 Man stellt ein System von Differentialgleiehungen fur die Ableitungen

-i— gir auf. Die Gleichungen -^- —~— werden dem Système hmzu-
Bxrdyli~r dy dx

gefugt.
24) Loc. cit. 2a), msbes. p. 8
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einem Gebiete Gf H(G) des x^x^,..., x'm, t/'-Raumes, das folgen-
dermaBen definiert wird: Fur jeden Punkt von Gr ist y1 ^ 0; das Gebiet
g1' M{g) des a/-Raumes liegt auf dem Rande von G' und jeder Punkt
x[,x2, x'm, y1 von G'', der nicht zu #' gehort, hat die Eigenschaft, daB

mit ihm auch aile Punkte der Gestalt x'^lfi, y! — h(h> 0 und klein)
ebenfalls zu 6r' gehoren.

Daraus folgt sofort die Abschatzung fur stetig difïerenzierbareLosungen
einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung

du ™, du

sobald in G

Wir wollen nun gleich zu Systemen von linearen Differentialgleichungen

55 »=1,2, ...,* (46)

ùbergehen. Eine Abschatzung von È \ uJ wird gelingen, falls eine

Transformation T
U,= Etgiut (47)

vorhanden ist, welche (46) in

dug__™, du9

uberfuhrt. Das heiBt, man sucht eine Transformation T, welche die
Matrizen

^s= II a,*, II ; «= 1, 2, m

gleichzeitig auf Diagonalmatrizen

transformiert. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur die
Existenz einer solchen Matrix T lauten nach einer brieflichen Mitteilung
von Herrn Kothe, wie folgt :
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oc) Jede Matrix A8 besitzt m linear unabhangige réelle Eigenvektoren,
/S) die Matrizen As sind vertauschbar. A8ÂS, As, As

Die Bedingung oc) ist z. B. dann erfullt, wenn ocf) fur jedes As die Eigen-
werte rell und voneinander verschieden sind.

§ 14. Nehmen wir die Existenz derTransformation Tan, so muB weiter
vorausgesetzt werden, daB die tgx stetig difïerenzierbar sind (dann laBt
sieh 271^| abschatzen). Das gilt z. B. dann, wenn — falls schon af)
erfullt ist — die atk3 stetige Ableitungen besitzen. Insgesamt haben wir
also fur die Abschatzbarkeit von E \ uJ folgende Mnreichende Bedin-

gungen:

oc') fur jedes s besitzt die Matrix As lauter réelle, voneinander ver-
schiedene Eigenwerte,

£) ASAS, AS,A8
y) atks sind stetig difïerenzierbar.

Um die ersten Ableitungen ~ abzuschatzen, nehmen wir noch die

Existenz der beschrankten Ableitungen Dtbti, D1dt nach den #-Variablen,
und der stetigen Ableitungen D2u nach allen Variablen an. Durch Difïe-
rentiation des ursprunglichen Systems (46) nach xlf x2, xm entsteht

ein Gleichungssystem fur ^-1, welches durch dieselbe Transformation
OXj

wieder in die Diagonalform ahnlich wie (48) ubergefuhrt wird. Aus (46)

folgt nachtraglich auch eine Abschatzung fur
du%

Sind weiter die ersten
dy

Ableitungen Z^a^, D-J)^, D1dl nach allen Variablen xl9 xm, y dieje-
nigen D2atks, D2bl3, D2dt, bei denen die Difïerentiation nach der
Variablen y hôchstens einmal vorkommt, vorhanden und abschatzbar, so
lassen sich fur aile zweiten Ableitungen D2ut Schranken bestimmen,
vorausgesetzt, daB stetige Dsut existieren. Auf dièse Weise kann man auch
bei hoheren Ableitungen vorgehen. Dem Existenzbeweise (des Cauchy'
schen Problems) fur lineare Système (46) steht jetzt nichts mehr im Wege.
Es mogen die Daten 15) Lipschitzbedingungen erfullen. Es gibt auch

jetzt ein Losungssystem des Cauchy'schen Problems, wobei die uz

Lipschitzbedingungen mit abschatzbaren Konstanten genugen. Die Glei-

chungen (46) bestehen fast uberall (vgl. § 6). Sind noch
Lipschitzbedingungen fur Z^a^, D^^, D1diiD1cpt nach xl9 xSf xm erfullt, so

haben die ersten Ableitungen D1u% nach allen Variablen xl9 #2, xm,y
dieselben Eigenschaften. Die Abschatzungen fur D2ut bleiben gultig.

ftOI
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§ 15. Zu den nichtlinearen Gleichungen

j.i /t \ 1 ' 2 s * * * > m y !f y 1 ' "' ft ' /"^ll ' ' tr hm/ y

(49)
dut _ cfr^

__ _ — 1 9

ubergehend, genugt es also die Matrizen As mit atk8 -—— zu betrachten

und irgendwelche Voraussetzungen zu machen, welche uns die Existenz
der Transformation T (die aile As gleichzeitig m die Diagonalform uber-

fuhrt) sichert25). Die Elemente tgt(x1, xm, u%, ^n, • • •, Phm)

von T sollen in allen vorkommenden Variablen einmal, die Funktionen
aiks genugend oft stetig difïerenzierbar sein. Durch Differentiation von
(49) nach xl9 x2, xm, y stellen wir die Differentialgleichungen fur
qt, ptJ auf. Dièse lauten

(50)

Das Verschwinden der Anfangswerte (auf y 0), der Ableitungen

(D,ut)yam0 fur l</<326) vorausgesetzt, konnen wir statt u1} u2, .-.,uh in

den Ableitungen^ J1 usw. uberall f qrdy, (r 1, 2, h) setzen.
ôXj dy 0

Das quasilineare System (50) laBt sich nun nach der fruheren Méthode
losen. Dann mu6 noch bewiesen werden, daB bei konstantem i die
Funktionen q%, pt8 Ableitungen einer Funktion ut sind. Das laBt sich nach

Petrowsky in der Weise durchfuhren, daB man fur Funktionen

7 dxj dy ' }l dxx dx3

ein lineares Gleichungssystem der Gestalt (46) aufstellt und dessen

Eindeutigkeit nachweist. Da die Anfangswerte der A*, Al7l auf y — 0

verschwinden, mussen also dièse Funktionen uberall verschwinden. Um

26) Dazu reichen die Bedmgungen a'), (3), y) des § 14 aus; sie sind aber nicht notwendig.
26 Dièse Bedmgungen sind den Bedmgungen

fi ^= -k-\ =0 fur y ux w2 • • • un pn • • • p^m — ® équivalent.
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die Rechnungen durchzufuhren, difïerenzieren wir (50) nach x±, xm, y

und subtrahieren die somit erhaltenen Gleichungen paarweise derart, daB

auf der linken Seite —-1, —li auftrete. Tndem wir bei der Subtraktion
dy dy

auch rechts entsprechende Glieder aneinanderreihen, bekommen wir

1 i+vdy ,_i »_» dVks dxs
* v> '

(51)

*, &*i sind linear in den Ausdruoken von der Form

(II *- -•) »¦'¦ ¦ (ft-1) *'¦ • (£-£) "¦'¦ ¦ *•
Berucksichtigt man noch

so sieht man, daB (^, 0^ sich linear aus A), A*l3 § A)dy, § A^dy
0 0

zusammensetzen. Der Eindeutigkeitsbeweis fur Système (46) laBt sich

aber (mittels Abschàtzbarkeit) auch dann durchfuhren, wenn in (46)
v

noch Intégrale j utdy linear auftreten.

Anm. bei der Korrektur. Setzt man die Funktionen fz m (50) und die Anfangswerte
q>% etwa als analytisch voraus, so besitzt das Losungssystem qt, pt3 von (50) offensicht-
heh Ableitungen behebig hoher Ordnung. Dièse Ableitungen existieren nun m einem
festen Gebiete O0, dessen Grofie und Gestalt nur von den Schranken der Ableitungen
hochstens zweiter Ordnung von f% und cpt abhangen. Anderseits lassen sich nach § 6

die ersten Ableitungen von q%, ptJ m demselben O0 durch die Schranken der
Ableitungen hochstens zweiter Ordnung von ft und von cpt abschatzen. Man schliefit daraus :

ein Losungssystem u% (des Cauchy'schen Problems) von (49) ist auch daim vorhanden,
wenn die Funktionen f%, cpt Ableitungen erster Ordnung besitzen, die îhrerseits Lip-
schitzbedmgungen erfullen. Dièses Losungssystem u% besitzt dann stetige, sogar den

Lipschitzbedingungen genugende, Ableitungen erster Ordnung. Zum Beweise brauchen

nur die ft, <pt durch analytische Funktionen îm Sinne des § 6 approximiert zu werden.
Ahnhches gilt fur Funktionen ft, cplf die Ableitungen hoherer Ordnung besitzen.

(Eingegangen den 14. Màrz 1937.)
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