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Die Gruppe des Petersenschen Graphen
und der Kantensysteme der regulâren Polyeder

Von Robert Frtjcht, Trieste (Italien)

In seinem Lehrbuch ,,Théorie der endlichen und unendlichen Graphen"
gibt Herr D. Kônig auf Seite 194 die Anregung, die Gruppe und die
Symmetrieeigenschaften des sogenannten Petersenschen Graphen zu
untersuchen, den man sich so entstanden denken kann, daB man zehn
Punkten die zehn Zahlenpaare (,,Transpositionen") (12), (13), (14), (15),
(23), (24), (25), (34), (35) und (45)1) zuordnet und je zwei dieser ,,Knoten-
punkte" dann und nur dann durch eine ,,Kante" verbindet, wenn die
entsprechenden beiden Zahlenpaare keine gemeinsame Zifïer enthalten
(siehe die Figur).

Unter der Gruppe eines Graphen versteht man hierbei die (naturlich
eine Gruppe bildende) Gesamtheit der Transformationen des Graphen in
sich, d. h. derjenigen Permutationen der Knotenpunkte des Graphen
sowie der von ihnen ausstrahlenden Kanten, bei welchen der Graph als
Ganzes in sich ubergeht. Ein Zweieck besitzt also z. B. eine Gruppe der
Ordnung 4, die direktes Produkt zweier Gruppen der Ordnung 2 ist, da

man sowohl die beiden Knotenpunkte des Zweiecks als auch die beiden
Kanten unabhangig voneinander vertauschen kann. Enthalt ein Graph
hingegen uberhaupt kein Zweieck, so kommen solche Vertauschungen
von Kanten allein bei Festbleiben aller Knotenpunkte uberhaupt nicht
m Frage, und man kann sich beim Aufsuchen der Gruppe eines Graphen
auf die Betrachtung der Permutationen seiner Knotenpunkte beschranken.

Fur den oben definierten Petersenschen Graphen behaupten wir nun, dafi
seine Gruppe von der Ordnung 120, und zwar mit der symmetrischen Gruppe
in 5 Variablen, @5, einstufig isomorph ist. Zum Beweise zeigen wir zu-
nachst in 1.), daB die Gruppe des Graphen eine Untergruppe besitzt, die
©6 einstufig isomorph ist; nachher zeigen wir in 2.), daB die Gruppe des

Graphen auBerhalb dieser Untergruppe keine weiteren Elemente mehr
enthalt, daB also dièse Untergruppe schon die ganze Gruppe des Graphen
umfaBt.

1. Ûbt man auf die Zifïern 1, 2, 3, 4, 5 eine Permutation

2 3 4 5 \
0C2 0C3 <%4 OC5J

1) Die Zahlenpaare (a, (3) und ((3, a) smd also hier und îm folgenden stets als
identisch zu betrachten.
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aus, so ergibt die entsprechende Permutation der Zahlenpaare (12),
(13), die dabei in ((Xi,(x2), K,^), ubergehen, eine Permutation
des Graphen in sich. DaB die Gruppe des Graphen eine zu @5 einstufig
isomorphe Untergruppe enthalt, werden wir also bewiesen haben, wenn
wir zeigen konnen, daB zwei verschiedenen Permutationen der Ziffern 1,2,
3, 4, 5 auch zwei verschiedene Permutationen der zehn Knotenpunkte

Zahlenpaare) entsprechen. Letzteres ist aber leicht einzusehen. Sei
namlich

/123 45\ D/l\ R r R r R eme von P==\\Pi h Ih Pi Pu! \ <* (X2 (X3 <%4 0C5 /

verschiedene Permutation. Da bei Q also (12) in (pl9 (ï2) ubergefuhrt wird,
so konnte Q nur dann zu derselben Transformation des Graphen in sich
fuhren wie P, wenn die Zahlenpaare (04, <x2) und (^, ($2) miteinander
identisch smd. Da nun P und Q verschiedene Permutationen sein sollen,
konnen nicht aile funf Gleichungen <xt P% (fur i 1, 2, 3, 4, 5) bestehen,
und ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir etwa annehmen,
daB a-i =£ ^ ist Daher fuhrt die angenommene Identitat der Knotenpunkte

(ocl9 oc2) und (Pl9 /32) auf oc2 px und (xx p2. Ebenso muBten aber
die Zahlenpaare (<xl9(xz) und (p±, Ps), in die (13) ubergeht, miteinander
identisch sein, was wieder wegen <xx ^ px auf oc3 px und (xx pz fuhren
wurde. Zusammen mit oc2 pt und ocx p2 fuhrt das aber auf a2 a3
und P2 p3, was nicht moglich ist, da ja die <xt und die f}t eine Permutation
der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 sind. Die Annahme, daB zu zwei verschiedenen
Permutationen P und Q dieselbe Permutation der Knotenpunkte des

Graphen gehoren konnte, fuhrt also auf einen Widerspruch.

2. Wir zeigen nun, daB es auBer den bisher betrachteten keine weiteren
Transformationen des Graphen in sich gibt. Angenommen, T sei eine
solche, und zwar gehe bei T der Knotenpunkt (12) in den Knotenpunkt
(x, X) uber. Dann bestimmen wir eine solche Permutation der Ziffern 1, 2,

3, 4, 5, bei welcher x in 1 und X in 2, also das Zahlenpaar (x, X) in (12)
ubergeht. Sei St eine solche Permutation, dann wird bei der Aufeinander-
folge der Transformationen T und 8l9 d. h. bei dem ,,Produkt" TSt der

Knotenpunkt (1,2) fest bleiben. Nun hat dieser letztere drei ,,Nachbar-
punkte" (3 4), (3 5) und (4 5), die wegen der Invarianz des graphen-
theoretischen Entfernungsbegriffs (siehe das oben zitierte Buch von
Konig, Seite 12) gegenuber Transformationen ,,Nachbarpunkte" bleiben
mussen, also bei Ausubung der Transformation TSt nur untereinander
vertauscht werden konnen. Es moge etwa (3 4) in (q a), (3 5) in (q r)
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und (4 5) m (a t) ubergehen, wobei die Ziffern ç> a r eine Permutation
von 3, 4, 5 smd Bezeichnen wir die zu dieser inverse Permutation der

Zifîern 1, 2, 3, 4, 5 mit $2, also $21== I « I so werden
\ 1 2 q a t /

beim ,,Produkt" Ttf^ die vier Knotenpunkte (1 ,2) (3 4), (3 5) und
(4,5) also einzeln fest bleiben Bei derselben Transformation konnen
dann die von (1, 2) verschiedenen ,,Nachbarpunkte" von (3 4), namlich
die Knotenpunkte (1,5) und (2 5) hochstens unteremander vertauscht
werden Fmdet eine solche Vertauschung wirkhch statt, so bezeichne $3

(1
2 3 4 5 \

i anderenfalls bezeichne S3 die îden-
2i 1 o 4 o J

tische Permutation, bei der aile Zifïern 1, 2, 3, 4, 5 einzeln fest bleiben
In beiden Fallen werden jedenfalls bei der ,,Produkttransformation"
TS1S2S3 aufier den Knotenpunkten (1,2), (3,4), (3 5) und (4 5)

auch noch (1,5) und (2,5) einzeln fest bleiben Als einziger Punkt, der
gleichzeitig ,,Nachbarpunkt" von (2 5) und (4 5) ist, bleibt dann aber
auch (1,3) fest, ebenso (2,4) als einziger gememsamer Nachbarpunkt
von (1 3) und (1 5) und (2 3) als Nachbar von (1 5) und (4 5),
schlieBhch als letzter Punkt auch (1,4)

Bei der Ausubung der Transformation TS182S3 bleiben also aile
Knotenpunkte des Graphen einzeln fest, das bedeutet aber, daB das

,,Produkt" S1S2S3, welches wegen der Gruppeneigenschaft von @5 selbst
eine Permutation der Zifîern 1, 2, 3, 4, 5 ist, die Wirkung von T ,,auf-
hebt" oder daB T dieselbe Permutation der Knotenpunkte des Graphen
hervorruft wie die Permutation (S1S283)~1 Unsere Annahme, daB es

auBer den unter 1 betrachteten Transformationen des Graphen, die durch
eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 ,,induziert" werden, noch eine
weitere Transformation T des Graphen in sich gebe, fuhrt also auf einen
Widerspruch, und unser Satz ist damit m allen Teilen bewiesen

In ahnlicher Weise kann man den Beweis auch bei anderen Graphen
fuhren, bei denen man die Gruppe ,,erraten" kann, z B bei den (als
abstrakte Graphen betrachteten) Kantensystemen der regularen Poly-
eder. Die Gruppen dieser Graphen stehen namlich in einem emfachen

Zusammenhang mit den bekannten entsprechenden raumhchenDrehungs-
gruppen der Polyeder

Bei den Diedern ist die Gruppe des Graphen, der vom Randpolygon
gebildet wird, mit der entsprechenden Diedergruppe identisch Beim
Tetraeder, bei dem die raumhche Drehungsgruppe mit der alternierenden
Gruppe in vier Variablen, 5M4, emstufig isomorph ist, ergibt sich fur den
durch das Kantensystem gebildeten Graphen die symmetrische Gruppe
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<54 (Dies ist nur ein spezieller Fall des sofort emleuchtenden allgememen
Satzes, daB der vollstandige Graph Gn, bei welchem je zwei der n Knotenpunkte

durch eme Kante verbunden smd, ©n zur Gruppe hat Bei den
ubngen regularen Polyedern, d h bei Wurfel, Oktaeder, Dodekaeder und
Ikosaeder, ergibt sich endlich, daB die Gruppe des durch die Kanten ge-
bildeten abstrakten Graphen aus der entsprechenden raumlichen
Drehungsgruppe des Polyeders2) erhalten werden kann, mdem man zu
dieser noch ein invariantes Elément der Ordnung 2 hmzunimmt, so daB
sich die Gruppe des Graphen als direktes Produkt der betrefïenden
Drehungsgruppe und emer Gruppe der Ordnung 2 darstellt Dièses

invariante Elément der Ordnung 2 kann man am raumlichen Polyeder-
modell sehr anschaulich deuten es ist emfach die Spiegelung am Mittel-
punkt, bei der jeder Punkt mit semem diametralen vertauscht wrrd
(m cartesischen Koordmaten also die Transformation xxf — xx,
x2f — x%, xz z==z — xz> die m den raumlichen Drehungsgruppen nicht
enthalten ist, da die Déterminante dieser Substitution — 1 ist)

Wir wollen den Beweis, daB es auBer den angegebenen keme weiteren
Transformationen des durch die Kanten eines regularen Polyeders
gebildeten Graphen gibt, nur am Beispiel des Oktaeders durchfuhren, da
dieser Beweis bei den anderen Polyedern ganz ahnlich verlauft

DaB zwei verschiedenen ,,Produkten" von raumlichen Oktaeder-
drehungen und einer etwaigen Spiegelung am Mittelpunkt auch ver-
schiedene Transformationen des Kantensystems des Oktaeders ent-
sprechen, ist unmittelbar emleuchtend Angenommen, es gebe eme
Permutation der Knotenpunkte des Graphen, T, die sich nicht auf dièse

Weise erzeugen lasse Da wir durch eme geeignete Drehung des Oktaeders,
die wir mit Sx bezeichnen wollen, jeden Eckpunkt des Oktaeders in jeden
anderen uberfuhren konnen, wurde es dann jedenfalls auch eme
Transformation TSX geben, bei der em bestimmter Knotenpunkt ,,1" des

Graphen fest bleibt Wegen der Invananz des graphentheoretischen Ent-
fernungsbegnfïes bleibt bei TSX auch sein Diametralpunkt fest, der etwa
,,2" heiBen moge Die ubngen vier Knotenpunkte ,,3", ,,4", ,,5" und ,,6"
konnen bei T8X nur unteremander vertauscht werden, fugt man aber an
TSt noch eme geeignete Drehung S2 des Oktaeders um die Achse

,,1" — ,,2" an, so kann man erreichen, daB noch ein weiterer Punkt,
z B ,,3", bei TS1S2 fest bleibt — und damit gleichzeitig sein Diametralpunkt,

der etwa ,,4" heiBen moge Bleiben nun bei 21>Sf1/Sf2 auch die
Punkte ,,5" und ,,6" einzeln fest, so sei $3 E (Identitat), anderenfalls
sei $3 das ,,Produkt" aus emer Drehung des Oktaeders um 180° um die

a) d i ®4 fur Wurfel und Oktaeder, 2J5 fur Dodekaeder und Ikosaeder
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Achse ,,5U — ,,6" und aus emer Spiegelung am Mittelpunkt In beiden
Fallen werden die sechs Knotenpunkte des Graphen bei Ausubung dei
Transformation TStS2S3 emzeln fest bleiben also ist T entgegen der
Annahme mit dem der angegebenen Gruppe angehongen Elément
(^tfg&j)-1 identisch

Wir wollen noch kurz darauf hmweisen, daB man die Bestimmung der
Gruppe des Petersenschen Graphen (sowie derjenigen des Kanten
Systems des Oktaeders) auch auf folgenden allgemeinen Satz ubei
Permutationsgruppen zuruckfuhren kann

Diejemgen Permutationen der l ~ I Transpositionen (1 2) (1 3)

(n— l,n), bei welchen zwei ziffernfremde Transpositionen stets wiedei %n

zwei ziffernfremde Transpositionen ubergehen, bilden fiir n 3 und n ^ 5

eme zur symmetnschen Gruppe ©„ einstufig isomorphe Gruppe, fur n 4

ergibt sich hmgegen eme Gruppe von der Ordnung 48 — 2 4^ die das direkte
Produkt von @4 mit emer Gruppe der Ordnung 2 ist (Statt von zifïern
fremden Transpositionen kann man hierbei auch von mitemander \er
tauschbaren Transpositionen sprechen

Der Beweis dièses allgemeinen Satzes soll hier mir kurz angedeutet

werden Man betrachte eme beliebige Permutation P der „ I

Transpositionen bei îhr gehe (1 2) m (<xl9 oc2) und (1 3) in (<xl5 oc3) uber Dann
konnte (1,4) entweder m eme Transposition von der Form (at oc4) odei
aber in (oc2,<xz) ubergehen Der letztere Fall kann nun aber fur n ^ 5

nicht emtreten, da die der Transformation (1,5) bei P entsprechende
Transposition zu kemer der drei Transpositionen (at, oc2), («i ^3) und
[oct, ocz) ziffernfremd sein durfte, was offenbar fur keme von diesen drei

Transpositionen verschiedene Transposition der Fall ist (Fur n — 4

kann dieser Fall sehr wohl emtreten, und dies begrundet die Ausnahme

stellung dièses leicht zu erledigenden Falles So fortfahrend schlieBt

man, daB (1 5) m eme Transposition der Form (ax oc5) ubergehen muB

weiter (2 3) m (oc2, ocz) usw und es zeigt sich, daB man die Permutation P

der 1 9|Transpositionen einfach erhalten kann, indem man m îhnen auf
\ZJ / 1 2 3 n \die Zifïern 1, 2, 3, n die Permutation! I ausubt

Die Anwendung dièses Satzes fur n 5 auf den Petersenschen Graphen
ergibt sich unmittelbar aus der oben angegebenen Définition des letzteren
Was das regulare Oktaeder betnfït, so ergibt sich die Anwendung auf
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sein Kantensystem fur n — 4 aus der Tatsache, daB man seinen sechs

Eckpunkten die sechs Transpositionen (1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4)
und (3,4) so zuordnen kann, daB je zwei Diametralpunkten des Okta-
eders (und nur solchen) zwei zifïernfremde Transpositionen entsprechen.

Wir sehlieBen mit einer Bemerkung dariïber, wie man aus dem Petersen-
schen Graphen anschaulich (natiïrlich bereits bekannte) Eigenschaften
der Gruppe @5 ableiten kann. Da dieser Graph 10 Knotenpunkte und
15 Kanten besitzt, geben die Vertauschungen der Knotenpunkte bezw.
der Kanten bei Ausiibung sâmtlicher Transformationen des Graphen in
sich AnlaB zu Darstellungen von <g5 als Permutationsgruppe in 10 oder

(1.2)

(3,4)
(4,5)

(1.5) (2,3)

15 Variablen. Interessanter als dièse ist aber, daB man auch eine Dar-
stellung von @5 als Permutationsgruppe in 6 Variablen auf folgende
Weise erhalten kann :

Der Petersensche Graph enthâlt keine Zwei-, Drei- oder Vierecke, wohl
aber 12 Funfecke, die man in 6 Paare von je zwei miteinander knoten-
punktfremden Fùnfeeken einteilen kann. (Ein solches Paar ist z. B. das

Funfeck (1 2) — (3 4) — (1 5) — (2 4) — (3 5) zusammen mit dem
Funfeck (1 4) — (2 5) — (1 3) — (4 5) — (2 3) ; in der Sprache der
Graphentheorie bildet jedes solche Fûnfeckspaar einen ,,Faktor zweiten
Grades", wie er bei der Faktorzerlegung des Graphen auftritt.) Die
Vertausehungen dieser 6 Fiinfeekspaare bei den Transformationen des

Graphen in sich bilden eine, wie man sofort erkennt, zu @5 einstufig
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isomorphe transitive Permutationsgruppe in 6 Variablen. FaBt man dièse
als eine Darstellung in ganzen linearen Substitutionen auf, so kann man
einmal die identische Darstellung ,,abspalten" (siehe z. B. A. Speiser:
Die Théorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. 1927, S. 184)
und gelangt so zu einer irreduziblen Darstellung von @5 durch ganze
lineare Substitutionen funften Grades. Von deren Charakter ausgehend
kann man unter Hinzunahme der Darstellung von @5 durch Permuta-
tionen in 5 Variablen (durch die man die Gruppe @5 ja gewohnlich
definiert) sehr einfach auch die ubrigen einfachen Charaktere von @5 ab-
leiten, worauf wir aber hier nicht naher eingehen wollen.

(Eingegangen den 26. Februar 1937.)
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