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Sur la courbe péanienne de M. Sierpinski

Par H. Steinhaus, Lwôw

La courbe classique de Peano, qui remplit le carré [— J, J]2, est définie

par deux fonctions continues x <p(t), y ip{t) que l'on obtient par le
procédé bien connu1) des approximations graphiques. Ces fonctions
établissent entre le carré en question et le segment — J<£<\ une
correspondance qui conserve la mesure : si 8 est un sousensemble mesurable (L)
de [— |, \ ] et / l'image plane de S, alors la mesure linéaire | S \ de S est
égale à la mesure plane de /. Il s'ensuit que les deux fonctions q> (t), \p(t)
sont à distribution régulière (à d. r.); nous entendons par là que l'on a

| E(x± ^<p(t) <x2)\ x2 — xx (1)
t

si — K^ <#2^i> e^ de même pour ip(t); E(R) signifie l'ensemble des
t

t vérifiant R. Il s'ensuit aussi que les fonctions (p{t), \p{t) sont indépendantes

l'une de l'autre dans un sens qui sera précisé plus bas.

M. Lebesgue2) a été le premier à généraliser la courbe de Peano en
construisant une suite {fn(t)} de fonctions continues qui fournit toutes
les suites numériques {an} (—K#n^i) quand t parcourt [—J, £].
M. BorgeJessen3) a donné un autre exemple d'une courbe continue
remplissant le ,,cube" [—J, J]Ko et l'auteur de cette note en a donné un
troisième aux Comptes Rendus4) en visant la conservation des mesures.

Il a obtenu ainsi une suite de fonctions indépendantes et continues. Nous
attribuons à cette expression la signification suivante.*)

Un système de n fonctions indépendantes dans [— J, J] est caractérisé

par l'égalité

n n

*=1t *=1 t

l) Math. Ann. 39 (1890), p. 157.
Nous choisissons le carré [—1/a 1I2]2 pour avoir / cp(t)dt / \p{t)dt 0 ; la raison

n'apparaît que dans les applications dont nous ne parlons pas ici.
2) Journ. de Math. (6) 1 (1905), p. 210.
s) C. R. du septième Congrès des mathématiciens Scandinaves, Oslo, 1930.

4) C. R. de l'Acad. des Se. 202 (1936), p. 1961.

*) Cette définition a été formulée déjà en 1929 par M. Kolmogoroff à la fin d'une
Note (en russe) insérée aux Comptes Rendus de l'Académie Communiste p. 8—21,
comme je viens de l'apprendre (Remarque pendant l'épreuve, 17. 12. 1936).

166



qui doit avoir lieu pour tous les ock, f}k réels. Une suite de fonctions
indépendantes sera, par définition, une suite dont n termes vérifient la
condition (2) quelque soit n. Nous ne considérons que des fonctions
mesurables (L). L'intérêt qu'il y a à définir des suites de fonctions indépendantes

consiste en ce qu'elles réduisent certains problèmes du calcul des

probabilités à la théorie des fonctions5).
Or, M. Sierpinski6) a réussi tout récemment à construire une courbe

péanienne remplissant le ,,cube" [— \, J]*° en partant de deux fonctions
<p (t) et ip(t) de Peano et en posant tout simplement

U*) <P(Vnr-i(t)), V>o(t)=t> y»(0 V(V*-i(0); (n=l, 2,...) (3)

La démonstration de M. Sierpinski est aussi simple que la définition.
Nous allons montrer que les fonctions continues fn(t) constituent une suite
de fonctions indépendantes à distribution régulière.

1. Remarquons d'abord que la propriété (1) admet dans le cas actuel
la généralisation

\E(<p(t)eX)\ \X\, \E{v{t)eX)\ \X\, (4)
t t

X étant un sousensemble mesurable, d'ailleurs quelconque, de [— J, £].
En effet, on peut recouvrir X par un système dénombrable de segments
[x1, x2] et en faire autant avec CX, le complémentaire de X, de manière

que la longueur totale des segments employés approche \X\, respectivement

|CX\ ; en tenant compte de (1) on obtient (4). Il est évident que la
propriété (4) convient à la composition de deux fonctions continues, si elle
convient aux composantes; il s'ensuit que (4), donc (1), convient aux
fn(t) de (3). Ainsi nous avons montré que ces fonctions sont à distribution
régulière.

2. Soit .F une fonction mesurable quelconque définie dans [— J, J]. Je
dis que les fonctions <p(t) et F[y(t)] sont indépendantes. Nous aurons à

examiner la validité de (2) pour ces deux fonctions. Or, l'ensemble
E (<x2^ F [ip(t)]< fi2) est identique à l'ensemble E[y)(t)eA], A étant un
t t

certain ensemble mesurable. Tout revient donc à généraliser (2) d'une
manière tout à fait analogue à celle qui nous a permis tout à l'heure de

passer de (1) a (4); les mêmes moyens conduisent au but, la fonction ip(t)
étant à d. r.

6) Sur les fonctions indépendantes (I), (II) et (III), Studia Math. 6 (1936),
p. 46, p. 59 et p. 89.

8) Remarque sur la courbe péanienne, Wiad. matematyczne 42 (1936), p. 1.
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3. En conservant les notations faisons une troisième remarque: la
1

valeur de l'intégrale définie § F[ip(t)]dt ne change pas quand on y rem-
o

place xp (t) par t, en effet, il suffit de calculer cette intégrale par la méthode
i

classique de Lebesgue, en appliquant (4), pour la réduire à §F(t)dt
o

4. Rappelions enfin que, suivant un résultat de M Kac1), la condition
(2) équivaut au critère analytique

(5)

qui doit être satisfait pour tous les A réels.

Or, nous pouvons écrire maintenant

J J
0 0

1 1

J e^v^dt $elF Wl»dt [ à cause de 2 et (5) ]
o

•I"
0 0

1 1

[ à cause de 3 ]
Ô 0îii000 [à cause de 2 et (5) ]îi i
0

J e**i9<t)dtJe**t<pW(t»dt... fe*h*y{v^i<t) )dt [ à cause de 3 ]

0 0 0

o

Nous avons ainsi vérifié la relation (5) pour les fonctions fn(t) définies

par les formules récurrentes (3). Suivant 4, nous avons montré par là
l'indépendance de cette suite de fonctions.

Remarquons encore que notre résultat implique que la courbe passe

') Loc. cit. 5) (I).
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par tous les points du ,,cube" [— J, ^]Ko et que sa projection sur le ,,cube"
[— h i]n définie par

fait correspondre à tout sousensemble de ce ,,cube" un ensemble des t de

mesure égale, ce qui n'est pas réciproque. Nous avons donc suivi un
chemin différent de celui de la Note des Comptes Rendus où nous avons
commencé par une courbe construite d'après le principe de Peano afin

que la conservation des mesures soit évidente, tandis qu'ici cette
conservation n'est qu'un corrollaire de l'indépendance qui à elle admet une
démonstration analytique.

(Reçu le 3 décembre 1936.)
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