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Uber kubische diophantische Gleichungen
mit endlich vielen Ldsungen

Von G. Bmring, Uppsala

In einer vor kurzem publizierten Note in dieser Zeitschrift bewies
T. Nagell den folgenden Satz!):

1. Es sei 2 ein beliebiger Rationalitatsbereich, und es sei B eine Zahl in
Q, die weder die Form 27 &% noch die Form — 16 «% hat, wo « eine Zahl in
2 bedeutet. Es sei ferner die diophantische Gleichung

2 — B = y* (1)

in nicht verschwindenden Zahlen x und y aus £ unlésbar. Dann ist sie
noch immer unlésbar nach Adjunktion von J—-3 zu Q.

9. Wenn 2 die Zahl cos gg_ nicht enthalt, gilt ferner: Es sei die Glei-

chung (1) fiir B = 24- 33 in Zahlen aus £ unlosbar abgesehen von den
Losungen £ =12, y = 4-36. Dann ist sie noch immer unlésbar nach

Adjunktion von J—3, abgesehen von den Lésungen 2% =123, y = 4- 36
und =0, y= 4 12 y—3.

Dieser Satz war als eine Verallgemeinerung des folgenden Fueter’schen
Satzes entstanden?):
Wenn die diophantische Gleichung

B+np=1

in einem der beiden Zahlksrper R (Jm) und R (J)—38m) in nicht ver-
schwindenden Zahlen & und 7 losbar ist, dann ist sie auch in dem anderen
lIosbar.
Dies entspricht dem Nagell’schen Satze fiir B=24-33 und 2= R(]/77L) .
C. E. Lind bewies neulich das folgende Analogon zu dem Nagell’schen
Resultate3):

1) T. Nagell, Uber die Losbarkeit gewisser diophantischer Gleichungen
dritten Grades, Commentarii Mathematici Helvetici, vol. 9 (1936), S. 31.

%) R. Fueter, Die diophantische Gleichung &+ 7%+ §3 = 0. Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie d. Wiss. Math.-Naturwiss. Klasse. Jahrg. 1913, 25 Abh.

3) C. E. Lind, Ein Analogon zu einem Nagell’schen Satze iiber kubische
diophantische Gleichungen, Commentarii Mathematici Helvetici, vol. 9 (1937), S.156.
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Es sei 2 ein beliebiger Rationalititsbereich, und es sei 4 eine Zahl in Q,
die nicht die Form «4 hat, wo « eine Zahl in Q2 bedeutet. Es sei ferner die
diophantische Gleichung

28— Az = y?

in nicht verschwindenden Zahlen x und y aus £ unlosbar. Dann ist sie
noch immer unlésbar nach Adjunktion von J—1 zu £.

Das Ziel dieser Note ist, zu zeigen, wie man die Resultate von Nagell
und Lind noch weiter verallgemeinern kann.

Zunichst eine Bemerkung iiber die allgemeine diophantische Gleichung

23 — Ax — B = y?, (2)

wo die Koeffizienten 4 und B zu einem beliebig gegebenen Rationalitéts-
bereich 2 gehoren, und wo 4 A3 — 27 B2 + 0 ist. Fiir die Kurve (2) haben
wir die elliptische Parameterdarstellung

r=pu), y=14%4¢'(v) .

Wir nehmen nun an, dal die diophantische Gleichung (2) nur endlich
viele Losungen in Zahlen x und y aus 2 besitzt. Dann ist bekanntlich fiir
jede solche Losung das Argument # mit einer Periode der elliptischen
Funktion g (%) kommensurabel?).

Fir den Spezialfall A = O wollen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Es sei 2 ein beliebiger Rationalititsbereich, und es sev B eine
Zahl in Q. Hat dann die dvophantische Gleichung

2 — B = y* (3)

nur endlich viele Losungen tn Zahlen x und y aus 2, so gilt dasselbe auch
nach Adjunktion von J—3 .

Beweis: Es sei z, y eine Losung im Korper Q (JJ—3) aber nicht im
Korper 2 der Gleichung (3). Dann ist auch «’, y’ eine Losung in Q(}/—3),
wenn 2’ zu z und ¥’ zu y in bezug auf R (V:—_—“3) relativkonjugiert sind.

Die Argumente dieser beiden Punkte auf der Kurve (3) seien » und #’.
Dann folgt aus den Additionsformeln der Funktionen g («) und ¢’ (u), daB3
das Argument » + %’ einer Losung der Gleichung (3) in £ entspricht.

1) Siehe z. B. A. Hurwitz, Uber ternare diophantische Gleichungen dritten
Grades. Vierteljahrsschrift d. Naturf. Gesellschaft in Zurich, Bd. 62, 1917.
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Wir nehmen jetzt an, dafl die Gleichung (3) nur endlich viele Lésungen
in 2 hat, aber unendlich viele relativkonjugierte Losungspaare z, y¥ und
2,y in Q (V:§) mit den entsprechenden Argumenten » und #'. Weil
die Gleichung (3) nur endlich viele Losungen in £2 hat, mull dann » -+ «’
mit einer Periode kommensurabel sein, oder

w -+ u' E% (modd w, w,),

WO w, w, ein primitives Periodenpaar von g (%) ist, w irgendeine Periode
und % eine natiirliche Zahl. " ist das Argument einer gewissen Losung
von (3) in £.

Dann muf} aber fiir wenigstens einen dieser Werte%— , Z.B. %—‘, gelten,
daB die Kongruenz !
, W .
u,-—{—uiE?—z—l (modd w, w;) (=1,2,...)
1

fiir unendlich viele inkongruente Argumentenpaare u; und w; erfiillt ist,
die relativkonjugierten Losungen in £ (J/—3) entsprechen.

Man bilde jetzt die unendliche Reihe von Argumentenpaaren:

’U,‘-:ul_uz

’ 14
by = U — Y

Ein jedes dieser Argumente gibt eine Losung in £ (J)—3) (nach den
Additionsformeln), und v, und v; geben konjugierte Losungen. Alle v,
sind inkongruent (modd o, w,), wie die u;. Dasselbe gilt von den v;.
Eventuell konnte gelten: v;=v; und v;=v;. Die Anzahl inkongruenter
Argumentenpaare v;, v; wird aber jedenfalls unendlich. Es ist aber

v;+v;, =0 (modd w, w,) .
Also ist

P @) =78 (—v)=p (v),
und

’

) =% (—v)=—7¢ ).

Nun sind aber ¢ (v;) zu ¢ (v;) und §’(v,) zu §'(v;) in bezug auf R (}/—3)
relativkonjugiert, und es folgt

pl)= §@)=o
F () =—¢'(v) = 2B,J—3
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wo «; und B; Zahlen sind, die zu £ gehoren. Diese unendlich vielen
Wertepaare «,, f; geniigen alle der Gleichung

—3p=al—B.
Wird jetzt
2 3__3 BB,
Xz:;ﬂ'b_!; ) Y‘l:ﬁ% 35%
o — o

gesetzt, so erhdlt man unendlich viele verschiedene Wertepaare X, Y,
die zu 2 gehoren und der Gleichung

X} —B=1

geniigen. Dies ist aber gegen die Annahme.
Auf ganz analoge Weise wird folgender Satz bewiesen:

Satz 2. Es sei 2 ein beliebiger Rationalititsbereich, und es ser A eime
Zahl in Q. Hat dann die diophantische Gleichung

3 — Ax = y? (4)

nur endlich viele Losungen in Zahlen x und y aus 2, so gilt dasselbe auch
nach Adjunktion von J—1.

Beweis: Nehmen wir an, dafl die Gleichung (4) nur endlich viele
Losungen in 2 hat, aber unendlich viele Losungen in 2 (J)—T1), so ergibt
sich durch ahnliche Uberlegungen wie im Beweise von Satz 1 die Existenz
von unendlich vielen verschiedenen Wertepaaren «,, f8;, die zu £2 gehéren

und der Gleichung
o— Ao, = — f;
geniigen. Wird jetzt
X,=—a;,und Y, = f;

gesetzt, so erhilt man unendlich viele Losungen X; und Y; in £ der

Gleichung
X} —AX,=7Y;.

Dies ist aber gegen die Annahme.
Mittels der hier angewandten Methode ist es leicht Satz 1 durch den

folgenden priziseren Satz zu ersetzen, wenn £ reell ist:
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Satz 3. Hs set in Satz 1 der Korper Q2 reell. Es set n eine natiirliche
Zahl mit der Higemschaft, daf3 nu gleich etner Periode ist, sofern w das
Argument etner beliebigen unter den endlich vielen Lisungen der Gleichung
(3) in Q vst. Bezeichnet dann v das Argument einer Lisung dieser Gleichung
in Q (J— 8), so ist 3nv gleich einer Periode.

Satz 2 kann durch den folgenden praziseren ersetzt werden:

Satz 4. Es sei in Satz 2 der Kdirper £2 reell. Es sei n eine natitrliche
Zahl mat der Higenschaft, daf3 nu gleich einer Periode ist, sofern w das
Argument etner beliebigen unter den endlich vielen Loésungen der Gleichung
(4) wn Q2 ist. Bezeichnet dann v das Argument einer Losung dieser Gleichung
in Q (J—1), so ist 2nv gleich einer Periode.

Diese Sitze und mehrere noch weitergehende Resultate werden in
meiner Dissertationsabhandlung bewiesen.

(Eingegangen den 3. Dezember 1936.)
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