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Uber Erweiterungen von
unendlichen algebraischen Zahlkdrpern

Von Max GuT, Ziirich

1. Bezeichnungen, Definitionen, Inhaltsangabe. — Es bedeute in dieser
Arbeit k immer einen algebraischen Zahlkoérper von unendlich hohem

Grade und %k den Korper der rationalen Zahlen. Da k aus abzéhlbar
(0)

unendlich vielen Zahlen besteht, kann man immer eine Folge von von-

einander verschiedenen algebraischen Zahlkoérpern endlichen Grades

k,k,k, -, k, --- angeben, von denen jeder den vorangehenden enthalt,
(0) (1) (2) (%)

und deren Kompositum k ist: k = lim k. Fir vorgegebenes k ist die
t=oco (1)

definierende Korperfolge k natiirlich nicht eindeutig bestimmt, aber dies
(¥)

macht, wie man auf Grund einer Arbeit von E. Stiemke!) oder direkt

erkennt, fiir die folgenden Untersuchungen nichts aus, und man kann

sich eine feste Korperfolge in willkiirlicher Weise ein fiir allemal heraus-

gegriffen denken.

Unter der kurzen Bezeichnungsweise: ,,Ideal in einem Koérper soll
immer ein Ideal im Ring der ganzen Zahlen des betreffenden algebraischen
Zahlkorpers verstanden werden; ein Primideal ist ein solches, dessen
Restklassenring nicht nur aus der Null besteht und auBler der Null keine
Nullteiler hat. Sind ¢ und b irgend zwei Ideale in einem Kérper, so ver-
stehen wir unter ihrem Produkt b die Gesamtheit aller endlichen
Summen

alb1+a2b2+"'+arb'r ’ 72132,3"”;

wo die a;, GroBen aus g, die b; Groflen aus b sind. Gibt es eine nicht
negative ganze rationale Zahl s, so dall ¢® ein Teiler des Ideals { (im
mengentheoretischen Sinne!) ist:

a2,

wihrend ¢*+! nicht mehr Teiler ist von {, so sagen wir, dal} das Ideal a¢ der
Beitrag von a an das Ideal i sei.

1) Stiemke, Erich: Uber unendliche algebraische Zahlkérper. Math. Zeit-
schrift, Bd. 25 (1926), S. 9—39.
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Den Durchschnitt von zwei Ringen ¢, und r, (Gesamtheit aller Zahlen,
die sowohl ¢, wie t, angehoéren) bezeichnen wir mit ¢, ~ t,.

Es moge im folgenden K immer irgend eine Erweiterung endlichen
Grades von k bedeuten. Weil k die Charakteristik Null hat, so gilt der
Satz vom primitiven Element, und man kann also K aus k gewinnen
durch Adjunktion einer geeignet gewihlten algebraischen Zahl @, die
man auch immer als ganz voraussetzen darf: K =1Fk (0). Ist K vom
Relativgrade » in bezug auf k, und ist 2 irgend eine Zahl von K, so be-

zeichnen wir mit
QW -0 QO .....Q(n) ,

die zu 2 in bezug auf k relativ-konjugierten Grofen. Die ganzen Zahlen
von K besitzen nach Stiemke?) eine Basis mit abzidhlbar unendlich vielen

Basisgrofen:
Q,, 2, 2,, -+ ad inf.

Definiert man dann die Relativdifferente © von K in bezug auf k als das
Produkt der n — 1 Elemente

E® =(Q,—09 Q, 09 Q. 0% adinf.), s=2,3,..., n,
also n
D=1II €9, (1)

8§=2
8o zeigen wir zundchst im Abschnitt 2, dafl © der grof3te gemeinschaft-
liche Teiler der Relativdifferenten aller ganzen Zahlen von K ist.

Es bedeute ferner p immer eine rationale Primzahl und

pP=p,0, 9, ..., P, ...
(0) @ @ ®

eine Folge von Primidealen bezw. aus &, k, k, -+, k, ---, wobei jedes Ideal
(0) (1) (2 (%)
der Folge das vorangehende enthélt. Dann ist der groBte gemeinsame

Teiler (die Summe) aller dieser Ideale ein bestimmtes Primideal p von & :

p= (‘3 > PP, ., #? 3 e e ) = !illl 1? e
o @O @ (@) i=o0 (3)

Umgekehrt gehért zu jedem Primideal p von k eine solche eindeutig
bestimmte Folge von Primidealen

p=9nn k.
() (%)
2) Stiemke, E., 1. c. S. 15, Satz IV.
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Bedeuten ¢ und f die absolute Ordnung, bezw. den absoluten Grad des
() @
Primideales p von k, so ist jede dieser beiden natiirlichen Zahlen mit
(?) (9)
wachsendem ¢ monoton nicht abnehmend. Sind diese beiden Gréfen mit
wachsendem ¢ beschrinkt und

lime=e , limf=f,

t=00 () t=o00 (i)
so sind e und f die absolute Ordnung, bezw. der absolute Grad von p.

Es gibt Kérper k£ von unendlich hohem Grade mit der Eigenschaft, daB
fur jedes festgehaltene Primideal p von k die Werte e und f mit wachsen-
(@) (?)

dem ¢ beschréinkt bleiben, d. h. also mit der Eigenschaft, da3 die absolute
Ordnung und der absolute Grad fiir jedes Primideal p von k& endliche
GroBen sind. In der Folge verstehe man unter k tmmer einen algebraischen
Zahlkéorper unendlichen Grades von diesem Typus, abgesehen vom Ab-
schnmitt 2, wo k ein beliebiger algebraischer Zahlkdrper von unendlichem
Grade sein darf. Ein Existenzbeweis fiir solche Kérper ergibt sich sofort
durch direkte Konstruktion auf Grund eines von H. Hasse®) und
O. Ore*) bewiesenen Existenzsatzes iiber Korpererweiterungen endlichen
Grades von gewdhnlichen algebraischen Zahlkoérpern. Man schreibe nam-
lich die rationalen Primzahlen nach wachsender GroBe auf, und es
bedeute p, die ¢-te Primzahl, also p, = 2, p,= 3, p,= 5 usf. Wihlt man

fiir + = 0 allgemein fiir 'lc einen beliebigen Erweiterungskorper endlichen
Grades von Ig, der nur (f(i;'lgedjngung geniigt, daB} jedes der endlich vielen
Primideale i:z)n l‘_” welche Teiler einer der Primzahlen p,, p,, ***, p;, P; 14
sind, in k in laut(:a)r Primideale von der Relativordnung und vom Relativ-
grad l(ggl)bezug auf k zerfallt, so ist offenbar k = lim k¥ vom verlangten

Zu den Korpern k von diesem speziellen Typus gehéren wichtige
Koérper; wir beweisen insbesondere im Abschnitt 6, daBl das Kompositum
aller absolut zyklischen Koérper von einem festen Primzahlgrade ein
solcher Korper £ ist.

%) Hasse, Helmut: Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkorper.
Math. Ann. Bd. 95 (1926), S. 229—238. Siehe Satz 1 dieser Arbeit auf S. 229.

4) Ore, Oystein: Uber den Zusammenhang zwischen den definierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen Korpern. Erste Mit-

teilung: Math. Ann. Bd. 96 (1926), S. 313—352; zweite Mitteilung: Math. Ann. Bd. 97
(1927), S. 569—598. Siehe Satz 13 auf S. 349/350 und die Bemerkung auf S. 598, 3. Alinea.
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Wir zeigen nun in dieser Arbeit, wie man fiir solche Kérper ¥ unab-
héngig von der allgemeinen Theorie der Erweiterungen der unendlichen
algebraischen Zahlkérper, wie sie Herbrand aufgestellt hat?®), auf ein-
fachste Weise die Theorie der Erweiterungen von endlichem Grade ent-
wickeln und dabei eine Reihe neuer Satze gewinnen kann. Es gilt ndmlich
mutatis mutandis die arithmetische Theorie, die Oystein Ore®) iiber Er-
weiterungen endlichen Grades von gewdéhnlichen algebraischen Zahl-
korpern aufgestellt hat. Insbesondere gelten der Zerlegungssatz fiir die
Primideale von k (Abschnitt 3), der Satz iiber die Liickenzahlen der
relativen Supplementzahlen (Abschnitt 4), der Existenzsatz iiber Erwei-
terungskorper von endlichem Grade, in denen endlich viele Primideale
von k vorgeschriebene mogliche Zerlegungen und relative Supplement-
zahlen haben (Abschnitt 4), und der schone Satz iiber den maximalen
Beitrag eines Primideales von k zur Relativdiskriminanten bei fest-
gehaltenem Erweiterungsgrad (Abschnitt 5). Endlich bleibt das Krite-
rium iiber gemeinsame auBerwesentliche Relativdiskriminantenteiler er-
halten (Abschnitt ).

Man beachte, da3 jeder Unterkérper unendlichen Grades eines Zahl-
korpers von unserem speziellen Typus auch wieder von unserem Typus
ist. Ebenso ist jede Erweiterung endlichen Grades eines Zahlkorpers von
unserem Typus wieder von unserem Typus. Beides erhellt sofort aus der
Definition von k.

Unter einem ,,Polynom in einem Zahlkorper verstehen wir ein
Polynom, dessen Koeffizienten ganze Zahlen dieses Zahlkorpers sind. Ist
insbesondere der Koeffizient der hochsten Potenz gleich 1, so heilit das
Polynom mnormiert. Mit D (f) bezeichnen wir die Diskriminante des
Polynoms f(x).

2. Wir beweisen den Satz : Die Relativdifferente einer endlichen Erwei-
terung irgend eines unendlichen algebraischen Zahlkoérpers ist gleich dem
grofiten gemeinschaftlichen Teiler der Relativdifferenten aller ganzen
Zahlen des Erweiterungskorpers.

Es seien in der Tat
6y, 6, O,, ... (2)

die abzdhlbar unendlich vielen voneinander verschiedenen, K in bezug

8) Herbrand, Jacques: Théorie arithmétique des corps de nombres de degré
infini: I. Extensions algébriques finies de corps infinis. Math. Ann. Bd. 106
(1932), S.473—501, II. Extensions algébriques de degré infini. Math. Ann.
Bd. 108 (1933), S. 699—717.

%) Vgl. die in Anmerkung 4 angegebenen Arbeiten.
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auf k = lim k relativ-definierenden ganzen Koérperzahlen von K. Fir
t=o00 (%)

l=0,1,2, - bezeichne f,(x) das normierte, in k irreduzible Polynom

von k vom Grade n, das die Nullstelle @, besitzt. Es ist zu zeigen, daf} das

von den GréBen f,(0,) erzeugte Ideal von K :
D* = (£1(00) . 1O1), f(0y), ... ad inf.) (3)

gleich dem in Formel (1) definierten Ideal © ist.

Fiir jedes festgehaltene ! gibt es in der Folge k, k, k, ---, k, -+ einen

(0) (1) (2) @)
ersten Korper, etwa mit dem Index 7,, so daf} f,(x) ein Polynom in diesem
Korper ist. Es sei I die kleinste unter allen Zahlen ¢,. Wir diirfen an-
nehmen, daf} in (2) die Numerierung der @, so getroffen wurde, daf} f,(x)
seine Koeffizienten in £ hat. Wir schreiben dann kiirzer @ statt &, und
(I
f(z) statt fo(x). Im folgenden sei itmmer i = I. Dann ist jedenfalls, da f(x)
a fortiori irreduzibel in £ ist, fir alle Indices ¢ der Koérper K = k() ein
0) @
Erweiterungskorper n-ten Grades von %, ferner K ¢ K und K =1lim K =
@) @) (E+1) i= 0 (1)

k(0).

Es habe fiir jeden Index 2 der Kérper K den absoluten Grad &N ,, und die
(2)
Groflen Q,,Q,, .-+, Qy. seien eine Basis fiir die ganzen Kdérperzahlen
(@ @ (@)
von K. Die Ideale
(¥
O =2, —9 Q, 0O . 0, —09),8=2,3,...,n,
(5) ® ® © @O @ @
sind die n—1 Elemente der Erweiterung k(@) und das Ideal von K:
(® ®
D =1I €9
(®) =2 ()
ist die Relativdifferente von K in bezug auf k. Es ist klar, dafl
@ @)
Dc®, und das Ideal von K:
(@) (@+1)
9,9,9,...adinf) = lim D=9 (4)
I (I+1) (I+2) t=o00 (7)

ist, geméll Definition (1) .

Ist fiir einen festgehaltenen Index ¢ die Gr6fe H irgend eine K in bezug

)

auf k bestimmende ganze Zahl, dann ist H von der Form:

(¥
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H=8+$,0+ 0%+ --- 4 B, O,

wo die (nicht notwendigerweise ganzen) Zahlen §,, 8,, 5, *** B,—1 In k
liegen, und die ganzen algebraischen Zahlen )

H® = g, +/31@(s) + B, 02 1 ... +/3n_1@(3)”—1 , 8=1,2,.--, n, (5)

sind alle voneinander verschieden. Das normierte Polynom n-ten Grades,

welches die n GroBen (5) als Nullstellen hat, ist nicht nur irreduzibel

in k, sondern auch in k. Denn wire es reduzibel in &k, so konnten die
(%)

Groflen (5) nach bekannter Schlu8weise nicht voneinander verschieden

sein. Ks ist mithin H gleich einer der Groflen (2). Da D gleich dem gréften
®
gemeinschaftlichen Teiler der Relativdifferenten (von K in bezug auf k)
(@) (@)
aller ganzen Zahlen von K ist, ist folglich eine festgehaltene Grofle von ©
©) (®)
eine endliche Summe von Produkten von der Form I, - ;(®,;), wo I'; eine
ganze Zahl von K ist, und @, eine in K enthaltene Zahl von den Zahlen
(@) (?)
(2) ist, also gemalB (3)
D cDO*.
(9)

Da nach (4) jede festgehaltene GroBle von D fiir geniigend grofles 7 in

einem D liegt, folgt
& DS DO*. (6)

Halt man anderseits den Index ! aus der Reihe I = 0, 1, 2, --- fest, so
liegt die GroBe f, (@,) fiir geniigend groBes ¢ immer in . Irgend eine fest-
(?)
gehaltene Grofle des Ideals D* liegt mithin fiir gentigend grofles ¢« immer
in ©, also nach (4) auch in . Daraus folgt
(?)
D*C D, (7)

Aus (6) und (7) ergibt sich die Behauptung.
3. Es gilt folgender Zerlegungssatz : Es sei f(x) ein normiertes irreduzi-
bles Polynom n-ten Grades eines Kérpers £ und K = k(@) ein Erwei-

terungskorper von k, der aus & durch Adjunktion einer beliebigen Null-
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stelle ® von f(x) entsteht. Ist p ein beliebiges Primideal von k, so ergibt
sich seine Zerlegung in K so: Es sei p® der Beitrag von p zu D(f), dann
zerlege man zunichst f(x) fir beliebiges « > é in mod. p* irreduzible,
normierte Polynome von k :

f(@) = fi (%) fa(2) -+ fr(2x) (mod.p*) . (8)
Hat hier ein Faktor f,(z), wo¢t =1, 2, -+, , den Grad N, in z, so adjun-
giere man zu k alle Nullstellen y,, y,, -**, yy, eines beliebigen normierten

Primpolynoms mod. p von £ vom Grade N, in y, das mit ¢,(y) bezeichnet
werden mége. Es sei pd der Beitrag von p an D(f,) und «, > 24,. Dann
zerfallt f,(x) (modd. p*¢, ,(y)) in diesem erweiterten Bereich in nach
diesem Modul irreduzible, normierte Faktoren von einem gleichen Grade
in z, so daf} falls £, dieser gemeinschaftliche Grad und F, die Anzahl
dieser Faktoren ist:

fo(@) = fi(®, 91) fi(x, 92) -+ fi(@, yr) (modd %, @, (%)) . (9)

Dann hat das Primideal p in K die Primidealpotenz-Zerlegung
p=PrP BT NP =9, t=1,2, ....r . (10)

Hiebei bedeutet die Norm, wie immer, das Produkt der » zu ¥, in bezug
auf k relativ-konjugierten Primideale, und sie ist ein Ideal von k.
Beweis: Es sei k=1im k und p =9 ~ k. Man bestimme einen Index j,
= () @ )
so dal f(z) ein Polynom in %k ist, und fir alle 2 =j das Primideal p die
6)) (¢+1)
Relativordnung und den Relativgrad 1 in bezug auf k hat. Im folgenden
sei immer ¢ = j. @
Ist D, bezw. D das von D (f) in k, bezw. in k erzeugte Hauptideal, so ist
0] (¥)
Dc¢cD und (D, D, D, .- adinf) =1lm D=D .
@ G+ G0 G+ G+2) j=c ()

)
Ist p der Beitrag von p zu D, so ist § unabhiingig von s und
(%) (®) (%) (¥)
) o+1
D ; p(i) , D g p(i)
(®) (@) @ @
Daraus folgt sofort, daB
0 o+1
D ; p(t') , D g p(ﬂ
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o+1
Denn die Annahme D & p© fiihrt wegen

o+1
DcDCp®
(@)
0+1
on DAkSp® Ak,
(@ @) (2)
o+1
also D < p®

(2) (@)
was ein Widerspruch ist.

Es ist mithin é =6 .
()

Das Polynom f(x) ist a fortiori irreduzibel in Ic., und die analogen
mod. p, bezw. modd. po, @, (y) irreduzibeln Zerlegl(;)ngen (8) und (9) m
Ké'rp;: k als Grundkdr(;er diirfen daher fiir ©+ = 4 alle als 1-isomorph an-
genomrgzan werden, da es die Restklassenringe mod. pf", bezw. modd. p."‘t ,
@;(y) sind”). Bedeuten also fiir t=1, 2, ---, r die S;:inbole 2]}5 Vonein(;)n—
der verschiedene Primideale von K == ’?(@) , 80 ist nach den bé;)den Haupt-
satzen der Ore’schen Theorie?): w0

p=P7 P2 - P 5 Ngyp (P)=19p"t , (11)
@ ) (@) (2) @ @) ) ()

wo die Werte r, £, und F, von » unabhéngig sind. Fiir ein zu p teiler-

fremdes Ideal q von k ist daher immer: fer 1)
G+D)  (5+1)

p=9p - -q=9P P --- P -q ,

() @+ (+1) (@41 (E+1) (@+1) (i+1)

wo P, wie P, zum Faktor f,(x) gehort.
(7+1) (@)

Zunichst sieht man in tublicher Weise ein, daf3 fir t=1, 2, ..., r

) Dies widerspricht ja der Tatsache nicht, daf3 bei festgehaltenem Index ¢ die Zer-
legungen (8) und (9) in k als Grundkoérper im allgemeinen nicht eindeutig sind. Ferner hat
()
natiirlich jede festgehaltene Zerlegung (8) und (9) in k als Grdndkorper ihre endlich vielen
Koeffizienten fiir geniigend grofes j in einem Korper k.

V2
8) Ore, 0., 1. c. Satz 3, S. 592 und Satz 7, S. 594.
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das Primideal ), von K und das Primideal §§, von K dieselbe absolute
() (@) G+ (+1)
Ordnung und denselben absoluten Grad haben.

Wir werden jetzt noch zeigen, dafl P, ein Teiler von P, ist, damit
ist dann auch erwiesen, dall P, der(:+llf)§elativgrad und (%()ilie Relativ-
ordnung 1 in bezug auf K h;tjr.l) Ist in Primidealpotenz-Darstellung
in K, bezw. in K : ©

(%) (¢+1)

(ft(@) , pa) — wzltn wgtz %}gtr ,

(¥) @ @ (?)

(7:(0), p*) = Pi» P2 ... P,

(¢+1) @+1) (¢+1) (i+1)
(1:(0), q%) = P Pois*s . Pt
G+1) (@41 G+1) (i+1)

so ist, weil p und q zueinander teilerfremd sind, die erste dieser drei
(Z+1) (¢+1)
GroBen gleich dem Produkte der zweiten und dritten. Es folgt mithin

% u Uty __ Y0 v v Vip . et w
splu $2t2'..$?tt...$rtr_wlt1 gpztz._.gptu“. ru 1;{%;1-““_ %_;wu .
@ © @ (@) (t+1) (i+1) (z+1) (2+1) (¢+1) (¢+1)

Falls man « geniigend grofl wiahlt, werden nach dem Beweise des
ersten Hauptsatzes bei 0. Ore die Exponenten u,, und v,, fiir t=s
beliebig grofl, wihrend fiir ¢£+s diese Exponenten von « unabhingige
Werte haben, s=1, 2, ..., r. Daraus folgt, dafl fiir s+¢ :
(*?w S‘pt) =1.
®  @+1)
Mithin muf3 (ﬂ)t das Primideal {j, teilen.
i+1) (%)
Ist daher ¥, =1lim ¥,, so folgen wegen K = lim K aus den
t=00 (7) t=0 (7)
Gleichungen (11) durch Grenziibergang zu unendlich groem 7 die Glei-
chungen (10).
Auf Grund des eben bewiesenen Satzes ergibt sich folgender Kxistenz-
satz : Es seien
EI’E2:""E1~;
) Flst""’Fr;

zwei beliebig vorgegebene Systeme von natiirlichen Zahlen, fiir welche
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r

> E,F,=mn ist. Dann kann man immer eine algebraische Erweiterung
t=1
n-ten Grades K iiber k so angeben, daBl das Primideal p die Primideal-

zerlegung (10) hat.

In der Tat 148t sich der Beweis des analogen Satzes bei Ore®) jetzt
direkt iibertragen, und aus ihm ergibt sich auch, dal man diesen Existenz-
satz auf eine beliebige endliche Anzahl von Primidealen p von k£ ausdehnen
kann. Im néchsten Abschnitt werden wir eine Verschiarfung dieses
Existenzsatzes beweisen.

4. In einem Erweiterungskoérper K von endlichem Grade in bezug auf

k=1lim k sei P, ein Primideal von der Relativordnung £, und vom
t=00 (%)

Relativgrad F', in bezug auf k, und p die rationale Primzahl, die in {, liegt.
Es gilt der Satz: Ist © die Differente von K in bezug auf k, so ist der
Beitrag von P, zu © von der Form % ~'*®:. Die GroBe R, ist die
sogenannte relative Supplementzahl von P, in bezug auf k, und zwar
ist R,=0, falls E,5= 0 (mod. p), dagegen eine natiirliche Zahl, falls
E, = 0 (mod. p). Die Zahl R, kann auf folgende Art bestimmt werden:

Man kann eine K in bezug auf k relativ-bestimmende ganze Zahl so
finden, daBl der Faktor, der P, in der Zerlegung (8) entspricht, die

Form hat: () = @, (2)B + nM,(x) ,

wobei g, (x) ein normiertes Primpolynom mod. p von k£ vom Grade F', ist,
M,(x) mod. p nicht durch ¢,(z) teilbar ist, und =z eine Zahl von p ist,
die nicht in p2 liegt1?). Man schreibe dann f, () in der Form:

Et -1

fi () = X a,(2) gi(z)° ,

wobei der Grad von a (z) kleiner als F, ist. Ist hier der Beitrag von p an
das aus den Koeffizienten von a,(z) gebildete Ideal von % gleich p*s, so
ist die kleinste unter den Zahlen

xB,+s, s=012 -, B,—1,
gleich B, — 1+ R,.

®) Ore, 0., 1. c. 8. 350.

10) An dieser Stelle wird einmal mehr die Voraussetzung benutzt, daB jedes Primideal p
von k eine endliche absolute Ordnung hat. In einem allgemeinen unendlichen Korper
brauchen natirlich fiir ein Primideal p die Ideale p und p® nicht voneinander verschieden
zu sein. Ich verweise auf die instruktive Arbeit von Deuring, Max: Verzweigungs-
theorie bewerteter Kérper, Math. Ann. Bd. 105 (1931), S. 277—307 oder auf die
umfassende Darstellung von Krull, Wolfgang : Idealtheorie, Bd. 4 der Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Berlin 1935.
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Beweis: Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im Ab-
schnitt 3 und bestimmen den Index j wie im Beweise des Zerlegungs-
satzes. Fiir 1 = j kann man auf Grund eines Satzes von O. Ore!!) eine K in

(?)
bezug auf k relativ-bestimmende ganze Zahl @* so finden, daf3 der Faktor,
(@)
der P, in der Zerlegung des normierten, irreduzibeln Polynoms f* (x) mit
@ (@)
der Nullstelle ©* in normierte, irreduzible Faktoren mod. p* entspricht,
(?)

die Form

(ft*(x) = @u(2)" + 2 M ,(x) (12)

?)
hat. Hier ist ¢,(x) ein normiertes Primpolynom mod. p von £ vom Grade

O] (@)
F,, das Polynom M,(x) mod. p nicht durch ¢,(x) teilbar, und = eine
(@)
Zahl von p, die nicht in p? liegt. Auf Grund der Ausfithrungen im vor-
(2) @
letzten Alinea zu Abschnitt 2 ist dann @* eine K in bezug auf k relativ-
definierende Zahl. Wir diirfen analog wie im Abschnitt 3 wieder annehmen,
daB fiir alle 7+ = j die Faktoren (12) wie die Restklassenringe mod. p* alle
@)

1-isomorph sind. Auf Grund zweier Sitze von O. Ore!?) ist fiir alle ¢ =7 :

o
(%)
der Beitrag von {§, zur Relativdifferenten © von K in bezug auf k, ferner
(@) @) @) @
R, = 0, falls B, = 0 (mod. p), dagegen B, = 1, falls £, = 0 (mod. p). Fir
alle 7 = j ist daher

D C PE-1+R | aber D L PEF R
@) @ (@) @)

Mithin ist, weil fiir #+ = § das Primideal {j, die Relativordnung (und iibri-
(i+1)

gens auch den Relativgrad) 1 in bezug auf K hat:
)
DS PEE | aber DE P

was zu zeigen war.

11) Qre, O., 1. c. Satz 8, S. 595.
12) Ore, 0., 1. c. Satz 9 und 10, S. 596/597.
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Es gilt folgender Liickensatz fiir die relativen Supplementzahlen : Es sei p
ein Primideal von k£ von der Ordnung e, ferner p die in p liegende rationale
Primzahl und E, = 0 (mod. p). Es sei p% der Beitrag von p an K, und
E = el,. Dann gibt es immer algebraische Erweiterungen K von einem
beliebigen Grade n = E, iiber k, so daf} eine Zahl R, mit 1 < R, < S, K
relative Supplementzahl fiir einen Primidealteiler §J, in K von p von der
Relativordnung #, ist, auBer wenn R, gleich einer der Zahlen

r 229 s ’ E_"p ’

E ] E+p2 ’ E+2p2 ’ ’ 2E—p2 ’

°2F 2F + p® , 2E +2p% , 3E—p?,
(St_l)E ’ (St_l)E+pSt ’ (Stml)E+2PSt ’ ’ StE'—pSt>

ist, und fiir diese Liickenzahlen gibt es keine solchen Erweiterungen.

Beweis : Es sei zunichst R, keine Liickenzahl. Der Index 4 sei so fixiert,

daB fiir + = j das Primideal p die Relativordnung und den Relativgrad 1
(e+1)
in bezug auf k hat. Auf Grund des Liickensatzes bei O. Ore!3) kann man
(@)
fiir ein festgehaltenes ¢ = j immer einen Korper K iiber k festlegen, indem
(?) @
man zu k die Nullstelle @ eines geeignet gewahlten normierten, in k irre-
(%) (¥
duzibeln Polynoms f(x) vom n-ten Grade adjungiert, so dafl R, relative
Supplementzahl fiir einen Primidealteiler ¥, in K von p = p ~ k ist,
(?) () (®) (2)
wobei J§, die Relativordnung ¥, in bezug auf k£ hat. Man darf ferner vor-
(%) @
aussetzen, daBl der {), entsprechende Faktor bei der Polynomzerlegung
@)
mod. p* die Form (12) hat'4).
(%)

Ist f(x) auch irreduzibel in k, dann hat auf Grund des vorangehenden
Beweises der Korper K = k(0O) die verlangten Eigenschaften.

Ist f(x) reduzibel in %, so sei p® der Beitrag von p an D(f) und « > .
Es sei g eine von p verschiedene Primzahl und q ein Primidealteiler in k
von ¢, ferner ! ein Index, so daB fiir alle =1 das Primideal ¢ =q ~ &

(i+1) (¢+1)

18) QOre, 0., L. c. Satz 13, S. 598, vgl. dazu auch Satz 11, S. 348.
14) Vgl. Ore, 0., 1. c. Beweis zu Satz 11, S. 348/349.
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von k die Relativordnung und den Relativgrad 1 in bezug auf k hat. Es
(5+1) 0)

sei im folgenden 7 beliebig, aber groler als § und gréfer als I. Man kann

in k ein Polynom m(z) von kleinerem als dem n-ten Grade bestimmen,
)
so dafl das Polynom:

g(z) = f(x) + p**m(x)

in bezug auf das Primideal q dem Eisenstein’schen Irreduzibilitits-
)
kriterium geniigt. Dann ist klar, dal g(z) auch in £ irreduzibel ist. Zer-
legt man in k das Polynom g(xz) mod. p?* in normierte irreduzible Fak-
@ (?)
toren, so ist auf Grund eines Satzes von 0. Ore?®) diese Zerlegung mod. p*
(®
genau dieselbe wie die von f(x). Ist daher H eine Nullstelle von ¢ (x), so
ist K = k(H) eine Erweiterung, die alle verlangten Eigenschaften hat.
Nimmt man an, daB eine Liickenzahl L relative Supplementzahl in
bezug auf k bei einer Erweiterung K vom n-ten Grade in bezug auf k sein
kénne, so zeigt man auf Grund des vorangehenden Satzes leicht, dal L
auch eine relative Supplementzahl einer Erweiterung K vom Grade n
(@)
eines algebraischen Zahlkérpers £ von endlichem Grade wire. Dies ist
(?)
ein Widerspruch zum Liickensatz von Ore.

Bemerkung : In gleicher Weise wie eben erkennt man auf Grund des
entsprechenden Satzes bei O. Ore®), 'daB R, nie den Wert S, iiber-
treffen kann.

Existenzsatz: Es seien

EI’EZa"'aEr;
Fl, Fz:"';Fr;
Rl’R2s"':Rr;

,
drei Systeme von natiirlichen Zahlenmit 3 E,F,=mn,und R,, t=1,2, ---,r,
=1

je eine mogliche Supplementzahl zu den Zahlen £, und e, wo e der absolute
Grad eines Primideales p von k ist. Dann kann man immer einen solchen
Korper n-ten Grades K tiber k angeben, dafl das Primideal p in K die
Primidealpotenz-Zerlegung

p: fl 52"'$fr; NKM:(g)t):th ’ t=1) 2:'°"r ’

18) Ore, O., 1. ¢. Satz 4, S. 592, vgl. dazu auch Satz 5, S. 332.
16) Ore, 0., 1. c. Satz 11, S. 597, vgl. auch Satz 10, S. 347.
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hat, und ferner fiir jedes ¢ das Ideal P, ~** % der Beitrag von P, an die
Relativdifferente © von K in bezug auf £ ist.

Beweis: Hat § die gleiche Bedeutung wie im letzten Beweis, so kann
man auf Grund des entsprechenden Satzes und seines Beweises bei
O. Ore?) fiir ein festgehaltenes ¢ = j immer einen Korper K iiber k fest-

(@) @)
legen, indem man zu k die Nullstelle @ eines geeignet gewéhlten normier-
(2)
ten, in £ irreduzibeln Polynoms f(z) vom n-ten Grade adjungiert, so dal}
(@)

fir diese Erweiterung das Primideal p = p ~ k in K den verlangten

@) @) (@)
Zerlegungstypus und die verlangten Supplementzahlen hat. Man darf
ferner voraussetzen, daB fiir jedes t =1, 2, ---, r, der {j, entsprechende

(?)

Faktor bei der Polynomzerlegung mod. p* die Form (12) hat.

(@)

Ist f(z) auch irreduzibel in £, so ist klar, daf} die Erweiterung K = £k (©)
die verlangten Eigenschaften hat. Ist f(x) reduzibel in k, so verfahrt man
wie beim letzten Beweise.

Es ist klar, dal} dieser Existenzsatz auch gilt, falls fiir endlich viele
Primideale p von k£ je 3 solche mogliche Zahlensysteme vorgeschrieben

werden.

b. Ist f der absolute Grad des Primideales p von k, so gibt es genau

1 - 2y
g(m) =— |p" — Xpt + X p1" —+ .-
m q a,q’
verschiedene normierte Primpolynome mod. p vom festen Grade m in x.
Hiebei bedeuten ¢, q’, -+ die voneinander verschiedenen Primteiler von .
Als Relativdiskriminante von K in bezug auf k bezeichne man das Ideal:

A = Ng (D) .

Definition : Es sei wieder p ein Primideal von k und K eine endliche alge-
braische Erweiterung von k£ mit der Relativdiskriminanten 4. Dann heiflt
p gemeinsamer auferwesentlicher Relativdiskriminantenteiler dieser Erwei-
terung, falls der Beitragsexponent von p zu der Diskriminanten jedes K in
bezug auf k relativ-definierenden, normierten irreduzibeln Polynoms
grofer ist, als der Beitragsexponent von p zu 4.

17) Qre, 0., L. c. Satz 14, 8. 351.
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Kritervum fir gemeinsame aupferwesentliche Relatvvdiskriminantenteiler :
Das Primideal p von k habe in der endlichen Erweiterung K die Prim-
idealpotenz-Zerlegung:

p=PEPE ... PF ; Ng, (P)=p" fir t=1,2,...,7 .

Es durchlaufe F’ die voneinander verschiedenen Werte #,, die in dieser
Zerlegung auftreten, und »(#'") gebe fiir einen festen Wert F’ die Anzahl
der voneinander verschiedenen ¥, an, die den Relativgrad F’ haben. Dann
ist p und nur dann gemeinsamer aullerwesentlicher Relativdiskriminan-
tenteiler der vorgelegten Erweiterung, wenn fiir wenigstens einen dieser
Werte F':

r(F)y>g’) .

Beweis : Es sei die ganze Zahl @ die Nullstelle eines festgehaltenen, nor-
mierten K in bezug auf k definierenden Polynoms f(x). Wir benutzen die
Bezeichnungen des Zerlegungssatzes und seines Beweises in Abschnitt 3,
und es bedeute fiir + = j immer D die Relativdifferente und 4 = Ny (D)
(®) (2) @ @ @
die Relativdiskriminante von K in bezug auf k.
@ (?)
Aus dem Beweise des Zerlegungssatzes ersehen wir, daf fiir ¢+ = j und
t=1,2,--,r, in verstdndlicher Bezeichnungsweise immer K, = K,
(@)
F, = F, und aus dem Beweise des 1. Satzes in Abschnitt 4, dafl B, = R,
(@) (@)

ist.
DaAdcAd und A=(4, 4, A4, ... ad inf.) ist, so folgt aus
(% (+1) G (+1) (G+2)
r r
S Fy(E;—1+R;) S Fy (B —1+R;)+1
A g pt=1 , A g pt=1

@) @) @ (@)
in bekannter SchluBBweise sofort

r r
3 Fy(B —1+Ry) > Fy(EB; —1+R;)+1

4™ , A%y

Wir sehen also, was wir beim Beweise des folgenden Satzes benutzen
werden, daB wenn bei einer Korpererweiterung K von £k fir ein Prim-
ideal p von £k die drei Zahlensysteme
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E15E2:--- 3Er;
Fl’Fz:---’F'r;
Ry, By, ... , R, ;

r
gelten, so hat der Beitrag von p an 4 den Exponenten > F,(H,— 1+ R,)
t=1
wie im Falle eines Grundkérpers von endlichem Grade.

Nach dem Beweise des Zerlegungssatzes in Abschnitt 3 ist ferner

firs =7
0=29.
(@)

Auf Grund des Kriteriums fiir gemeinsame aulerwesentliche Relativ-
diskriminantenteiler bei endlichen Korpererweiterungen von algebrai-
schen Zahlkérpern endlichen Grades'®) folgt aus der Voraussetzung des
zu beweisenden Satzes sofort:

r
0> NF (B,—1+R,) .
iy e . (@) t=1() () (?)
Mithin ist

d >£Ft(Et—l + R, , q.e.d.

Saiz : Es sei p ein Primideal von £ von der absoluten Ordnung e und n =2
eine natiirliche Zahl, deren Darstellung im Zahlensystem mit der
Grundzahl p

N=0; P 1A p*2+ -+, P ; ) >0 >0 >0, 20
1<a,<p—1 fir u=1,2, -, »,
ist. Betrachtet man dann die Relativdiskriminanten aller existierenden
Erweiterungskorper K vom festen Relativgrad = iiber k, so ist der grofite

Exponent der Potenz, in der p als Beitrag zu einer solchen Relativ-
diskriminanten auftritt, gleich

Nn;p,e)=n—v -+ e Xx,a,p*" .
p=1

Bewseis : Es sei K irgend eine Erweiterung vom Grade n, die in bezug auf p
durch die drei Zahlensysteme

E,,E , ... 6H, ;
r, ,Fy, ... , F,;
R, Ry, ... 6 R,;

18) Vgl. z. B.Ore, 0., 1. c. Bemerkung auf S. 596, 2. Alinea, bezw.den Satzauf S.339/340
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r
charakterisiert ist, wobei natiirlich ¥ B, F,=n und firt=1, 2, ---, r, die
t=1

Zahl R,eine zu E,und £ = ek, mogliche Supplementzahl ist. Dann ist der
Exponent der Potenz, in der p als Beitrag zu der Relativdiskriminanten

r
dieser Erweiterung auftritt, gleich 3 F,(¥,— 14 R,) wie bei einer gleich
t=1

charakterisierten Erweiterung n-ten Grades eines algebraischen Zahl-
korpers von endlichem Grade. Auf Grund des Existenzsatzes in Abschnitt 4
und des unserem Satze entsprechenden Satzes bei 0. Ore!?) folgt daraus
sofort der zu beweisende Satz.

6. Es gelten folgende beiden Sitze :

1. Satz : Der Korper, der durch Adjunktion aller absolut quadratischen

Korper zu k entsteht, ist ein Kérper £ von unserem Typus. Hiebei hat
(0)

jedes Primideal p von k£ den Grad f = 2 und auch die Ordnung e = 2,

aubler den Primteilern p von 2, fiir welche e = 4 ist.

Beweis : Wir bezeichnen mit [, die ¢-te ungerade Primzahl. Es ist also
l,=38,1,=05,l,=17,1,= 11, usf. Es sei

(1) ()

k =k (—1,V2) .

(2) (0

I

und fir R>1:

k= k(V:i,V?:V"—‘—?’ 5, '-',V<——1)l'511,- , ---,V<—1>‘l’3"lzn).

(R+2) (0)

Es ist klar, daBB & = lim £.

i=00 (2)
Es sei [, eine festgehaltene ungerade Primzahl. Der Index s ist eindeu-
tig bestimmt durch die Forderung, daf} I/, die erste Primzahl von der
Form 4 n-+1 ist, die /, iibertrifft, und fiir welche das Legendre’sche

Symbol
/ ls
(f) N

19) Ore, 0., 1. c. Satz 14, S.598; vgl. auch Ore, 0.: Existenzbeweise fiir alge-
braische Kérper mit vorgeschriebenen Eigenschaften. Math. Zeitschrift
Bd. 25 (1926), S. 474—489, § 5.
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Fiir eine beliebige Zahl R > s sei

— 93
m = 2 l; .
i=1

Der Korper k ist ein Unterkorper des Korpers der m-ten Einheitswurzeln

2ng (R+2)
k (e m ) . In den Formeln von § 5 einer meiner fritheren Arbeiten??) ist
(0)

fiir den Korper &
(R+2)

Es bezeichne e, bezw. f die Ordnung, bezw. den Grad eines Primideales
(R+2) (R+2)

p von k, welches die rationale Primzahl p teilt. Man entnimmt den
(R+2)  (R+2)

Ausfiihrungen in § 5 der erwihnten Arbeit, daBl falls p ungerade und

gleich [, ist, e =2 ist, und f die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
(R+2) (R+2)

die R+ 1 simultanen Kongruenzen gelten:

f-ind; [, =0 (mod. 2) , 4=1,2-.-, r—1,r+4+1,---, R;
(R+2)

f - ind, I, =0 (mod. 2) ,
(R+2)

f - indy I, =0 (mod. 2) .
(R+2)

Es kann folglich f nur entweder den Wert 1 oder den Wert 2 haben.
(R+2)

Wegen B> s enthilt &k den Korper k()7,), in welchem der Primideal-
(R+2) (0)

teiler von I, nach Konstruktion den Grad 2 hat, mithin mufl unser f
gleich 2 sein. (£+3)

Ist p=2, so ist ¢ =4 und f die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche
(R+2) (R+2)

alle R simultanen Kongruenzen

f-ind; 2=0 (mod. 2), ¢=1,2,.-, R ;
(R+2)

20) Qut, Max: Die Zetafunktion, die Klassenzahl und die Kronecker’sche
Grenzformel eines beliebigen Kreiskérpers. Comment. Math. Helvet. Bd. 1
(1929), S. 160—226.
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gelten. Es kann also auch hier f nur entweder den Wert 1 oder den

(R+2)
Wert 2 haben. Wegen R = 2 enthilt & den Korper k (]/5), in welchem
(R+2) (0
der Primidealteiler von 2 den Grad 2 hat. Es ist daher f = 2.
(R+2)

LaBt man R iber alle Grenzen wachsen, so ergibt sich unmittelbar
der zu beweisende Satz, da von einem gewissen Werte R an die Gré8en

e und f in jedem Falle konstant bleiben.
(R+2) (R+2)

2. Satz: Der Korper, der durch Adjunktion aller absolut zyklischen

Korper von einem festen, ungeraden Primzahlgrade ¢ zu k entsteht, ist ein
(0)

Koérper £ von unserem Typus. Die Primidealteiler p von k£ derjenigen
rationalen Primzahlen, die von ¢ verschieden und £ 1 (mod. ¢) sind,
haben die Ordnung e=1, die iibrigen die Ordnung e=g¢q. Der Grad f
jedes Primideales p von k ist ein Teiler von gq.

Beweis : Man denke sich die abzdhlbar unendlich vielen Primzahlen, die
= 1 (mod. g) sind, nach wachsender Grofle hingeschrieben, und bezeichne
die ¢-te Zahl dieser Folge mit [, ,. Fiir ¢ schreibe man auch 7, .

Es sei dann k£ der Unterkérper vom absoluten Grade ¢ des Koérpers der
(1)

27

¢*’-ten Einheitswurzeln % (eE .
(0)
Fiir ein festgehaltenes B = 2 sei

_ R
m — l]z_ . Hli )
t=2

und k& folgender Unterkérper vom absoluten Grade ¢® des Kérpers
(B)

218
k (e m )der m-ten Einheitswurzeln: k ist derjenige Ausgangs-Kreiskorper,
(0) (R)
fiir welchen in den Formeln von § 5 meiner in Anmerkung 20 zitierten

Arbeit:

k1=2,h2=h3=...=hR=1;
01202:.—._..-=CR=q;
a]=1,a2=a3=...=aR___q;

blzqﬂl;bzzz ,b3=3 ,...,bR=R )
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Es ist k = lim k, weil aus der in Anmerkung 20 zitierten Arbeit her-
t=c0 (7)

vorgeht, daf} fiir gentigend grofles R jeder absolut-zyklische Koérper vom

absoluten Grade ¢ Unterkorper eines solchen Ausgangs-Kreiskorpers k ist.
(R)
Mit e, bezw. f bezeichnen wir die absolute Ordnung, bezw. den abso-
(R) (R)

luten Grad eines Primideales von k. Wir wollen bei festgehaltenem R nur
die Primidealzerlegung in £ der P(rl?mzahlen < I, betrachten.
Man sieht ohne Weiterg;i daf fiir ein Primideal von £ die Ordnung
e=gqoder e =1 ist, je nachdem es eine der Primzahlen (ZI:): q, 1,1, -,
Z) tellt ode;fz )eine von diesen verschiedene Primzahl < I .

f ist bestimmt als die kleinste natiirliche Zahl, fiir die alle Kongruenzen
(R)

f-ind; 7, =0 (mod.¢) , 4=1,2, -, r—1, r+1,.-, R,
(R)
bezw. alle Kongruenzen

f-ind,p=0 (mod.gq) ,2=1,2,.--, R
(R)

simultan erfiillt sind, je nachdem das betreffende Primideal von %k die
(R)
Primzahl I, teilt oder eine von [,, ,, -, I, verschiedene Primzahl p<l,.

Es ist mithin der Wert von f, und damit auch der Wert von f ein
(R)
Teiler von q.

(Eingegangen den 18. November 1936.)
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