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Erweiterung eines Konvergenzsatzes
von M. Riesz fiir Dirichletsche Reihen

Von AvrrrED Kiewast, Kiisnacht (Ziirich)

M. Riesz [5, 6] * bewies den Satz:

,,Erfiillen die Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe

f8)=Na, e, L <A<-.-, 3 —>o00, §=0-}+1t, (1)
1
die Bedingung
n
lim eM ¥Ya, =0, (c>0) (2)
n->»o00 1

und ist die infolge 2) fiir o> ¢ reguldre Funktion f(s) auch in gewissen
Punkten der Geraden o = ¢ regulédr, so konvergiert die Reihe in diesen
Punkten.¢

Ferner bemerkt er [5]: ”La convergence subsiste pour une grande
classe de points singuliers.‘

In einer weiteren Arbeit hat M. Riesz [7] ausgefiihrt, wie die Regulari-
tit durch weniger einschrinkende Bedingungen ersetzt werden kann.

Fiir diesen Satz hat kiirzlich A. E. Ingham [1] eine Verfeinerung be-
wiesen (Theorem I, pag. 463), durch Anwendung der Wienerschen Me-
thode (vergleiche auch J.Karamata, Weiterfithrung der N. Wienerschen
Methode, Math. Zeit. 38 (1934), 701—8, und Comptes-Rendus 2¢ Congreés
Math. pays slaves, Praha 1934. Un théoréme sur les integrales trigono-
métriques, 147—9).

Er setzt (1) in der Form des Stieltjes-integrals

f(s) = fe‘“”dA(u) . A(0)=0, Ay)= X a,, (3)

M=o

voraus, ferner dafl ¢= 0 und
s~1(f(s) —f(0)) stetig ist fiir 0 =0, |t| =T .

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist, auf dem von Ingham ein-
geschlagenen Wege unter Benutzung Seiner Bezeichnungen und engstem
AnschluB an seinen Beweisgang einen Schritt weiterzugehen und zu
beweisen :

*) Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Verzeichnis am SchluB8 des
Aufsatzes.
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Satz Ia. Essei 0<p<1

(0]

(i) | 0 %e® [e*d A(u) | =0 endlich fir w— oo,
0

(i) s (f(s) —f(0)) = W(s) stetig fir |¢| <T, 0<o0,
(i) £ (P (it) — W(0)) stetig fir |¢| <T,

dann ist
A (w)— f(0) > 0 filr  — o0 .

Satz Ib. Wenn zu den Voraussetzungen (i), (ii) von Satz Ia hinzu-
kommt

(iii) Y(st) ist fiir |¢| <T von beschrinkter Schwankung,

dann ist
A(w) —f(0) = O (w?) fir wy<w .

Satz Ie. Wenn in Voraussetzung (i) von Satz Ia 0 =¢> 0 beliebig
klein ist, wenn ferner (ii) von Ia besteht und

(iii) ¢e(¥Y(it) — ¥(0)) fiir |t| <T von beschrinkter Schwankung ist,

dann ist

A(w) —f(0) =(2+o0(1l)) w¢? filr w—>o00.

Voraussetzung (i) hat zur Folge, dafl (3) fiir ¢ > 0 konvergiert, wo-
durch f(s) in dieser Halbebene definiert ist. Wenn in Aussagen Zeichen
benutzt werden, die Werte von f(s) auf der Konvergenzgeraden bedeuten,
so soll damit gemeint sein, daB es moglich ist, derart Werte auf o =0
zu adjungieren, dafl die Aussagen wahr sind.

Die nachfolgenden Erorterungen gelten fiir (3) und die Voraussetzung,
dafl 4 (u) in jedem endlichen Intervall (0, w) von beschrinkter Schwan-
kung ist; ferner sollen dieselben Konventionen gelten, wie fiir die
Reihe (1) .

Zu den Voraussetzungen der Sitze I hat mich das Beispiel veranlafit,
auf das in § 3 Satz Ic angewendet wird. Es ergibt, dafl die Dirichletsche

Reihe von
o-1

£U8) — I''p) X n®lgn, 0<p <1,
2
fiir s = 1 konvergiert, samt einer Aussage iiber den Reihenrest.

125



Die Uberlegungen des vorliegenden Aufsatzes schlieBen an Inghams
Theorem I an. Man kann in analoger Art sein Theorem II, [1] pag. 464,
verfeinern. Wie Ingham erwédhnt, ist dies Theorem II identisch mit
einem Satze von Heilbronn und Landau. Letzterem folgend hat Landau
[4] den Primzahlsatz y(x) ~ x bewiesen. Man kann daher diesen
Landauschen Beweis in [4] erweitern und dadurch einen genaueren
asymptotischen Ausdruck fiir p () — x gewinnen. Wie weit man dabei
kommt, hingt davon ab, wie genau man imstande ist, das Integral
(vgl. [4] S. 519, Zeile 4 v.o0.)

8———-1)
s |

+T ,
qua +it) {1—[¢] 77 edt, @ (s) =57 |5 () —
2

abzuschétzen beziiglich w, T'. (Dies Integral entspricht bei Theorem II
dem Integral J; hier § 2.) Verwendet man hierzu die genaueste bisher

’
bekannte Abschitzung fiir —%(s) , so fithrt Landaus Beweis [4] zum

genauesten bisher bekannten asymptotischen Ausdruck fiir »(x). (Ver-
gleiche Ingham, The distribution of Prime Numbers. Cambridge Tracts
in Math. and Math. Physics. No. 30 (1932); Chap. III. §12,13. pag.
65, 66.)

Lemma 1. Wenn
k(r)=—4(1—2z|P+5(1—]z|)?

(|
=  §(1—|z])® (3 =]
dann ist

+1 . 1 in-l— 4
K(y)=[k(x)e?™da=2][k(x) cos yxdx———(s 1 ) =0
1 0

fiir alle reellen ¥ (wobei Gleichheit nur an isolierten Stellen vorkommen
kann) und es sind

+ oo
K= [ K(y)ady

+ o0
K'= [lyl K(y)dy (4)
konvergent und -

K'< 6K.
Der Beweis ist ausgefiihrt von Ingham [1] pag. 466.
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Lemma 2. Es sei (3) konvergent fiir 0 >« =0 ; es werde, analog
Ingham pag. 467, bezeichnet

7

+7
71+ Eal) = [ kalt) ¥ de = TR (1)

kT(t)zk(Tx

D(s) =ffgs)___ 4 , Ru)=Au)er>—A4,

A eine Konstante; dann besteht die Formel

+ T
[ D@ (s) kp(t) e dt = IR r(u—o) e du (6> ). (5)
S

Ingham beweist sie, indem

Je¥¥du , o>«

I
St g
2N

mit krp(t) e”?* multipliziert und nach ¢ von —7' bis + 7' integriert
wird. Von der entstehenden Formel wird diejenige subtrahiert, die aus
ihr fiir den speziellen Fall

fis)_ 4

§—

A(0)=10, A(u) = Ae**(u > 0),

hervorgeht.
Ich benutze hier (5) fiir =0, A={f(0),

f(s) — f(O) ,
—'?T__T(s)’ 0<Q<1,
dann lautet die Formel
+T
f![f( §€ky(t) ) e?t dt = fR r(u—w) e’ du . (6)
~_1Y

Zum Beweise der Sdtze 1 bedarf man folgender Approximationen :

A. Setzt man voraus «x = 0 und bezeichnet

B(w) = Te“dA (u)
8o ist 0

R(0')— R(0) = T,dA (w) = uj‘,e'“dB(u)

= e “B(u Iw—{—fe “Bu)du .
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Auf Grund von Voraussetzung (i) Satz I, gibt es zu jedem 0< ¢
ein w,, so daB

| w2 [ e"dA (u) | <0+¢ fir wy<w .
! .

Somit
| R(w') —R(w) | ={2(0+¢)+ |0 —w]|(0+¢)}we? (7)
fiir
w, o > w, = wy(e) .

Speziell und weniger genau ist

R(u) = O(u) fiir u—>oo. (8)

B. Esist (0<p<1) fir o>+ 0(¢.¢.x 4 0)

+

lim O'—l-’bt , ©ts N
——y NCERG (t) e®t*dt = lim J,
(9)
47 _
= [ W(it) (it) %k p(t) e dt .
=

Zur Abkiirzung sei s ¥ (s) = g(s), kp(t)e?* = h(t); dann hat man

’\—o' +T ) -0 T
- Lf’!—]—f (9(s)—g(it)) h(t)dt + _fT [ g@t)h(t)dt
+o
_fa (s) A (t)
= Jy+ J, +dJs+ J5.

Das Maximum von ¥ (o +4t) h(t) fir |t| <o, 0=<0=d, sei mit
M, bezeichnet ; dann ist

41/
1T, | <M j|o+zt| et < M,c"° | cos®® g dg
~um
also

J;—~ 0 fir o— +0.

128



J2=]° [¥ (0 +it)—P(it)] (o +ity °h(t)dt

—}—f‘P(zt) [(c+3t) ¢ — @ty ] r@)dt = Je+ J,.

Y(o+4t) ist fir [t| =T, 0 <0 <d stetig; also gibt es zu jedem
0<e ein 0<o, so, daBl

|P(o+1t) —WP@ut) | <efiir [¢]| £T,0=50<0;.

Das Maximum von A(¢) fir |[¢]| <7 sei M,. Dann ist
-0 T

|Jo| <eM,[|o+it| %dt < eM, [t edt ;
-7 g

folglich J4— 0 fiir o0— 4 0 .
Das Integral von —p 27179, geradlinig von ¢t bis o+ ¢, liefert

| (o +it)¢— (it) | <polt]®
und somit

T
| 7] SeoM, [t1%dt < M,6" ¢ ;
74

folglich J, — 0 fiir ¢ > + 0. Somit ist J,—>0 und ebenso J, -0 fir
o — + 0. Zusammengenommen hat man lim J, =lim J, fir ¢ >0
und dies ist die Behauptung (9) .

Lemma 3. (Es ist « =0).
1. Wenn t¢(¥(st) — ¥ (0) fiir |¢| < T stetig ist, dann ist

+7
[P (1) (@8) kp(t) e dt = Jy3— 0 fiir w—>o00. (10)
=7
2. Wenn Y (it) fiir |t| =7 von beschrankter Schwankung ist, dann ist
+7
[P @t) (i) kp(t) €' dt = J g = 2 (0) 0 (11)
7

wo 2 (w) beschrinkt ist fiir w—>oo .

3. Wenn t7¢(¥ (it) — ¥ (0)) fiir |¢| <T von beschrinkter Schwankung
ist, dann ist in (11)
2(w) =82 +0(l) fir w—>o0,

wo 2 eine Konstante ist.
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Man hat
+T
= —L[W(u)—?f(())] (B8 Ckp(t) et dt

+20) J [bal) — BO)] (tee'd

+7
Y (0) k(0 j (@) Ce’tdt = Jy+ I+ Iy -
_r
Hier ist
Jy; = 0t (.Q~{—o(1)) fir w—>o0, (12)

da das Integral [ e**27¢dx, 0 <p <1 konvergent ist.
0

In J,, ist
[krp(t) —k(0)] £7¢ = ¢°T g, (7}—) in [t] T

von beschriankter Schwankung, da g¢,(¢) in |£] £1 von beschrinkter
Schwankung ist. Folglich ist

J10 =0 (w?) fir w—oo . (13)

Unter der Voraussetzung 1 des Lemmas ist J, Fourierkonstante
einer stetigen Funktion, also J, -0 fiir w — co. Dies, (12) und (13)
beweisen (10) .

Wenn die Voraussetzung 2 erfiillt ist, so ist J, = O(w??!) woraus
mit (12) und (13) sich (11) ergibt.

Die Voraussetzung 3 hat endlich J,=0 (»v™) zur Folge, womit alle
Teile des Lemmas bewiesen sind.

Die hier benutzten Aussagen iiber die Grofenordnung eines trigono-
metrischen Integrals findet man in § 3 in S. Bochner, Vorlesungen iiber
Fouriersche Integrale, Leipzig 1932.

II.

Beweis von Satz I. Geht man in (6) zur Grenze o — 4 0 (i.e. x + 0)
iiber, so folgt wegen (9)

+T
T, = [W(Et) Gty kp(t) etidt = j'R ) K p(u— ) du
-T (14)

— [R(o+yTYK(y)dy ,

—~Tw
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da das dritte und daher auch das zweite Integral wegen (8) und (4)
absolut konvergieren.

Definiert man R (u) = 0 fir u <0, so ergibt (14)

+ o0

R(w) [ K(y)dy = R(w) K
+o o (15)
=[{R(@)—R(0+yT} K(y)dy + Jo=Jn+J,

und das ist die Gleichung, die Ingham pag. 468, Zeile 11 v. u. auf
dieselbe Weise ableitet ; hier wird der Grenziibergang w —> oo ausge-
fithrt.

—~1/5 Tw + o0
J12= _f + 1/J.T= Szt Jg -

InJ,;ist 0o <2|y|7T" und 0+ yT'S3o=s|y|T.

Somit [J,,| < O, T [ |y[Pdy <20,T ™.

1sTw

In J,,ist o +yT" = tw. Wenn daher 20, < w , so ergibt (7)

(o]

|Jul= [ 0+ {2+ y|T 7} 0" K(y) dy

— l/cho

SO+e)w™{2K+T'K'} < (04w K(2+6T7).

Also ist
|J1g| Swe{(0+¢) Cy+ Cy0170}, (16)

Dies, (10) und K >0 in (15) verwendet, geben
R(w) >0 fir w—> oo,

womit Ia bewiesen ist.
Benutzt man in (15) die Abschidtzungen (16), (11) und K > 0, so
folgt Satz Ib. ‘

Beriicksichtigt man schlieBlich in (16) die engere Voraussetzung
6 =¢, benutzt die Aussage 3 von Lemma 3 und K > 0, so erhilt man
aus (15) Satz Ie.
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I1I.

Bezeichnet man (¢(s) = §jcx(g, n) N, fo(8) = gn—s lge1n, so gilt
2

1

Satz II. Die Dirichletsche Reihe der Funktion

£e(s) — I'1(g) fo(s) = f(s) = Ean (0< g<1)
ist an der Stelle s =1 konvergent und, fiir £ — oo
Sa(om) nt = Yo+ 1)lgex + (@ + o(1))lgelw, (1)
1

wo £ eine Konstante ist.

Beweis. Es ist (vgl. A. Kienast [2, 3]) fiir 0< p und o — oo
}chx(g,n) nl~ I+ 1)lgex
1

was aus dem Satze von G.H.Hardy und J.E. Littlewood iiber Reihen
mit positiven Termen, z. B. Acta Math. 41 (1918), Lemma 2. 113,
p. 128, folgt und

x

Saen) ~Io)xlge e,

1

Dabher ist

z

San= Salo,n) — () Xlge-tn = o(xlgea) ;
1 2

1

dies ist Voraussetzung (i) von Satz I und 6 = ¢ beliebig klein. Weiter

18t
(s—1)2Le(s) = A+ E(s—1) — By(s — 1) + )¢

= 1+d,(8—1) 4 da(s—1)2 4 --- ;

letzteres ist eine Potenzreihe, deren Konvergenzradius von 0 ver-

schieden ist.
K. Knopp berechnet Acta Math. 34 (1911), S. 180—1,

fo(8) = (@) (s— 1) — [u*lgu du

n+1

+ 3 {n* g n — [u~ 1g¢" u du}
2 n

=T'(@{(s—1+hy+h(s—1)+ -}
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fo(s) ist fiir 0 < R(g), abgesehen vom ersten Term (s—1)7¢, durch
eine fiir 0 < o konvergierende Reihe dargestellt, die in eine Potenzreihe
von s—1 umgesetzt werden kann, die mindestens fiir | s—1] < 1
konvergiert. Aus beiden Darstellungen folgt

f(s) = (8_ 1)1—9 [dl "'l“dz(s_‘* ].) “{"‘ "'] ‘—“ho"""‘hl(s_ 1)—— Tt .
Die Eulersche Formel ergibt

Exjn—l lge=in = g7 1lgex 4+ Koy + O (xt1ge1x) (18)
2

und es ist

f(1)=—hy=—E¢1 .

Jetzt kann man feststellen, dafl die Voraussetzungen von Satz Ic
erfiillt sind; es ist

(f(8) — /(1)) (s — 1)o7t = ¥(s)
=dy+dy(s— 1)+ —(@— Db+ by (s — 1) + -] ;

die Dirichletschen Reihen fiir (¢(1+44t), —1<p<1, (vgl. [3]§3)
und fiir f,(1-+44t), also diejenige fiir f(14-4¢), konvergieren gleich-
mabBig fir 0 <e <|t| =T . Somit folgt Voraussetzung (ii) ;

(F(s)—¥(1)) (s— 1)
= (8 —1)'C[dy+dy(s—1) + -] — by — Iy (s — 1) — -+

somit ist (iii) erfiillt.
Nach Satz Ic ist daher

L +%[“(Q,n)—F“‘(Q) lgetn] n~t = f(1) + (2 + 0(1)) Ig* 'z,

wobei £ eine Konstante ist.

Verwendet man hierin (18), so erhédlt man (17), womit Satz II be-
wiesen ist.

Wahrend der Satz von Hardy und Littlewood das erste Glied der
asymptotischen Darstellung (17) liefert, fiilhrt Satz Ic zum zweiten
Term. Die rechte Seite von (17) bildet den Anfang einer Reihe, die
nach absteigenden Potenzen von log x mit ganzzahligen Exponenten-
differenzen fortschreitet und besitzt damit die Form, die fiir analoge
Ausdriicke bei den Reihen ¢ und ¢’ bekannt ist. Ich habe Sitze
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Ib und ¢ getrennt aufgefiihrt, um die Eigenschaften ersichtlich zu
machen, durch deren Zusammenwirken das Resultat dieses Beispiels

entsteht.

Ergebnisse analog zu Satz II fiir 1 <g¢ kann man durch analoges
Verfahren ableiten.

(Eingegangen den 12. November 1936.)
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