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Konvergenzdiskussion und
Fehlerabschatzungfiir die Newton’sche Methode
bei Gleichungssystemen

Von ALEXANDER OSTROWSKI, Basel

Einleitung. Um nach der Newton’schen Methode eine Losung des
Gleichungssystems
f(%,y)=0,9(z,y)=0 (1)

zu finden, bildet man, von einer angenaherten Losung z,, vy, ausgehend,
eine Folge von Naherungen (z,, y,) mit Hilfe von Gleichungen

fslc (anyn) (xn+1—xn) +ig’/(x n’ yn) (yn-}-l_—yn) + .f(xn: yn) =0

, , (2)
9 (xn ’ ?/n) (xn+1 _'xn) + gy(xn ’ yn) (yn+1"——yn) + g(xn ’ yn) =0.

Wihrend es im Falle einer Variabel eine Reihe von Untersuchungen tiber
die Konvergenz und die Fehlerabschéatzung bei der Newton’schen Methode
gibt?), sind mir nur zwei Stellen in der Literatur bekannt, die darauf fiir
den Fall der Gleichungssysteme eingehen, allerdings ohne die Untersuchung
bis zu den fiir den Rechner brauchbaren Regeln durchzufiihren?).

1) Zum Beispiel: 4. L. Cauchy, Legons sur le calcul différentiel, Paris 1829 (Note
sur la détermination approximative des racines d’une équation algébrique ou transzen-
dante), wiederabgedruckt in Oeuvres complétes (II), Tome 4, pp. 573—609.

J. B. Fourier, Analyse des équations déterminées, Paris 1831; (Ostwalds
Klassiker); Nr. 127.

G. Faber, J.f. d.r.u. a. M., 138 (1910), pp. 1—21.

A. Ostrowski, Sur la convergence et 'estimation des erreurs dans quelques
procédés pour la résolution des équations numériques. Erscheint in der Fest-
schrift fur D. 4. Grawe.

%) C. Runge, Separation und Approximation der Wurzeln; I B 3a, Enzyklo-
pédie der Mathematischen Wissenschaften, I' (1899), insbesondere pp. 446—448.

Fr. A. Willers, Methoden der praktischen Analysis; Berlin 1928, insbesondere
pp. 176—178.

C. Runge sagt a a. O., daB3 das Verfahren (quadratisch) konvergiert, wenn die Aus-
gangsnaherung gut genug ist, ohne die hinreichende Bedingung durchzurechnen und
insbesondere den Bereich abzuschitzen, in dem ,,alle in Betracht kommenden Werte‘
liegen. Ferner wird bei Runge angedeutet, wie man aus der Kleinheit des ,,Einsetzungs-
resultats‘ von (zy, ¥,) in f und g auf die Gute der Néaherung riickschlieen kann, wobei
aber wiederum eine klare Abgrenzung der ,,in Betracht kommenden Werte‘‘ fehlt. Die
Tendenz dieser Andeutungen wird durch das Korollar 1 zu unserem Satz I in Nr. 4 be-
stétigt.

Hr. Willers gibt a. a. O. den Weg an, auf dem hinreichende Konvergenzbedingungen
berechnet werden kénnen. Allerdings hiéngen die so zu berechnenden Schranken nicht
nur von den ersten und zweiten, sondern auch von den dritten Ableitungen der Funk-.
tionen f und g ab.
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Wir werden nun im folgenden zuerst die Konvergenz des Newton’schen
Verfahrens unter den folgenden Voraussetzungen beweisen:

Es sei ¥ ein axenparalleles, abgeschlossenes Quadrat, in dem eine
Losung (&, ) von (1) liegt. Es sei R* das ,,verdoppelte’ R’, d. h. das
axenparallele Quadrat mit dem gleichen Mittelpunkt wie ', aber doppelt
so groflen Kanten — oder irgend ein Bereich, der dieses ,,verdoppelte‘¢
R enthilt. f und g seien in R* mit ihren ersten und zweiten Ableitungen
stetig, und die Funktionaldeterminante von f und ¢ sei in R* von 0
verschieden.

Es sei 9% eine obere Schranke der absoluten Betrige der drei Ablei-
tungen zweiter Ordnung von f und g in R*, M analog eine obere Schranke
der absoluten Betriage der Ableitungen erster Ordnung von f und ¢ in
R*, m > 0 endlich eine untere Schranke des absoluten Betrages der
Funktionaldeterminante von f und g in R*. Ferner sei

n=Max (| &§—2, || n—y.|) (3)

Dann gilt fir n = 0, wenn der Punkt Py (xy, ¥,) In R’ liegt und

m
_m 4
% < 13 (4)
28t :
4 MM
Onpr = ——— 4, , (5)

und das Verfahren konvergiert. (Vgl. Nr. 1.)

Man sieht, daB in diesem Falle das Verfahren ,,quadratisch‘ konver-
giert, d. h. die Anzahl der richtigen Dezimalen bei den Produkten

41:{%9)? &, 415:'»? n sich praktisch bei jedem Schritt verdoppelt.

Da man allerdings £ und % nicht kennt, mufl man, um die Konvergenz
sicherzustellen, das Quadrat R so klein annehmen, daB seine Seiten

kleiner als sind.

m
4 M M
Fiir den Rechner ist freilich eine andere Fragestellung wichtiger.
Er hort ja im allgemeinen mit der weiteren Rechnung auf, sobald die

letzte Korrektur, also auch

dn = Max (l Lol Ly l! I Yny1— ynl) (6)

so klein ist, daB} sie die verlangte Genauigkeit praktisch nicht mehr zu
beeinflussen vermag. Es ist aber wichtig, auch in diesem Falle genaue
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Fehlerabschatzungen zu haben, d.h. also Abschitzungen fiir 4,,, in
Abhéngigkeit von d,. Ewne solche, unter der Voraussetzung 8 M I §, = m
geltende, sehr gut brauchbare Abschitzung ist (Vgl. die Formeln (2, 8),
(2,9)):

48 M M
6n+1 m di » T (7)

Die oben angefithrten Resultate sind allerdings nur dann anwendbar,
wenn man die Existenz einer Losung in ' bewiesen hat, womit sich der
Rechner in der Praxis wohl in den seltensten Fallen abgeben wird. Daher
ist eine Formulierung von Interesse, bei der aus der relativen Kleinheit
der Werte von f(z,, ¥,) und g (,, ¥,) oder aus der relativen Kleinheit von
d, direkt auf die Existenz einer Losung in ' geschlossen werden kann.

Das einfachste und brauchbarste Resultat ergibt sich mit Hilfe des
Wertes von d,. Man bilde namlich das Quadrat

|x—zy| =2dy, |y—yo| =2d, (8)

und bestimme in ihm obere Schranken M, I fiir die absoluten Betrige
der ersten bzw. der zweiten Ableitungen von f und g, sowie eine positive
untere Schranke m fiir den absoluten Betrag der Funktionaldeterminante

von f und g. Wenn dann
8MMd,<m (9)

ist, so liegt im obigen Quadrat eine Losung (&, ) von (1), gegen die die
nach dem Verfahren (2) bestimmten Néherungspunkte konvergieren
(Satz I).

Bei der Anwendung dieses Resultats wird unter Umstanden die Ermitt-
lung eines positiven Wertes von m Schwierigkeiten bereiten. Ist aber
4, der absolute Betrag der Funktionaldeterminante im Punkte x,, ¥,, so
148t sich die obige Bedingung (9) ersetzen durch

Es gilt dann
5, < YO MM 5 (11)
A,

(Satz II).

Das so formulierte Ergebnis kommt wohl den Bediirfnissen des Rech-
ners am besten entgegen, da in ihm mit d, und 4, sowieso nur die GréBen
benutzt werden, die er bei seiner Rechnung zu ermitteln hat, und sich
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zugleich eine sehr brauchbare Fehlerschranke ergibt. Man wird dieses
Resultat in der Praxis so anwenden, dafl man, wenn es auf die Ausgangs-
niaherung nicht anwendbar ist, zunichst weiter rechnet, bis man zu einer
Néaherung kommt, auf die, als eine neue Ausgangsniaherung, dieses Resul-
tat anwendbar wird.

Daneben ist es natiirlich von Interesse, ein dhnliches Kriterium fiir
den Fall anzugeben, wo die Werte von f(x,, y,) und g¢(z,, y,) relativ
klein sind. Denn die Berechnung dieser Werte entspricht ja dem sehr
natiirlichen Bestreben des Rechners, die Genauigkeit der errechneten
Néaherungen durch ,,Einsetzen‘“ nachzupriifen. Hieriiber ergibt sich aus
dem Satz I ein einfaches, im Text als Korollar 1 zum Satz I formuliertes
Ergebnis.

Sodann gehen wir auf eine weitere, fiir den Rechner wichtige Frage
ein. Es wird namlich gelegentlich empfohlen, bei der Anwendung der
Naherungsformel (2) die Werte der Ableitungen von f und ¢ nicht jedesmal
neu zu berechnen, sondern bei jedem einzelnen Schritt die im Ausgangs-
punkt ermittelten Werte zu benutzen. Wir zeigen nun, dafl auch das so
abgeanderte Verfahren konvergiert, wenn der Ausgangspunkt die Losung
gut genug approximiert. Die Konvergenz ist allerdings wesentlich schwé-
cher, da dabei die Anzahl der richtig ermittelten Dezimalen der Anzahl
der Naherungsschritte proportional ist. Trotzdem ist es in den meisten
Fallen am giinstigsten, das Verfahren (2) mit dem so abgednderten Ver-
fahren zu kombinieren. Wir zeigen, dal man im allgemeinen mit einem
Mindestmafl an Rechnungen auskommt, wenn man bei Anwendung der
Formeln (2) die partiellen Ableitungen nur jedes dritteMal neu berechnet.
Wenn allerdings die Ausgangsnaherung bereits gut genug ist, und man
nicht mehr als eine Versechsfachung der Anzahl der genauen Dezimalen
beabsichtigt, kann durchweg mit den i1m Ausgangspunkt ermittelten
Werten der Ableitungen gerechnet werden.

Dabei machen wir zum Vergleich der Rechenarbeit Gebrauch von
einer, nur sehr konventionell aufzufassenden Einheit fiir die Rechen-
arbeit, die wir als ,,Horner” bezeichnen. Es ist dies die Rechenarbeit,
die zur Ermittlung der Werte eines Funktionenpaares in einem vor-
gegebenen Punkt dient?). Es braucht kaum betont zu werden, daf die
Benutzung einer solchen Einheit nur zum Vergleich der Rechenarbeit

3) Ein dem bekannten Hornerschen Schema nachgebildetes Verfahren fiir die Berech-
nung der Werte eines Polynoms in zwei Variabeln findet sich ausfiihrlich geschildert bei
H. Scheffler, Die Auflosung der algebraischen und transzendenten Glei-
chungen mit einer und mehreren Unbekannten in reellen und komplexen
Zahlen nach neuen und zur praktischen Anwendung geeigneten Me-
thoden, Braunschweig 1859, pp. 56—61.
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innerhalb eines bestimmten Problems angebracht ist und auch dann nur
unter bestimmten Voraussetzungen.

Im wesentlichen kann man dann die Rechenarbeit in Horner iber-
schlagen, wenn man mit der Rechenmaschine rechnet. Falls es sich da-
gegen um mehr oder weniger gut tabulierte Funktionswerte handelt, wird
man die sparsamste Anordnung fiir die Verwendung der besprochenen
Rechenverfahren sich jedesmal den Umstdnden entsprechend neu zu
iiberschlagen haben — und dasselbe gilt, wenn die Vergroflerung der
Anzahl der Dezimalen in ihrer Wirkung auf die Rechenarbeit zu beriick-
sichtigen ist.

1. Fiir eine Funktion F(x, y) schreiben wir allgemein auch F(Q), wo
@ der Punkt mit den Koordinaten z, y ist. Um nun die Formeln (5) und
(7) zu beweisen, nehmen wir an, es liege im Mittelpunkt eines axen-
parallelen, abgeschlossenen Quadrats R der (z, y)-Ebene eine Losung
P (&, n) des Gleichungssystems (1). Uber f und g setzen wir voraus, daf
sie in Rk mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetig sind und daQ
die Funktionaldeterminante

Az, y) = f.9,— 1,9,
in R nicht verschwindet. Setzen wir dann allgemein:
Uy = f—xn s Un=N—"Yn>

so folgt aus (2), wenn wir die Punkte (z,, y,) mit P, bezeichnen und
P, in R liegt:

f;:(Pn)un+1 +f;/(Pn)vn+1=f(Pn) +I;(Pn)un +/;;(Pn)vn=A . (1’1)

Fir A aber folgt aus der bekannten Restgliedformel, wenn mit P* ein
geeigneter Punkt auf der Strecke (P, P,) bezeichnet wird:

-4 =f(P) —f(Pn) —f:;(Pn)un-f;/(Pn)vn: Jﬁ‘ (f;:;:(P’)uffi'2fa;;(P*)unvn+j;;(P*) ’Ui).

Daher gilt unter Benutzung von (3)

4] <38, (1o (P + 21 £y (P | + 1 £, (P)]) - (L2)
Analog ergibt sich aus der zweiten der Gleichungen (2)
g;(Pn) un+1 + g;/(Pn) vn+1 = B ’ (1’3)

wo fiir ein P** auf der Strecke (P,P,)

| B| <302 (19..(P")| + 219, (P™) | +19,,(P™)]) (1,29
ist.
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Durch Auflésung von (1,1) und (1,3) nach u,, und v, , folgt:

un+1=‘x1(Pn)A +181(Pn)B ’ vn+1:o‘2(Pn)‘4 +ﬂ2(Pn) B’ (154)

WO
_ 9,(@) _ —1,(@)
x(@ == p@ = =0
ist.

Es sei nun u eine obere Schranke der absoluten Betrige aller vier
Funktionen (1,5) in . Offenbar kann man, wenn M eine obere Schranke
fiir die absoluten Betrage der ersten Ableitungen von f und ¢ in R und
m eine positive untere Schranke fiir den absoluten Betrag der Funk-
tionaldeterminante von f und ¢ in R ist,

M

_7',;,; (1’6)

M:

setzen. Andererseits sei
K=1gj§ (1o @ [+ 21 fo@) [+ [ @) ] 1920(@) | +2] 9,(@) | +19,,(@) 1) -
(1,61)

Offenbar gilt, wenn 9% eine obere Schranke fiir die absoluten Betrage
der zweiten Ableitungen von f und g in R ist,

K<4Mm. (L,7)
Dann folgt aus (1,4), (1,2), (1,29
| %41 =uKoy, | Vp1 | =ukKé;,
SorSpK8, (uKo, )<Koy <. <uKs) , (18)

woraus unter der Bedingung
pK <1 (1,9)

die Konvergenz des Verfahrens folgt. Denn wegen u K §, < 1 ist dann
sicher 4,,;, < d,, und P,,, (und damit alle P,) liegen sicher in .
Hieraus folgt aber das in der Einleitung ausgesprochene Resultat (5) unter
der Voraussetzung (4) ohne weiteres.
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2. Es handelt sich nun darum, eine Abschéitzung von 4,,, durch d,
zu finden, also eine Abschitzung des Fehlers. Zu dem Zwecke gehen wir
wieder unter den Voraussetzungen von Nr.1 und der Annahme (1,9)
von den Relationen (2) aus, wenden aber jetzt auf

'—f(P'n)=f(P)—f(Pn) und —g(Pn) =g (P)—g(Py)

den gewohnlichen Mittelwertsatz an. Dann folgt:

9 (Po) (€n s —2,) + 9, (Pp) (Yni1— ¥a) = 9:(@ ) v, 4 9,(@) v ,

wo @, @ auf der Strecke (P, P,) liegen. Aus diesen beiden Gleichungen
folgt aber
u, = Zl(xn+l—xn);Z2(yn+1_yn) ’ (2’1)

WO

N=,(0)9,@Q)—1,(@9.(@),
Zy =1, (P9, (@)—9.(P) ], (@), Zo=1,(P.)g,(Q)—g,(P.)},(Q
gesetzt ist. Fir N gilt nun
N—A4Q) =/.(Q) (9,Q@)—9,(@)—1,(@ (9.(@)—9.(Q))

und daher, wenn der Mittelwertsatz auf die Differenzen in den Klammern
angewandt wird,

|N—4@Q)|<4MMms, (2.2)
Wenn also
m
b = 531 (2,3)
ist, gilt wegen | 4 (@) | =m :
IN| = -”23 (2,4)

Hier haben M, m, M fir R die gleiche Bedeutung wie in Nr. 1.
Ziehen wir nun auf den beiden Seiten von (2,1) #, ., — %, ab, so folgt

Z,—N Z
U1 =“—1‘1V—" (Tppr—2,) + Fz(?/nu_‘?/n) . (2,5)
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Hier ist aber
Z,—N=g,(Q) (f.(P)—1.(@) —1,(@ (9. (P,) —9.(Q"))
und daher nach dem Mittelwertsatz

| Z,— N | < 4 M MI,,
und ebenso folgt
| Zy | < 4 M M6,
Daher liefert (2,5)
16 M 9

m

d, -9, .

Da aus Symmetriegriinden die gleiche Abschatzung fiir v, gilt, folgt

wegen (2,3)

16 M M
m

8 d, o, < 2d, . (2,6)

n+1 é

Wegen | §,,;, — 6, | =d, folgt weiter

9, < 3d, (2,7)
und daher aus (2,6)
Opp1 = 481'”{9»@ : (2,8)

Eine schéarfere Abschitzung erhalten wir, wenn wir auf beiden Seiten
von (2,8) d, addieren. Dann ergibt sich wegen (2,6) allgemein

6n§an+l+dn édn<l+48Mmdn> ’
8 < 16%mdg<1+48%mdn) L m=0,1-. (2,9

Die Abschitzung (7) der Einleitung folgt unter den dort genannten Vor-
aussetzungen aus (2,8) unmittelbar.

3. An die obigen Entwicklungen mogen einige Bemerkungen gekniipft
werden.

a) Wir notieren zuerst die leicht zu beweisende Ungleichung
dn - 6n+] é 671 —S— dn"l" 6n+1 ’ (3’1)
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deren rechte Seite bereits oben benutzt wurde. Da fir d,—0 wegen
(2,9) 6,,,=0(d,) ist, folgt aus (3,1) unter der Voraussetzung (2,3) fiir
n=0 mit n—>o0

8, ~d,. (3,2)

b) Was die Bedingung (4) anbetrifft, so kann man, wie schon in der
Einleitung bemerkt wurde, ihr Erfiilltsein zunachst nur dann feststellen,
wenn die Kante von R’ kleiner als die rechte Seite von (4) ist. Es sei s
die Kante von R’, dann ist J, < s und

4 MM
m

(3,3)

4 MM >2"
—_— 8 .

an_s_<
m

Die Bedingung (2,3) ist daher bereits fiir §, und daher fiir alle §,, erfiillt,
wenn

4 M M
m

0= §<%

ist.
Ist aber 6 > 4, so wird man 7» in (2,3) und daher in (2,6) und (2,9)

der Bedingung unterwerfen, daf anég ist. Einfacher ist es aber, in
diesem Falle die Formel (2,4) etwas abzuschwichen. Setzen wir

an = 0” ’ (334)
so folgt aus (2,2) und (3,3)

| N—A4@Q) | = 0,m,
|N|=(1—86,)m. (3,5)
Mit dieser Abschatzung von | N | wird aber (2,6) zu

8 MM 26

bt ST n0n S T - (3,6)
Durch Addition von d, wird hieraus
140,
673 = ‘i‘::’e—n dn ’ (3,7)
dun < 2B Lt 0n (3.8)

m (1—6,)2 ™
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c) Dem Rechner wird zumeist die Bestimmung von m Schwierigkeiten
bereiten. Man kann nun m und zugleich M folgendermaflen abschitzen,
wenn R klein genug ist, d. h. wenn die Losung bereits gut genug ange-
nahert wurde.

Man berechnet ja auf jeden Fall 4(P,), da dies zur Bestimmung von
x, und y; notig ist. Es sei nun | 4(P,) | = 4, gesetzt. Dann folgt

A (@, Y)=Tray+ [0 — foyTe— 92z »
| A (x, y)| <4 MM,

|4, (2z, )| S4 UM,
wenn (2, ¥) in R liegt. Es sei nun die Kante von R’ <s. Dann gilt in R*

| A, y) — A(xp, Yo) | = 165 M 9N,

| A(z, y) | = 49— 16s M M. (3,9)
Wenn daher
4
S it @
ist, gilt
4,
mz (3,92)

Offenbar ergibt sich analog, wenn

My=Max (|f.(P)|, [f,(Po)|, |9, (Po)| , 19,(Po)])

gesetzt wird,
M< M+ 4sM. (3,93)

Die Anwendbarkeit der Formel (3,92) ist aber an die Bedingung (3,91)
gebunden.

d) Endlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, dafl wir in der Formu-
lierung der Einleitung nicht ausdriicklich vorausgesetzt haben, P (&, )
sei die einzige Losung von (1) in . Da aber unter der Annahme (4) oder,
wenn die Kante von ' mit s bezeichnet wird, unter der Annahme

m
8§ < m s (3,94)

die Folge P, gegen jede Losung von (1) in 8 konvergieren muB, folgt,
daf es in R’ nur eine Losung von (1) geben kann, sobald (3,94) erfullt ist.

88



4. In der Praxis wird man allerdings in den seltensten Fillen der
Rechnung einen Existenzbeweis fiir eine Losung in ' vorausschicken.
Man wird vielmehr, sobald die Werte von f(P,) und g(P,) klein genug
sind, annehmen, daf} es in der Nahe von P, eine Losung von (1) gibt,
und versuchen, sie als Grenze der Punktfolge P, zu berechnen. Wir
wollen nun die Frage beantworten, in welchem Falle man aus der ,,Klein-
heit von f(P,) und g(P,) auf die Konvergenz des Verfahrens schliefen
kann.

Es ist allerdings nicht praktisch, zur Beurteilung der Giite einer Nahe-
rung die Werte der Funktionen f und g zu berechnen, da man damit im
allgemeinen ein Drittel der Arbeit zu leisten hat, die zur Berechnung
einer weiteren, in der Regel besseren Newton’schen Néherung zu leisten
ist. Bezieht man sich dagegen auf die Werte von d, (bzw. d,, d,, ...), s0
ergeben sich zugleich einfachere Formeln. Wir beweisen daher zuerst
einen auf d, beziiglichen Satz. Wir wollen dabei und spéiter von der
Bezeichnung Gebrauch machen:

k,=Max(|f(P,)], |9(P,)]). (4,1)
I. f(z, y), g(x, y) seien zwer im Quadrat

(Ro) |2—xo|=2d,y, |y—yol=2d,

mit thren ersten und z2weiten Ableitungen stetige Funktionen, wober d,
durch (6) definiert ist. I ser eine obere Schranke der absoluten Betrige der
zweiten Ableitungen von f und g in Ry, M eine obere Schranke der absoluten
Betrige der ersten Ableitungen von f und g in Ry, m endlich eine als positiv
vorausgesetzte untere Schranke des absoluten Betrages der Funktional-
determinante von f und g in R, Gilt dann

so liegt in R, eine und nur eine Losung der Gleichungen (1), gegen die die
Newton’sche Punktfolge P,,n=0,1, ..., von P, aus gebildet, konvergiert.
Zugleich gilt, | A(P,) | = 4, gesetzt,

4 M

dn+1 é A d?; ’ (4!3)
nt1
m AMM 2t
d-n+1 é 4:9)2.M ( m dO) ¢ (4,4)
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Beweis. Die Punkte P, P, liegen sicher in $,. Daher folgt aus (2)
fiir n=0, 1 durch Auflésung nach %, , — 2, und y,,; — ¥, unter Be-
nutzung der Bezeichnung (4,1)

d

IA

k
n
n m

IA

n

Ferner folgt aus der Restgliedsformel wegen (2) fiir n=10
F(P)=% (1o P7) (81— @0)*+ 2[4 (P") (#1—%0) (Yr—Yo) +/u(P") (y1—¥0)?) ,
wo P* auf der Strecke P;, P; und daher in R, liegt. Daher gilt
| (P) | =2 Mg,
und daher, da die gleiche Abschatzung fiir g (P,) gilt,

b, <29Md;, (4,51)
und folglich, wegen (4,5),
4 MM 4 M

2
A, b=

Wegen (4,2) folgt aber hieraus
dy = % dy,
und daher liegt das Quadrat

R) |e—2|=2dy, ly—y =24,

innerhalb R, In R, liegt aber der nachste Naherungspunkt P,. Setzt
man die gleiche Uberlegung weiter fort, so gelangt man zu einer Folge
von in einander geschachtelten Quadraten, deren Kanten gegen 0 kon-
vergieren und in denen bzw. die Punkte P, liegen. Daher konvergieren
die Punkte P, gegen einen Grenzpunkt P (&, 7), der in %, liegt und in
dem f und g verschwinden miissen. Das letztere folgt unmittelbar aus
der Relation

ko < 29Md2, (4,61)

die mit (4,51), angewandt auf d,, identisch ist.
(4,3) ist ferner mit (4,6), angewandt auf d,, identisch, und (4,4) folgt
aus (4,3).
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Wir beweisen endlich, dafl in R, nur eine Losung von (1) liegen kann.
Denn es moge neben P (&, ) in R, noch eine zweite Losung P (&, ')
liegen. Dann verschwinden die beiden Funktionen von ¢

fEE+(A—t) & tn+(1—t) ), gEE+(1—t) &, tn+ (1—1) 1)

fiir t=0 und {= 1. Nach dem Rolle’schen Satze folgt hieraus die Existenz
zweier Punkte @, @ auf der Strecke von P nach P, in denen

f:@) (E—E&)+1,@ (n—o)=0

und

9, @) (E—&)+9,@)(n—1)=0
gilt. Das Verschwinden der Determinante dieser Gleichungen liefert

f2(@) f,@)

4@Q) =] | . , A
9,(@)—9,(Q") 9,(@)—g,(@)

Die Elemente der zweiten Zeile der Determinante rechts sind aber absolut
<29M-2d, so daB die Determinante rechts absolut genommen den
Betrag von 8 9% M d, nicht iiberschreitet, wahrend | 4(Q)| = m nach
(4,2) groBler als 8 W M d, ist. Daher kann P’ von P nicht verschieden
sein, und der Satz I ist vollstindig bewiesen.

Korollar 1 zum Satz I. Ersetzt man in den Voraussetzungen des Satzes I
das Quadrat R, durch das Quadrat

4 Mk,
m - m

und die Annahme (4,2) durch
16 M M2 k, < m2, (4,71)

| 2—| = s ly—wl = (4,7)

8o bleiben die Behauptungen des Satzes 1 gilltig.

In der Tat folgt aus (4,5), daBl das Quadrat R, in (4,7) enthalten ist.
Andererseits ist auch (4,2) zugleich mit (4,71) wegen (4,5) erfiillt.

Korollar 2 zum Satz I. Unter den Voraussetzungen des Satzes I bzw.
des Korollars 1 dazu gilt:

LM M L . (4,8)
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4 M M

In der Tat gilt offenbar, ¢= dn-1 gesetzt,

4 MM 4 MM

dies ist aber wegen (4,3)

ettt =

g2

b
—

woraus (4,8) unmittelbar folgt.

Es sei noch bemerkt, dal firr die Giiltigkeit von I und der Korollare
dazu iiber 4(x,y) nur | A(P,)|=m, n=0,1,..., vorausgesetzt zu
werden braucht.

Wenn fiir den Ausgangspunkt P, die obigen Bedingungen nicht erfiillt
sind, so wird man zunichst nach der Newton’schen Methode weitere
Néherungspunkte P, P,, ... suchen. Sobald eine der Zahlen d,, k, genii-
gend klein geworden ist, 14t sich das entsprechende Resultat anwenden
und man kann zugleich die obigen Abschétzungen benutzen. Sonst aber
ist der kleine Wert von k, oder d, nicht durch die Nihe einer Losung
bedingt.

5. Bei der Anwendung der in Nr. 4 bewiesenen Resultate hat man die
GroBenordnung der ersten und zweiten Ableitungen in einem gegebenen
Gebiet zu iiberschlagen, was im Falle, da3 f und ¢ Polynome sind, nicht
schwer ist. Dagegen ist die Abschatzung von | 4(x, y) | nach unten oft
sehr umstandlich. Daher liegt es nahe, nur den Wert A4 (P,), der ja sowieso
berechnet werden muB, in Betracht zu ziehen und die Werte 4 (P,) nach
unten abzuschitzen.

Nun folgt, wenn M und 9 auf der Strecke P, P, ., die gleiche Bedeu-
tung haben wie oben, édhnlich wie in Nr. 3 unter c):

IA (Pn+1)~"A (Pn)‘—g—éLMmd xn+1_xn| +|yn+1_ynl)§8Mngn ’
und daher
A=A, —8 M Md,. (5,1)

Es moge nun in den Voraussetzungen des Satzes I die Annahme (4,2)
durch
16MMdy < Ay, 16 MMdy<ad,, xa<1 (5,2)

ersetzt werden. Dann gilt wegen (5,1)

Al ng'—" 8%2Md02<1’“‘%)4]0>‘42_0 . (5)3)
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Andererseits folgt wie bei (4,5)

5 L 2ME,

n=""4 ’ (n=0,l)

n

und daher insbesondere wegen (4,51)

oMk, _4MMd:
dlé Al —S— Al ’ (5’31)
169} M d, 1653)2Md0)2 (Ao\z 16$))2Md0)2
< — ] & 2
Al ...—_:.( AO zAl < < AO = x 3 (594)
16MMd, < 4, ,
16MM d, A,

Daher liegt das Quadrat R, innerhalb R, und fiir den Punkt P, gelten
die analogen Annahmen wie fiir P, so daB sich unsere Uberlegung
ad infinitum fortsetzen laBt. Daher konvergieren die Punkte P, gegen
einen Punkt (&, ), der innerhalb R, liegt und eine Losung von (1) dar-
stellt.

Zugleich gilt, wenn die Formeln (5,31) fiir d,_, und d,, (5,4) fiir 4,_,
und 4, benutzt werden:

2
b, <2d, < 2B dw1 (5,51)
2
6n§169)?Md i < 169)?Md2 (5.52)

Ay 24, " dpn M

Fiir eine Uberschlagsbetrachtung ist es allerdings wichtig, in diesen
Formeln anstatt 4,_, und 4, einen von 4, abhingigen Ausdruck-einzu-
tithren.

Nun muBl « wegen (5,4) fiir 4, durch «®" ersetzt werden. Daher
folgt durch sukzessive Anwendung von (5,3)

A > x o2\ ot ! a2t A
053 (505
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und dies ist, wie man durch vollstindige Induktion leicht beweist,

fir 0 <« < 1 grofler als (l——oc—l—%) A,. Daraus folgt aber

Ay > (1—x) 4y, 9) (5,53)
und daher nach (5,51)

(5,6)

Fiir 8, ergibt sich aus (5,51) und (5,1) insbesondere die scharfere Relation

2
< L BMM g 16%Md,

- a A, A,
=3

(5,7)

Zusammenfassend erhalten wir als unser wichtigstes Ergebnis :
1I. f(z, y), g(x, y) mogen fir em dy> 0 vm Quadrat
R) |o—a| <2dg, | y—yo| < 2d,,

mit den ersten und zweiten Ableitungen stetig sein. Es sei

o(f(%o, Yo)> 9(%o, o) )

0,
a(an yo) =

Ay = ‘A(xo’ ?/o)|=

und es seien M, W positive Zahlen mit (5,2). Sind dann in R die ersten
Ableitungen von f und g absolut < M und die zweiten Ableitungen absolut
< M und gelt fir die vermoge der Formeln (2) berechneten x; — g, Yy, — Yo

| 21— %o | Sdo, | 11— Yo | = d,,

8o liegt in R eine Losung (&, n) von (1), gegen die die Folge der vermége (2)
berechneten Punkte P, (x,, y,) konvergiert. Zugleich gelten unter Benutzung
der Bezeichnungen (3), (6) und | A(P,)| = 4, die Abschitzungen (5,52),
(5,6), (5,7), wo sicher firn =0,1, ...

4) Man kann zum Beweis von (5,53) statt der erwahnten Ungleichung auch die
folgende Identitét benutzen:

-1 2V n—1 v 2V
(1 ——aZ”) T, (1——5‘—_) =(1—a) II (1 + ﬁ_(i——o—‘_l) . (5,531)
v=0 2 =0 2
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A 16 MM ,\2" A
d, < " =B 2" 5
ST 4, d") T (5.8)

SMM ,» A n+1
d <P __Tn 2 .
= =R

(5,9)
gult.

In der Tat folgt (5,8) aus (5,4) durch wiederholte Anwendung unmittel-
bar. Um aber (5,9) zu erhalten, beachte man, da8 (5,31), fiir d, und d,,,
geschrieben,
4MMd: 8WMMd: A4, SMMd;

Aoy 4, 24,,° 4

dn+1 =

n n

liefert, wegen der aus (5,3), fiir 4, und 4,_, geschrieben, folgenden Rela-
tion 24,., > 4,.

6. Bei der zahlenmifigen Berechnung der sukzessiven Naherungs-
punkte P, besteht in der Regel der Hauptteil der Rechenarbeit in der
Berechnung der Werte von

F(Po), g(Pa),s 1o(Py), 9:(Pa), 1, (Py), g,(P,) . (6,1)

Die daneben weiter auszufiihrenden Rechnungen sind, wenigstens beim
Gebrauch einer Rechenmaschine oder der Logarithmen, zu vernach-
lassigen. Trifft dies nun fiir das Gleichungssystem (1) zu, so kann man
durch eine leichte Abanderung der Gleichungen (2) eine nicht unwesent-
liche Ersparnis in der Rechenarbeit erzielen.

Wir wollen im folgenden als eine, natiirlich sehr konventionelle Einheit
fiir Rechenarbeit das Berechnen der Werte eines Funktionenpaares in
einem gegebenen Punkt ansehen und dafiir die Bezeichnung: ein ,,Horner*
benutzen®). Dann verlangt der Ubergang von P, zu P,,, vermoge der

%) Da man im Falle, da8 f und g Polynome sind, im allgemeinen gleich leicht bzw.
gleich schwer die Werte dieser Polynome und ihrer Ableitungen berechnet, brauchen die
fur die Spezifizierung eines Horner zugrunde gelegten Polynome nicht genauer angegeben
zu werden. Anders kann es natiirlich sein, wenn f und g keine Polynome sind. Unter Um-
standen wird man z. B. die Werte der Ableitungen viel leichter berechnen koénnen als die-
jenigen der Funktionen, und dann ist das Verfahren (2) in seiner urspriinglichen Gestalt
unbedingt vorzuziehen. Ferner wird bei der obigen Definition eines Horner die Anzahl
der Dezimalstellen nicht weiter festgelegt. Es ist dies bei Rechnungen mit der Rechen-
maschine nicht sehr wesentlich, wird aber wichtig, wenn die Anzahl der Dezimalen iiber
diejenige der benutzten Rechenmaschine hinausgeht. Diese Vorbehalte darf man unter
keinen Umsténden aus den Augen verlieren, wenn man einen Uberschlag mit der Anzahl
der Horner macht.
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Gleichungen (2) drei Horner. Da aber, wenn sich die Punkte P, nicht
mehr sehr stark vom Grenzpunkt unterscheiden, auch die Variationen
der Werte der vier Ableitungen

fo(Pa) s 1y (Pr) s 9.(Py), 9,(Py) (6,2)

nur sehr klein sind, liegt es nahe, von einem Naherungspunkt an weiter-
hin mit festen, diesem Naherungspunkt entsprechenden Werten der vier
Ableitungen (6,2) zu rechnen und nur die Werte von f(P,) und g(P,)
bei jedem Schritt weiter auszurechnen.

Dieses Verfahren lauft, wenn P, als der Ausgangspunkt angesehen
wird, auf die Benutzung des Gleichungssystems

(6,3)

9u(Po) (Xpy1—2,) + 95 (Po) Yns1—Yn) +9(P,) =0

hinaus. Wir wollen daher zunachst untersuchen, wie sich die sukzessiven
Néaherungspunkte bei diesem Verfahren verhalten.

Zu dem Zwecke benutzen wir die gleichen Voraussetzungen und Be-
zeichnungen wie in der Nr. 1, sowie die Bezeichnungen (3) und (6). Dann
kann die erste der Gleichungen (6,3) in der Form geschrieben werden

f:;(PO) (un_—un-l—l) + f;/(PO) (vn—vn_}.l) +f(Pn) =0
oder

fo(Po) W1 + fy (Po) Vu 1 = fo(Po) uy+ £, (Po) v, +f(P,) = A". (8,31)

Fiir 4’ ergibt sich aber unter Benutzung der Bezeichnung (1,1)
A=A~ (fo(P)—1o(Pn) wn+ (f,(P)—f,(Py) v,=A+ 4, .
Hier gilt fiir A die Abschéitzung (1,2), wo P* ein Punkt der Strecke
(P, P,) ist, also in R liegt. Fiir 4, aber ergibt sich in analoger Weise
durch Anwendung des Mittelwertsatzes die Abschatzung
lAl I = 2%2(] xn—_xol+|yn—y0 I) 671

oder, da der Klammerausdruck rechts < 2 (4, d,) ist,

|A,| <4832M+ 46,0, M .
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Fir 4 aber folgt aus (1,2) und (1,7)

| A4 | éZS)?éf,
und daher
|A'] S 6MEE+49M I, 0, .

Eine zu (6,31) analoge Relation ergibt sich aus der zweiten der Glei-
chungen (6,3). Durch die Auflosung der beiden so entstehenden Glei-
chungen nach u,_,, v,,, folgt

4 MM
an-{-l é m

0,(30, 4 2d,) . (6,4)

Wir setzen nun

12 M
= X
m

und nehmen an, §, sei bereits so klein, dafl

12 W

% 8, 8 <1 (6,5)

ist. Dann ist die Voraussetzung (4) auf jeden Fall erfiillt, so daB, fiir
n=0, wo ja (6,3) auf (2) hinauslauft, aus (5) folgt

% )
4, < 5 8 < _32 . (6,50)
Ist nun, fir v=1, 2, ..... , N,
bu < By <Bpa << B, <, (6,51)
so folgt aus (6,4)
Opi1 < #6g0,, m=12,...., (6,6)

und daher 4§, , < d,, so daB (6,51) allgemein gilt.

Aus (6,6) folgt nun, wegen (6,5), daB 4§, fiir n — oo gegen 0 strebt, so
daB} also unter der Voraussetzung (6,5) auch das vereinfachte Verfahren
(6,3) eine gegen die in R liegende Losung von (1) konvergierende Punkt-
folge liefert. Dagegen ist die Konvergenz im allgemeinen, wie man sagt,
»linear, so daB die Anzahl der sicheren Dezimalen proportional der
Anzahl der Naherungsschritte ist. Gegen diese Verschlechterung der
Konvergenz fallt dann natiirlich die Verminderung der Rechenarbeit
auf ein Drittel bei jedem auf den ersten folgenden Schritt auf die Dauer
nicht mehr ins Gewicht.
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7. Trotzdem ist es aber moglich, durch Kombination der Ansitze (2)
und (6,3) zu einer Vereinfachung zu kommen. Nehmen wir an, wir
berechnen, von P, ausgehend, wofiir die Relation

%0, <<l

gilt, den nichsten Naherungspunkt vermoge der Gleichungen (2), von
da an aber die weiteren Naherungspunkte P, , vermoge der Gleichungen

.f::;(Pn) (xn+v—xn+v—1) + f;/(Pn) (yn+v_yn+v—1 ) = f(Pn+v—1) =0
9;; (P,) (% 40— Tpip_1) +gg’/ (Pr) Univ—Ynsv-1) T 9 (Ppin_1)=0.

Dann ergibt sich aus den obigen Relationen (5), (6,50) und (6,6) nach
der entsprechenden Anderung der Bezeichnungen

X 32 2>
6n+1 é‘g‘aﬁ s 6n+2 é—g‘éﬁ ’ 6n+3§'3—6;4w

und allgemein

xv
(Sn-{.y S ”3—6;+1 .

Andererseits ist die Anzahl der zur Berechnung von P, , notigen Horner
gleich 2+ . Fiir y=4, d. h. nach Leistung von 6 Horner, ergibt sich

4
dann % 82 als Fehlerschranke. Wendet man dagegen diese 6 Horner

so auf, dafl man aus P, , wiederum vermoge des Ansatzes (2) die nachste
Naherung berechnet, so erhalt man durch zweimalige Anwendung der
Formel (4) als Schranke fiir den Fehler

_’f__’f_zz__i‘fz;
3(36") =370

und dies ist von niedrigerem Grade in J, und auch, sobald x4, < 3
wird, numerisch groBer als der obige Wert.

Man erhilt daher auf jeden Fall mit demselben Aufwand an Rechen-
arbeit eine schnellere Konvergenz, wenn man nach jedesmaliger Anwen-
dung des Ansatzes (2) dreimal den Ansatz (6,3) benutzt, oder kiirzer
gesagt, wenn man beim Ubergang von P, zu P,,, die Werte der ersten
Ableitungen von f und g nur bei jedem wierfen Schritt neu berechnet.

Noch besser ist es allerdings, wenn man nach jedesmaliger Anwendung
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des Ansatzes (2) den Ansatz (6,3) zweimal benutzt. In der Tat gelangt
man auf diese Weise durch Aufwendung von 5 Horner zur Gré8enordnung
0, und daher durch Anwendung von 5n Horner zur GréBenordnung

6:". Werden aber Ableitungen von f und g nur bei jedem vierten Schritt
neu berechnet, so wird damit nach Anwendung von 6m Horner die

GroBenordnung von 62" erzielt.

Will man nun z. B. 30 Horner aufwenden, so erhilt man auf den beiden
angegebenen Wegen, bzw. 6%, 625 und 49 ist groBer als 5°.

Man konnte natiirlich auch die Ableitungen von f und g bei jedem
zweiten Schritt neu berechnen. Dann wiirde man nach Aufwendung

von 4n Horner bis zur GroBenordnung 62" gelangen. Dies ist aber ungiin-
stiger als das vorhin angegebene Verfahren. Im allgemeinen 143t sich die
folgende Faustregel angeben:

Man soll die Ableitungen von f und ¢ bei jedem dritten Schritt neu
berechnen. Will man dann noch einen oder zwei Horner aufwenden,
so ist der Ansatz (6,3) zu benutzen. Sollen dagegen 3 Horner aufgewendet
werden, so ist es am giinstigsten, wenn man zuletzt zweimal abwechselnd
die Ansétze (2) und (6,3) benutzt. Wenn endlich noch 4 Horner aufzu-
wenden sind, so ist zuerst vom Ansatz (2) und sodann vom Ansatz (6,3)
Gebrauch zu machen.

Auf die Begriindung dieser Regel gehen wir nicht ein, da ja wohl der
Rechner sowieso in jedem einzelnen Falle sich die giinstigste Kombination
aus den obigen Angaben zurecht legen kann.

Im iibrigen iiberlegt man leicht, dal wenn man nicht mehr will, als
die gegebene Anzahl der richtigen Dezimalstellen zu versechsfachen, man
am einfachsten zunichst einmal den Ansatz (2) und sodann hinreichend
oft den Ansatz (6,3) anwenden soll.

8. Wir wollen nun die obigen Ergebnisse an einigen Beispielen erldutern,
die wir der einschlagigen Literatur entnehmen.

Unser erstes Beispiel ist dem Lehrbuch von Whittaker und RobinsonS)
entnommen. Es handelt sich um das Beispiel von 2 Gleichungen:

=22+ 242 —1=0
=5y + 22— 22y —4=0.
Durch einige Versuche wird festgestellt, dal eine Wurzel &, n im Quadrat

8) E. T. Whittaker and G. Robinson, The Calculus of Observations; a Treatise
on Numerical Mathematics; London 1926, pp. 88—90.
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— 0,650 < x < —0,649; 0,798 < y < 0,799

liegt. Von den Werten
xy = — 0,6494; gy, = 0,7981

ausgehend, werden die ersten Korrekturen bestimmt. Es ergibt sich

f (24, Yo) = 0,620 - 10~4; g (z,, y,) = 0,959 - 104
&y —&y=-—0,1597 - 10~%; y,—y,=—0,1310 - 10—4.

Wie genau werden nun die Lésungen durch x, bzw. y, approximiert?
Man erhdlt zunichst durch einfache Uberschlagsrechnung im obigen
Quadrat

M <11, M < 24, m > 20.

Andererseits ist offenbar
8o <1073, dy < 1,6 - 10-5.

Da die Bedingung (4) offenbar erfiillt ist, ergibt sich aus (5)

4-11-24

<
b= 20

1076 = 52,8.10"6

so dafl danach x; und y, bis auf 6 Einheiten der fiinften Dezimalen genau
sind.

Viel bessere Abschiatzungen ergeben sich aus der Formel (2,9), da die
Bedingung (2,3) hier erfiillt ist:

48-11-24

16.11-24 1o
™" . 925610 -(1+ 5

h=—75

1,6 - 10—5) ,
8, <5,5-1078,

so daf3 danach z,, y, bis auf 5 Einheiten der achten Dezimalen richtig
sind.

Dabei haben wir als gegeben vorausgesetzt, dall im obigen Quadrat
eine Losung des Gleichungssystems enthalten ist. Dies ergibt sich aber
unmittelbar aus dem Satze I oder dem Korollar 1 dazu. Denn um das
Korollar 1 zum Satz I anzuwenden, beachte man, daBl k, < 10— ist.
Bildet man nun mit den obigen Schranken fiir M und m das Quadrat
(4,7) (M =11, m=20), so ergibt eine einfache Uberschlagsrechnung,
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daB in ihm die Funktionaldeterminante von f und ¢g absolut >20=m
und die absoluten Betrige der ersten Ableitungen < 11 = M sind. Die
absoluten Betrige der zweiten Ableitungen sind aber in ihm kleiner als

10% . 202 m?
16 - 112 ~161° &, °

24 <103 <

Daher liegt im Quadrat (4,7) eine Losung der Gleichungen (1), gegen die
die von z, ¥, aus gebildeten Naherungspunkte konvergieren und fiir
die dann die obigen Abschéatzungen gelten.

Ein besseres Resultat ergibt sich mit Hilfe des Satzes I. Denn danach
haben wir nur das axenparallele Quadrat zu betrachten mit dem Mittel-
punkt z,, y,, dessen Kantenlinge 4d,<4-1,6-10%< 6,4-10-5 ist.
Wegen

M<24<100<
8Md,
liegt nach dem Satze I im Quadrat R, eine Losung der Gleichungen (1).

Das nichste Beispiel sei einem Werk von Runge und Kénig?) entnom-
men. Das Gleichungssystem

f=223—9y2—1=0, g=2y3—y—4=0

hat eine Losung in der Nahe von P,: x,= 1,2; y,= 1,7. Durch Einsetzen
dieser Werte ergibt sich

f(Py)=—0,434 ; g(P,)=0,1956.
Durch die Anwendung des Newton’schen Verfahrens folgt
T;—%5=10,0349 ; y;—y,=—0,0390.
Fiir den neuen Néherungspunkt P, gilt
f(Py)=1T4,70-10% ; g(P,)=—19,87104

Und von hier aus ergibt sich die zweite Korrektur
Xo—; =—6,253 - 10~% ; y,—y;=25,263 - 1074,
f(P,)=252,8-10-% ; g(P,)=—>54,8"10"%,

Xy— 2, =—215,7-10-% ; y,—1y,=166,6-10"8,

7) C. Runge und H. Kénig, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen; Berlin
1924, pp. 178—179.
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Um die Genauigkeit der entstehenden Néherungen beurteilen zu kon-
nen, iiberschlagen wir zunéchst im Quadrat

(R*) 1<z<ld; 156<y<],9

obere Schranken M, I fiir die ersten und zweiten Ableitungen von f
und g, sowie eine untere Schranke m fiir die Funktionaldeterminante
von f und g. Es ergibt sich z. B.

M=16; M =19; m = 38.

Es handelt sich zunichst darum, festzustellen, ob es in der Nahe von
P, wirklich eine Losung des Gleichungssystems gibt. Indessen reichen
hierzu der Satz I und das Korollar 1 dazu, auf P, angewandt, nicht aus,
da weder k, = 0,434 noch d, = 0,039 hinreichend klein sind. Wir gehen
daher vom néchsten Naherungspunkt P, aus. Dafiir gilt

k,<76-10% ; d,;<7,6-10-4

Nunmehr ist der Satz I sowie das Korollar 1 dazu anwendbar. Denn fiir
das Korollar hat man mit den obigen Werten von M und m das Quadrat
(4,7) zu betrachten, das im folgenden Quadrat liegt :

R) |z—=x, | <0,0128, |y —y, | < 0,0128.

In diesem Quadrat gelten nun die obigen Schranken und zugleich gilt
in ihm offenbar
382.104
== < Y=
19=M =M = 1576076
daher liegt in R eine Losung unseres Gleichungssystems. Engere Schran-
ken ergeben sich mit Hilfe des Satzes I. Denn dann hat man nur das
Quadrat
R) |z2—x | =<2d, < 152107 ; |y—y,| <152 104
zu betrachten, in dem die obigen Schranken M, 9, m giiltig sind und
nachzupriifen, daBl die Relation gilt:

* m 38-10°
=M< M=3g317,~8.16.76
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Nunmehr ergibt sich aber, da

und die Bedingung (4) fiir 6, erfillt ist, die Abschitzung fiir &,

6234ﬁma§=325§g10—4,

so daf} #, und y, in den ersten vier Dezimalen nach dem Komma richtig
sind.

In der Tat ergeben x; — x, und y, — y, nur Korrekturen, die sich auf
die sechste Dezimale beziehen. Man erhalt so

x, = 1,234272173 ; y, = 1,661527966.

Um die Genauigkeit dieser Werte abzuschitzen, benutzen wir (2,9):

16 M M 48 M M

8, <

d§<1+ d2><7-10—1° .

Daher ist der Fehler bei unseren Werten kleiner als eine Einheit der
neunten Dezimalen, und wir erhalten fiir die genauen Werte:

£ = 1,234272173 4 10~* ; 5 = 1,661527966 + 10-°

Basel, 19. Mai 1936.

(Eingegangen den 22. Mai 1936.)
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