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Ûber eine Interprétation gewisser
Konvergenz- und Fortsetzungseigenschaften
Dirichlefscher Reihen

Von A. Pflxjger, Zurich

Einleitung
Die vorliegende Arbeit ist entstanden im AnschluB an die Verôffent-

lichung von G. Pôlya, Untersuchungen iiber Lucken und Singularitàten
von Potenzreihen, Math. Zeitschrift, Bd. 29, 1929, S. 549—640, ins-
besondere S. 571—610 (in der Folge immer mit P zitierfc).

Indem ich die dortigen Untersuchungen ùber den Zusammenhang
zwischen dem Wachstum ganzer Funktionen vom Exponentialtypus und
den Singularitàten ihrer BoreFschen Transformierten auf eine allge-
meinere Funktionsklasse ausdehnte, auf die sogenannten quasiganzen
Funktionen vom Exponentialtypus (Nr. 6—10) und die im Unendlichen
quasiregulàren Funktionen (Nr. 1—5), gelang es mir, gewisse Konvergenz-

und Fortsetzungseigenschaften Dirichlefscher Reihen (geschrieben
in der Form (2)) durch Wachstums- und Konvergenzeigenschaften ihrer
Borel'schen Adjungierten zu interpretieren (Nr. 11—16, insbesondere
16, c). Es besteht nàmlich zwischen den im Unendlichen quasiregulàren
Funktionen und den quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus ein

vollstândiger Dualismus. Die sich entsprechenden Begriffe sind in
folgender Tabelle zusammengestellt :

Im Unendlichen quasiregulàre
Funktionen

Stiitzfunktion ihrer Windungsflàche

Holomorphieradius

Beschrânktheitsradius

Ùberkonvergenzradius

Gewôhnlicher Konvergenzradius

GleichmàBiger Konvergenzradius

Absoluter Konvergenzradius

Quasiganze Funktionen vom
Exponentialtypus

Wachstumsindikator

Sektorieller Typus

Gewôhnlicher Typus

Ûberkonvergenztypus

Gewôhnlicher Konvergenztypus

GleichmàBiger Konvergenztypus

Absoluter Konvergenztypus
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In einem ersten Abschnitt (Nr. 1—5) werden die Begriffe: Quasi-
regulâre Funktionen (Nr. 1) und ihre Windungsflâclie (Nr. 2) erklârt und
die Beziehungen zwischen den Singularitàten einer quasiregulâren
Funktion und ihrer Windungsflàche bezw. Stiïtzfunktion untersucht
(Nr. 3—5).

Im zweiten Abschnitt gelangen die Begriffe: Quasiganze Funktionen,
ihre Ordnung und ihre verschiedenen Typen zur Darstellung (Nr. 6—10).

Im dritten Abschnitt (Nr. 11—16) wird mittelst der Intégrale (I) und
(II) zwischen den quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus und
den im Unendlichen quasiregulâren Funktionen die Briïeke geschlagen.
In Nr. 11—14 wird lediglich von den analytischen Eigenschaften der
Funktionen Gebrauch gemacht. Aus Satz IX (Nr. 15), wo die Stetigkeit
der Integraloperationen {1} und {II} bewiesen wird, folgt dann auch der
Dualismus beziiglich der Konvergenzeigenschaften (Nr. 16).

Im letzten Abschnitt (Nr. 17—19) werden vom angegebenen Dualismus,
dessen Darstellung und Begrundung das Hauptziel der vorliegenden
Arbeit ist, einige Anwendungen gemacht. Aus einer einfachen Beziehung
zwischen den Richtungen des stârksten Anwachsens einer quasiganzen
Funktion vom Exponentialtypus und den Singularitàten ihrer BoreF
schen Transformierten (Satz X) ergibt sich auf neue Art der bekannte
Vivanti-Landau'sche Satz. In Nr. 18 wird eine hinreichende Bedingung
fur das Zusammenfallen des Beschrânktheitsradius und des absoluten
Konvergenzradius hergeleitet. Nr. 19 endlich beschàftigt sich mit dem

Zusammenhang zwischen dem Wachstum quasiganzer Funktionen vom
Mitteltypus der Ordnung q (q ^ 0, oo) und den Singularitàten quasi -
regulàrer Funktionen.

Fur die mannigfachen Anregungen und Ratschlàge wàhrend der Aus-

fûhrung dieser Arbeit sei Prof. Dr. G. Pôlya der beste Dank ausge-
sprochen.

Quasiregulâre Funktionen und ihre Windungsflâche.

1. Gehen wir aus von der Dirichlet'schen Reihe

wo s — a -\-it die komplexe Verànderliche, die Koeffizienten an irgend-
welche komplexe Zahlen bedeuten und die Exponenten Xn eine monoton
und unbegrenzt wachsende Folge positiver reeller Zahlen bilden sollen,

0 <^< A2< A3< — < Xn< —, 4-» oo.
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Wir setzen weiter voraus, daB die Reihe (1) eine endliche Konvergenz-
abszisse F besitzt. Sie ist dann in jedem Parallelstreifen

R(s) >F + e, s>0, — oo<^< J(s) < t2 < oo

gleichmàBig konvergent und die durch sie in der Halbebene R(s)>F
dargestellte analytische Funktion in jedem solchen Parallelstreifen be-
schrânkt. Wir nennen die untere Grenze % aller Zahlen g, fur welche die
Funktion / (s) in der Halbebene R(s) > a holomorph ist, die Holomorphie-
abszisse. f(s) ist dann in der Holomorphiehalbebene R(s)> % durchwegs
regulàr, wâhrenddem sie in jeder Halbebene R(s) > % —e, e > 0, singulâre
Punkte besitzt.

Sei nun die Funktion f(s) in der ganzen Halbebene R(s) > a, wo a eine
réelle Zahl bedeutet, regulâr. Mittels der Substitution es z wird die
Halbebene R(s) > a sehlicht auf jenen Teil der logarithmischen Flâche
abgebildet, der dem Gebiet | z | > ea V> 0 der komplexen 2-Ebene

iiberlagert ist und im folgenden mit L(V) bezeichnet werden soll. Ebenso
wird jeder Parallelstreifen R(s) > cr, tx < J(s) < t2 der 5-Ebene sehlicht
auf das Gebiet | z \ > F, t± < arg z < £2 der Riemann'schen Flàche L F)
abgebildet, das wir einen Sektor auf L(V) nennen wollen. Desgleichen geht
die Funktion f(s) uber in eine Funktion g(z) /(log z), die auf der
Riemannschen Flâche L(V) durchwegs eindeutigund analytisch ist. Sie

heiBt auf L(V) ,,sektoriell beschrânktu, wenn sie in jedem Sektor auf
L F) beschrânkt ist. Eine solche Funktion g (z), zu der es eine Riemann'sche
Flâche L F) gibt, auf welcher sie sektoriell beschrânkt und uberall regulâr ist,
wollen wir ,,im Unendlichen quasiregulâr(i nennen. Die untere Grenze H
aller Zahlen F, fur welche g(z) auf L(V) regulàr ist, nennen wir den

Holomorphieradius der Funktion g(z). Sie wird schlechthin auf L(V)
beschrânkt genannt, wenn \g(z)\ eine fur aile Punkte auf L F) gùltige obère
Schranke besitzt. Die untere Grenze B aller Zahlen F, fur welche g(z) auf

L(V) schlechthin beschrânkt ist, nennen wir den Beschrânktheitsradius
der Funktion g (z).

LâBt sich speziell / (s) in einer gewissen Halbebene R(s)> a durch eine

Dirichlet'sche Reihe (1) darstellen und wenden wir auf dièse Reihe die

Substitution z e8 an, so geht sie ûber in die sogenannte ,,irregulâre"
Potenzreihe

(2) jp &nz-Xn

Wir wollen im folgenden die Dirichlet'sche Reihe in der Form (2) schrei-
ben. Es ist klar, daB fur die Reihen (2) die analogen Sâtze und Definitionen
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gelten, wie fur die Reihen (1). Konvergiert also die Reihe (2) fur z

z0 r0 • el0°, so konvergiert sie in jedem Punkte der Flâche L(ro-\- e),

e> 0, und zwar in jedem Sektor auf L(r0 + s) gleiehmâBig. Bezeichnen
wir den gewôhnlichen Konvergenzradius mit C, den gleichmâBigen
Konvergenzradius mit U und den absoluten Konvergenzradius mit A, so

konvergiert die Reihe auf L(C + e), e>0 sektoriell gleichmàBig, auf
L(U + e) schlechthin gleichmàBig und auf L(A + e) absolut. Die durch
sie dargestellte im Unendlichen quasiregulàre Funktion ist auf L (H + s)
sektoriell beschrànkt.

2. Um nun zum BegrifE der Windungsflàche der Funktion g(z) zu ge-
langen, betrachten wir zunàchst den Spezialfall der Potenzreihe g(z)

°° a
y^ —. Von dieser wollen wir voraussetzen, daB sie im AuBenraum einer
1 Z

abgeschlossenen Kreisscheibe um den Nullpunkt konvergiert. Da der
Durchschnitt konvexer Bereiche wieder konvex ist, so gibt es einen
kleinsten konvexen Bereich Si, in dessen AuBenraum g(z) durchwegs
regulàr ist1). Dieser AuBenraum ist das umfassendste konkave Regu-
laritâtsgebiet von g (z). Hiebei verstehen wir unter einem konkaven Gebiet
eine solche schlichte Umgebung des unendlich fernen Punktes der kom-
plexen 2-Ebene, in der mit einem Punkte zugleich eine ganze Halbebene
als Umgebung dièses Punktes enthalten ist2). Die Vereinigungsmenge
konkaver Gebiete ist wieder konkav, ihre Komplementârmenge, falls
nicht leer, sicher konvex. Da das KreisàuBere konkav ist, so folgt, daB es
ein umfassendstes konkaves Gebiet gibt, in dem sich die Funktion g(z)
durchwegs regulâr verhâlt, und dessen Komplementârmenge der konvexe
Bereich SK ist.

Wir gelangen nun zum Begriff der Windungsflàche einer imUnendlichen
quasiregulàren Funktion g(z), indem wir einfach die Bedingung der
Schlichtheit fallen lassen. Ein konkaves Gebiet im erweiterten Sinne
ist also eine solche der 2-Ebene xiberlagerte Riemann'sche Flâche, in der
mit einem Punkte zugleich eine ganze Halbebene als Umgebung dièses
Punktes enthalten ist. Ein solches Gebiet ist z. B. die Riemann'sche
Flâche L{H). Es sei nun g(z) eine im Unendlichen quasiregulàre, nicht
konstante Funktion. Der unendlichferne Punkt ist dann entweder
regulâr, ein algebraischer oder ein transzendenter Windungspunkt. Im
letzteren Falle enthâlt die zur Funktion g(z) gehôrige Riemann'sche
Flâche die Flâche L(H) als Teilgebiet. In den ersten beiden Fâllen
schneiden wir die zur Funktiop g(z) gehôrige Riemann'sche Flâche von

i) Vgl. P, S. 571—577.
2) Als Umgebungen sind dièse Halbebenen ohne weiteres ofifen.
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einem endlichen Randpunkt3) radial bis zu z= oo auf, denken uns
unendlich viele gleiche Exemplare nummeriert ••• — 2, — 1, 0, 1, 2, •••

ubereinandergelegt und heften dièse langs des Schnittes kreuzweise
zusammen. So entsteht eine zur Funktion g(z) gehorige unendlich-viel-
blattrige Riemanrische Flache, die L(H) als Teilgebiet enthalt. g(z) ist in
ihren samtlichen Punkten und nur in diesen (abgesehen eventuell vom
Punkt z oo) regular. Betrachten wir jetzt die Gesamtheit der konkaven
Gebiete auf der zu g (z) gehorigen unendlich-vielblattrigen Riemann'schen
Flache, so ist ihre Veremigungsmenge wieder ein konkaves Gebiet, das
umfassendste der inBetracht gezogenen, und dièses Gebiet bezeichnen wir
als die zur Funktion gehorige Windungsflache. Wir verstehen also unter
der Windungsflache 2B einer im Unendlichen quasiregularen, nicht kon-
stanten Funktion g(z) das umfassendste konkave Gebiet, das L(H) als
Teilgebiet enthalt und auf dem g(z) durchwegs regular ist*). Sie besitzt die zu
g (z) gehorige unendlieh-vielblattrige Riemann'sche Flache als Obermenge.

Dièse Flache kann nun, wie wir im folgenden zeigen wollen, aufgefaBt
werden als die Vereinigungsmenge einer einparametrigen Schar von
oflfenen Halbebenen. Verstehen wir namlich unter 5,Halbebene von
Normalenrichtung 0 und Normalenabstand d" — bezeichnet mit E(d, 0)
— die um den Nullpunkt um den Winkel 0 gedrehte Halbebene R (z) > d,
wobei d irgend eine réelle Zahl bedeutet ; setzen wir ferner fest, da8 zwei
Halbebenen E(d, 0±) und E(d, 02) mit positivem Normalenabstand dann
und nur dann ein gemeinsames Gebiet haben sollen, wenn sich die beiden
Winkel um weniger als n unterscheiden, so konnen wir die Riemann'sche
Flache L(H) auffassen als die Vereinigungsmenge aller Halbebenen
E(H, 0). Betrachten wir nun aile Halbebenen von Normalenrichtung 0,
die auf der Windungsflache 2B gelegen sind (dazu gehoren sicher aile
Halbebenen E (d, 0) mit nicht kleinerem Normalenabstand als H) und
bezeichnen wir die untere Grenze ihrer Normalenabstande d, die eine
Funktion des Winkels 0 ist, mit k(0)5). Dann konnen wir die Windungs-

3) Weil die Funktion g{z) sektoriell beschrankt und nicht konstant ist, besitzt sie
endliche Smgularitaten Unter diesen gibt es solehe, die auf der Riemann'schen Flache von
g(z) radial mit dem Punkt z oo verbunden werden konnen.

4) Gegenuber dem Begriff des konkaven Gebietes m der z-Ebene hat der allgemeine
BegrifE eine gewisse Schwierigkeit Dort gibt es eine allen konkaven Gebieten gemeinsame
Obermenge, namlich die voile z Ebene, wahrenddem es hier Jcetn aile umfassendes
Ganze gibt.

5) a) Denken wir uns die Halbebene E(H,&) m der z-Ebene gelegen, so ist die dort
definierte Funktion g(z) auf Senkrechten zu ihrer Begrenzungsgeraden in die Halbebene
x cos 0 -f y sin 0 > h (0) hmein fortsetzbar und zufolge der Définition der Zahl k (0)
hat sie m jeder Halbebene x cos 0 + y sin 0 > k (0) — e, e > 0, singulare Punkte.

b) k(0) kann auch negativ sein, wie das Beispiel (1—z) Q, ç positive réelle Zahl,

9 77 zeigt.
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flàche auffassen als die Vereinigungsmenge aller Halbebenen E(k(0), 0).
Denn dièse Vereinigungsmenge ist sicher in der Flâche 2B enthalten, weil
jede Halbebene E(k(0), 0) es ist. Umgekehrt ist jeder Punkt von 2B in
der Menge enthalten. Denn sei P2 irgend ein innerer Punkt der Flâche 2B,

Px irgend ein innerer Punkt der Flàche L(H). Es gibt dann eine stetige
Kurve C auf 2B, die Px mit P2 verbindet. Jeder Punkt P dieser Kurve hat
eine Halbebene E(P) als Umgebung, die ganz in 9B enthalten ist. Nun
haben wegen der Stetigkeit die Abstànde der Punkte P von der Be-
grenzungsgeraden ihrer Halbebenen E(P) eine positive untere Grenze

q > 0. Ich kann also auf C von Px nach P2 laufend, endlich viele Punkte
so bestimmen, da6 die Halbebenen E(P') und E(P") zweier aufeinander-
folgenden Punkte P' und P" je ein gemeinsames Gebiet haben. Da Px in
einer Halbebene E(H, 0X) auf L(H) gelegen ist, so folgt dann, daB es eine
Halbebene E(H, 02) gibt, so daB E(H, 02) und E(P2) durch Parallel-
verschiebung auf 2B aus einander hervorgehen, E(P2) also von der Form
E(d, 02) ist und folglich P2 in der Halbebene E (k(02), 02) enthalten ist.
Die Windungsflâche 2B ist also die Vereinigungsmenge der Halbebenen

E{k(0), 0). Die Begrenzungsgerade der Halbebene E(Jc(0), 0) nennen
wir Stûtzgerade der Windungsflâche von Normalenrichtung 0, k(0) heiBe

Stutzfunktion von SB.

3. Satz I. Die Stutzfunktion k(0) genugt der Ungleichung

sofern g (z) keine Konstante ist und zwar ist H die genaue obère Schranke.

Beweis : Der eine Teil der Ungleichung, k{0) < H ist trivial. Ebenso

folgt leicht, daB H die genaue obère Schranke ist. Denn wàre k{0) ^
jEf* < H, so wâre g(z) auf Z/(Zf*) durchwegs regulàr, was der Définition
von H widerspricht. Es bleibt also nur noch die Ungleichung — H ^k(0)
zu beweisen. Nehmen wir an, es sei fur einen bestimmten Winkel 0 die
Funktion k(0) kleiner als —H. Es genugt dann die positive Zahl

H — k(0) TTUngleichung

(3)

Die Halbebenen E(H, 0) und e(h, 0 + ^) und E(H,0 + n) denken

wir uns in der z-Ebene gelegen und die durch g(z) in E(H,0) resp.
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E (11,0+ — resp. E(H,0 + 7t) bestimmten regulâren Funktionen

wollen wir mit g1(z) resp. g*(z) resp. g2(z) bezeichnen. Weil nun g(z) auf

L(H) regulàr ist und weil die Halbebenen E(H, 0) und E [H,0 + ^~

l n\ V 2

bezw. die Halbebenen E iH, 0 + — und E(H,0 + n) je ein gemein-

sames Gebiet haben auf L(H), so gehen g1(z) und g*(z) und g2(z) durch

mittelbare analytische Fortsetzung auseinander 1

das Funktionselement von g± (z) im Punkte Px

unmittelbare analytische Fortsetzung auseinander hervor. Bedeutet also

H—k(0)
' * 2

^32 das Funktionselement von g2(z) im Punkte P2 geii0+7r), bezeichnen

ferner Qx und Q2 die im gemeinsamen Gebiet von E (H, 0) und

bezw. ElH, 0 + --Jund E(H, 0 + n) gelegenen Punkte

q j/2 e*(0 + ^ und £ |/2 6*(0 + 3^n>}, so wird aus dem Funktionselement ^
durch analytische Fortsetzung lângs des Streckenzugs P1 Q± Q2 P2 das

Funktionselement ^)32 erhalten.

Nun lâBt sich die Funktion gx{z) làngs Senkrechten zur Stutzgeraden
x cos 0 + y sin 0 H von E(H, 0) in die ganze Halbebene E(k(0)y 0)
hinein fortsetzen, ist also dort eindeutig und analytisch. Weil nach Vor-
aussetzung k{0) <—H, so haben die Halbebenen E(k(0), 0) und
E(H, 0 + n) (beide sind in der z-Ebene gelegen) einen Parallelstreifen
gemeinsam. Untersuchen wir das gegenseitige Verhalten der Funktionen
g1(z) und g2(z) im Punkte P2 gei(0+7T), der wegen (3) im gemeinsamen
Parallelstreifen liegt. Das Funktionselement von gx(z) im Punkte P2 sei

mit *$!* bezeichnet. Es wird aus dem Elément Sfix durch analytische
Fortsetzung làngs der Strecke PXP2 erhalten. Weil nun gx(z) in der Halbebene

E(k(0), 0) regulàr ist und die beiden Streckenzùge PiQiQ2P2 bezw.
PXP2 in dieser Halbebene gelegen sind, so folgt aus dem Monodromiesatz,
da6 die Funktionselemente ^^ und^32 im Punkte P2 identisch sind. Die
Funktionen gx{z) und g2(z) gehen demnach durch unmittelbare analytische

Fortsetzung auseinander hervor und bestimmen so eine in der

ganzen 2-Ebene bis auf den unendlichfernen Punkt regulàre Funktion,
die mit g(z) identisch ist. Weil die Funktion g(z) auf der Riemann'schen
Flàche L F) F> H) sektoriell beschrânkt ist, so ist sie es in der z-Ebene
schlechthin und somit nach dem Satz von Liouville eine Konstante, wo-
mit der Satz bewiesen ist.

Durch geringe Modifizierung des Beweises erhalten wir, wie ohne
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weiteres ersichtlich ist, das folgende, etwas allgemeinere Résultat: Die
Stûtzfunktion k(0) genugt fur jeden Winkel 0 der Ungleichung

sofern g (z) Jceine Konstante ist.

Im AnschluB an das soeben Bewiesene und aus einem spâter ersicht-
lichen Grunde sollen die selbstverstândlichen Ungleiehungen, denen die
verschiêdenen in Nr. 1 eingefiihrten Radien A, B, C, H, U und die in
Nr. 2 definierte Funktion k(0) geniigen, zusammengestellt werden:

#< B

#< C J3< U

H obère Grenze lc(@).

4. Untersuchen wir nun den Zusammenhang zwischen den Singulari-
tàten der Funktion g(z) und ihrer Windungsflâche 2B etwas nâher. Aus
Bemerkung 5 folgt fast unmittelbar, daji die Funktion g(z) auf jeder
Stûtzgeraden ihrer Windungsflâche mindestens eine singulâre Stelle besitzt.
Denn entweder hat g (z) auf der Stûtzgeraden schon eine singulâre Stelle
oder die singulâren Stellen mûssen sich gegen die Stlitzgerade hàufen. Da
sich dièse aber nicht gegen ihren unendlichfernen Punkt hàufen kônnen,
weil g(z) in den Halbebenen E(H, & + rc/2), E(H, & — nj2) und
E{k(®), 0) regulâr ist, so hàufen sie sich in mindestens einem endlichen
Punkte der Stiitzgeraden und dieser ist als Hàufungspunkt singulàrer
Stellen wieder singulàr.

Bemerkung : Ist fur einen Winkel 0

(4) h{0) H,

so ist z He%0 eine singulâre Stelle fur die auf E(H, 0) definierte Funktion.
Denn die Stiitzgerade x cos 0 + y sin 0 H ist bis auf den Punkt
Hei<p ganz in 2B enthalten.

Wir zeigen weiter, dafi fur jeden singulâren Punkt z0 x0 + iy0 auf der

Stûtzgeraden von Normalenrichtung 0 fur aile \ cp \ < n die Ungleichung

(5) x0 cos (0 + <p) + i/0 sin (0 + <p) < k(0 + tp)

96



riditig ist. Wàre sie nàmlich nicht erfullt, so gâbe es einen Winkel
| cp0 | < n, so da6

x0 cos (0 + <p0) + y0 sin (0 +<po)>k{0 + tpo)9

d. h. z0 x0 + i^/o wâre innererPunkt derHalbebenei£(&(0+<po), $+<Po)-
Denkt man sich nâmlich E{k(&), 0) in der z-Ebene gelegen, so ist auch
ihre Begrenzungsgerade und der Punkt z0 in der z-Ebene gelegen und weil
| 9?0 | < n ist, so besteht die Halbebene E(k(@ -{- cp0), & -{- cpQ) ja gerade
aus allen jenen Punkten x + iy der z-Ebene, die der Ungleichung

x cos (0 + <p0) + y sin (0 + cp0) > k(0 + ç>0)

genugen. Als singulârer Punkt kann aber z0 nicht innerer Punkt der
Halbebene E(k(0 + <pQ), 0 + <p0) sein.

Hieraus folgt, da8 die Stiitzfunktion Jc(0) einer bemerkenswerten
Funktionalungleichung gentigt. Es gilt nàmlich der

Satz II. Ist Jc(0) die Slûtzfunktion einer Windungsflâche in obigem
Sinne und ist das Wertetripel 0V 02, 03 so gewâhlt, dafi

(6) 0±<02< 03, 02 — 0±< 71, 03 — 02< 71,

dann genûgt lc(0) der Ungleichung

(7) k(01) sin (03 — 02) + k(02) sin (01 — 03) + k(03) sin (0,-0^ > 0«).

Beweis : Es gibt auf der Stlitzgeraden von Normalenrichtung 02i wie
oben gezeigt wurde, einen solchen Punkt (x0, y0), daB die Ungleichung (5)
fur 0 02 und aile | y \ < n erfullt ist. Speziell ist wegen 02 — 0X < n,

-02< 71

x0

x0

COS 0X

COS 0a

+ yo8in01 — k(<

+ y0 sin 03 — k (<£3) < 0.

Multiplizieren wir die erste dieser beiden Ungleichungenmit sin (03 — 02),
die zweite mit sin (02 — 0X) und addieren wir, so ergibt sich nach kurzer
Umformung (x0 cos 02 + yQ sin 02) sin (0X — 03) + k(01) sin (03 — 02)

+ k(03) sin (02 — 0X) > 0 und hieraus wegen x0 cos 02 + î/0 sin d>2

die Ungleichung (7).

«) Vgl. P, S. 573—576.
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5. Es lâBt sich zeigen6), daB aile reellwertigen Funktionen, die der
Punktionalungleichung (7) mit der Bedingung (6) genûgen, stetig und
einseitig difïerenzierbar sind. Daher umhullen die Stiitzgeraden x cos 0
+ ysin 0 k(0) ein stetiges ,,Gebilde" .§ (das auch zu einem einzigen
Punkt entarten kann; vergleiche Beispiel b) von FuBnote 5)), die Rand-
kurve der Windungsflàche. Jene Punkte des Randes, die nicht innere
Punkte einer ganz zum Rande gehôrigen Strecke sind, wollen wir extrême
Punkte nennen. Die Kreisscheibe z.B. hat nur extrême Punkte. Bei
einem Polygon sind es die Ecken. Jede Stutzgerade hat mit %> entweder
einen Punkt oder eine ganze Strecke gemeinsam und enthâlt folglich
entweder einen extremen Punkt oder zwei extrême Punkte von §.
Bezuglich dieser extremen Punkte gilt der

Satz III. Jeder extrême Punkt des Gebildes £> ist ein singulârer Punkt
der Funktion g(z), oder genauer ausgedrûckt : Liegt der extrême Punkt P
des Gebildes jj auf einer Stûtzgeraden von Normalenrichtung 0, so lafit sich
die Funktion g(z) von der Halbebene E(k(0)y 0) aus auf keiner durch P
gehenden Geraden ûber diesen Punkt P hinaus fortsetzen7).

Beweis : Wir nehmen an, g(z) sei im Punkte P, also in einer ganzen
Kreisscheibe um P, regulâr und zeigen, daB dièse Annahme zu einem

Widerspruche fiihrt. Hierzu brauchen wir die Tatsache, daB durch jeden
Punkt von § mindestens eine Stutzgerade geht. Der extrême Punkt P ist
dann entweder der einzige Punkt von §, der auf der durch P gehenden
Stiitzgeraden liegt oder der eine Endpunkt der Strecke, die die genannte
Stutzgerade mit § gemeinsam hat. In beiden Fâllen ist ersichtlich, daB

der Rand der obigen Kreisscheibe vom Mittelpunkt P einen ganz in <r>

gelegenen Bogen besitzt, dessen Ôffnung n ubersteigt. Die Endpunkte Px
und P2 des Bogens liegen je auf § und somit je auf einer Stiitzgeraden,
deren Normalenrichtung wir mit 0X resp. 02 bezeichnen wollen. Auf der
durch die Gerade Pr P2 begrenzten ofïenen Halbebene, die P als innern
Punkt enthâlt und mit E (P) bezeichnet werden soll, ist nun die Funktion
g(z) durchwegs regulàr, denn sie ist es in dem auf der Halbebene E(P)
gelegenen Bereich der Kreisscheibe und der komplementâre Bereich auf

E(P) ist in der Vereinigungsmenge der Halbebenen E(k(0), 0), 0t^0
^ 02 enthalten, weil das Kurvenstûck PXPP2 ganz in der Kreisscheibe

gelegen ist. Die Vereinigungsmenge der konkaven Gebiete 2B und E(P)
ist ein konkaves Gebiet, worin g(z) durchwegs regulâr ist und das um-
fassender ist als 2B, weil es P als innern Punkt enthâlt, ein Sachverhalt,
der mit der Définition von 2B im Widerspruche steht.

6) Vergl. P. S. 573—576. 7) Vgl. P, S. 577.
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Quasiganze Funktionen, ihre Ordnung und ihr Typus.

6. Unter einer quasiganzen Funktion G(z) wollen wir im folgenden eine
auf der ganzen logarithmischen Flache regulare (eindeutige und ana-

lytische) Funktion verstehen, die auf jeder Flache L(V) sektoriell be-

schrankt ist. Hierbei bedeutet L(V) die Komplementarmenge von
L(V) bezuglich der logarithmischen Flache L, also jenen Teil der
logarithmischen Flache, der der abgeschlossenen Kreisscheibe | z | ^ V uber-
lagert ist. Gibt es eine endliche Zahl v, so daB der Ausdruck

- \z\(8) \G(z)\.é

auf L sektoriell beschrankt bleibt, so nennen wir G(z) eine quasiganze
Funktion von endlicher Ordnung und bezeichnen die untere Grenze q der
Zahlen v, die der obigen Bedingung genugen, als ihre Ordnung (genauer
ausgedruckt, als ihre sehtorielle Ordnung). Es ist dann fur aile e > 0 und
v q + e der Ausdruck (8) auf L sektoriell beschrankt, und es gibt zu
jedem e > 0 und v g — e einen Sektor, auf dem (8) unbeschrankt ist.

Sei nun G(z) eine quasiganze Funktion von endlicher Ordnung g. Gibt
es endliche Zahlen V, so daB der Ausdruck

(9) \G{z)\.er^Q

auf L sektoriell beschrankt bleibt, so wollen wir die untere Grenze % der
Zahlen V, die der genannten Bedingung genugen, sektoriellen Typus der
Funktion G(z) der Ordnung £> nennen. Fur den Fall, daB es keine
endliche Zahl V von der obigen Eigenschaft gibt, setzen wir % — oo. Ist
1 ¦=£¦ (0, oo), so sprechen wir von Normal- oder Mitteltypus. Hat hingegen
% den extremen Wert 0 oder oo, so spricht man von Minimal- resp.
Maximaltypus. Es bedeute nun O(z) eine quasiganze Funktion vom
sektoriellen Mitteltypus der Ordnung q. Die réelle Funktion

(10) h(0) =ÏÏmVelog \G{rei<P) \

des Winkels 0 miBt dann das Anwachsen der Funktion G(z) langs des

Halbstrahles der Richtung 0. Wir nennen sie den (Phragmén-Lindelof
schen) Wachstumsindihator von G(z). Sie ist stetig und erfullt die Funk-
tionalungleichung

(11) h(01) sin Q(0s—02)+h(02) sin g(01—03)+h(0z) eine(02—01)>O

fur aile Wertetripel 0l9 02, 0& die den Bedingungen
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(12) 0t<02< &z, &2 — <P1< nJQ, 03 — 02< n\q

genugen. Ferner ist fur jedes s > 0 der Ausdruck

\G(z)\-e-ihW + e)WQ 0 argz

auf L sektoriell beschrânkt, woraus sich unmittelbar ergibt, daB die obère
Grenze der Funktion h (0) fur — oo < 0 < oo gleich dem sektoriellen
Typus % der Funktion G(z) ist8).

7. Wir wollen jetzt voraussetzen, daB G (z) auf jeder Riemann'schen
Flâche L(V) schlechthin beschrànkt sei. Es hat dann \G(rei<p)\ fur
— oo < 0 < oo eine endliche obère Grenze, die wir mit M(r) bezeichnen.
Im Falle eigentlicher ganzer Funktionen ist lgM(r) eine stetige, monoton
wachsende und konvexe Funktion von Igr. GemâB einem Satz von
Doetsch lâBt sich dieser Sachverhalt unverândert auf quasiganze
Funktionen iibertragen9). Ist G(z) von der Ordnung £< oo, so bezeichnen wir
die untere Grenze derZahlen V (falls es solche gibt), wofiir der Ausdruck
(9) auf L schlechthin beschrànkt bleibt (im Gegensatz zum sektoriellen
Typus), als den gewôhnlichen Typus j$ der Funktion G(z). Falls es keine
Zahlen V der obigen Eigenschaft gibt, wird j$ oo gesetzt. Es ist

p ïxmr-Q Ig M(r).
r-> oo

Zwischen dem gewôhnlichen Typus $ und dem sektoriellen Typus % be-
steht die triviale Ungleichung

DaB es wirklich gerechtfertigt ist, einen sektoriellen und gewôhnlichen
Typus zu unterscheiden, daB also bei quasiganzen Funktionen der sek-
torielle und der gewôhnliche Typus miteinander nicht ubereinzustimmen
brauchen, wie dies bei eigentlichen ganzen Funktionen der Fall ist, kann
an folgendem Beispiel erkannt werden.

8. Ersetzen wir in der uberall auf der logarithmischen Flâche L absolut
konvergenten Reihe

-k9 oo «2 A; _j.

8) Vgl. E. Phragmên et E. Lindélôf, Sur une extension d'un principe classique
de l'Analyse, Acta math., t. 31, 1908, p. 381—406.

9) Vgl. Dœtsch, tîber die obère Grenze des absoluten Betrages einer
analytischen Funktion auf einer Geraden, Math. Zeitschrift, Bd. 8, 1920.
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die Glieder durch ihre absoluten Betràge und bezeichnen wir ihre Summe
mit 6?*(r), so ist

oo r2k I r
(14a) G*(r) £ {2k)l

oo

(14b) G*(r) < 2

fur r > 1. Wird in (13) z — r • e9™*71" gesetzt, so ist

—k —k m—k —k

und daher fur jedes positive ganzzahlige m

\G(re* tir)\>^ ^2Ïë)\ ^Jj^ (2ÎJ1 '

also
Obère Grenze | G(z) \ G*(r)

\z\=r

Aus dieser Gleichung und aus (14a) und (14b) ergibt sieh, daO der ge-
wôhnliche Typus der Funktion G(z) gleich 1 ist.

Anderseits ist \ew — 1 | ^2\w\ fur \w\^l oder

wenn | Igz \ < 9k. Die letztere Ungleichung gilt also sicherlich dann,
wenn k > lg\ Igz |. Daher folgt fiir | z | r > 1

r2k

2 \ lg z \ (el*+e"*!*),

woraus sich ergibt, daB der sektorielle Typus der Funktion G (z) nicht
grôBer ist als J.
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9. Ist G(z) hôchstens vom sektoriellen Mitteltypus der Ordnung 1,

so nennen wir sie quasiganze Funktion vom Exponentialtypus und zwar
genau vom Exponentialtypus, wenn G(z) genau vom Mitteltypus der
Ordnung 1 ist. Auf jeden Fall gibt es endliche Zahlen F, so daB der
Ausdruck
(15) |G(a)|.e-"l*l

auf L sektoriell beschrânkt bleibt. Bezeichnet % die untere Grenze dieser
Zahlen F, so heiBt G (z) quasiganze Funktion vom (sektoriellen) Exponentialtypus

X- Aile Funktionen von hôchstens dem sektoriellen Minimal-
typus der Ordnung 1 sind vom Exponentialtypus 0. Die untere Grenze /?

der Zahlen F (falls es solche gibt), fur welche (15) auf L schlechthin
beschrânkt bleibt, nennen wir den ,,gewôhnlichen Exponentialtypus" der
Funktion G (z). Analog wollen wir die réelle Funktion

h(0) îîïnV1^ \Q(rë*) \

den ,,exponentiellen Wachstumsindikator" nennen.

10. Sei nun
00

(16) J£an3An
1

eine Dirichlet'sche Reihe, die aus (2) durch Ersetzen von z durch zr1 er-
halten wird und iiberall auf L konvergiert; sie ist dann auf jeder Riemann'
schenFlâche L(V) sektoriell gleichmàBigkonvergent und stellt somit eine
auf der logarithmischen Flâche L eindeutige und analytische Funktion
dar, die auf jederFlàche L(V) sektoriell beschrânkt, alsoeine quasiganze
Funktion ist. Jede Partialsumme der Reihe (16) ist von der Ordnung 0.
Aber es lâBt sich leicht durch Beispiele belegen, daB die Ausdriicke

bei festem V und q nicht etwa in jedem Sektor auf L ïnN gleichmàBig
beschrânkt zu sein brauchen. Es gilt jedoch ein Satz, der einen dem
Konvergenzverhalten DiricHet'scher Reihen (2) analogen Sachverhalt
ausdruckt und in dem fur das folgende allein wichtigen Spezialfall
folgendermaBen lautet:
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Satz IV. Ist die Folge

N N x
I Va AA$O| ,rVr AT— 1 9

1

/^r r > 0 in N gleichmafiig beschrankt, so ist fur aile r\ > 0 die Folge

|

1

in jedem Sektor auf L gleichma/tig in N beschrankt10).

Beweis : Nach Voraussetzung existiert eine Zahl S, so daB

fur aile iV" 1, 2, ••• und r > 0, rj > 0 Mittelst der Abel'schen partiellen
Summation

N N-l n N

folgt, indem Bn er (»?+*(*.-*) )^» und ^4W aw (ré1?- e»*«)^ gesetzt wird

N N-l n

re) ]?(ee va
1 w=l v=l

Nun ist

H Oî +» (^0—^) J etlflî^+l(*--*> > dx |

also

womit ailes bewiesen ist.

10) Vgl. G. Pôlya, L. M. S. Proc, 1925, S. 11, wo der (exponentielle) Waohstums-
îndikator einer Folge von Polynomen Pn(z) definiert wird, die fur aile z und aile n bei
geeigneter Wahl der Konstanten A, B der Ungleichung | Pn(z)\ <CAeB\z\ genugen;
vgl. auch Nr. 15, wo dièse Définition auf eine Folge quasiganzer Funktionen vom Exponen-
tialtypus ubertragen wird. Hier wird eigentlich bewiesen, daB speziell fur die Folge der
Partialsummen einer ganzen bezw. einer quasiganzen Funktion vom Exponentialtypus
das Indikatordiagramm ein Kreis ist.
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Hieraus ergibt sieh, daB entweder fur keine ZahlF die Folge (17) auf L
sektoriell gleichmâfiig beschrânkt ist, oder daB sie fur aile positiven
Zahlen F es ist, oder daB eine solche endliehe Zahl y existiert, daB die
Folge (17) fur aile V>y sektoriell gleichmâfiig beschrânkt ist, wàhrend
sie dies fur keine Zahl F< y ist. Nennen wir die Zahl y den ,,gewôhnlichen
(exponentiellen) Konvergenztypus" der Reihe (16). Entsprechend folgt,
daB die Folge

(18) (i \an\ r*n).e-rr} #=1,2, -, r >0,
î

entweder ftir keine positive Zahl V in N gleichmâBig beschrânkt bleibt
oder daB sie es fur aile positiven Zahlen F ist oder daB eine solche endliehe
Zahl a > 0 existiert, daB die Folge (18) fur aile F grôBer als a in N gleichmâBig

beschrânkt, wâhrenddem sie dies fur keine Zahl V<a ist. Falls a
endlich ist, folgt, daB insbesondere die Reihe (16) uberall absolut kon-
vergiert. Wir nennen a den ,,absoluten (exponentiellen) Konvergenztypus"
der Reihe (16). Weil die Folge (18) bei festem r in N monoton wâchst, so

ist der absolute Konvergenztypus der Reihe (16) gleich dem gewôhnlichen
(50

Exponentialtypus der Funktion £ \ an \ z^n. Die Folge (17) ist fur V>a
î

(sofern die Reihe (16) einen endlichen absoluten Konvergenztypus a

besitzt) auf L schlechthin beschrânkt. Die untere Grenze co der Zahlen F,
fur die die Folge (17) auf L schlechthin beschrânkt bleibt, nennen wir den

,,gleichmâ/3igen (exponentiellen) Konvergenztypus".
Die verschiedenen Typen %, /3, y, co, a einer quasiganzen Funktion vom

Exponentialtypus bezw. ihr Wachstumsindikator h(&) genugen den
selbstverstândlichen Ungleichungen

x<r> $<«>
% obère Grenze h (0).

Ein Vergleich dieser Ungleichungen mit den entsprechenden am Ende

von Nr. 4 gibt einen ersten Hinweis auf den in der Einleitung ange-
ktindigten Dualismus.
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Quasiganze Funktionen vom Expowentialtypus und ihre

BoreVschen Transformierten.

11. Die alsbald zu definierenden Borel'schen Transformierten der quasi -
ganzen Funktionen vom Exponentialtypus (Nr. 9) bilden eine spezielle
Klasse der im Unendlichen quasiregularen Funktionen (Nr. 1), die ,,im
Unendlichen quasiregularen Funktionen vom minimalen Verschwindungs-
grad 1". Hiebei nenne ich eine quasiregulare Funktion g(z) vom minimalen

Verschwindungsgrad 1, wenn die Funktion g*{z) — zg(z) auf einer
Riemann'schen Flache L (F) (F genugend groB) bektoriell beschrankt

(<P)oo

bleibt. Verstehen wir unter dem Integralzeichen J die Intégration
o

langs des Halbstrahles von der Richtung 0 auf L, so gilt der

Satz V. Ist G(z) eine quasiganze Funktion vom endlichen sektoriellen

Exponentialtypus %, so existiert das Intégral

(0) 00

(I) J e-'*-G(Ç)dÇ
0

fur aile Pnnkte z der Halbebene E(%,— 0) und aile dièse zu den ver-
schiedenen Winkeln 0 gehôrigen Intégrale stellen, jedes in seiner Halbebene,
die analytische Fortsetzung ein- und derselben Funktion g (z) vom minimalen
Verschwindungsgrad 1 dar, die auf der Riemann'schen Flache L {%) durch-

wegs eindeutig und analytisch ist und die Borel'sche Transformierte
von G(z) genannt wird. Ihr Holomorphieradius H ist also nicht grofier als %.

Beweis : a) Sei z x -\- iy ein Punkt der Halbebene E (%, — 0). Dann
ist x cos (— 0) + y sin (— 0) > % und es gibt eine positive Zahl r], so da8
noch x cos 0 — y sin 0 > x + 2 rj ist. Daher ist

R(zÇ) R((x + iy)te10) t(xcos 0— y sin 0) > t(% + 2 rj).

Ferner gibt es nach Voraussetzung eine zum Winkel 0 gehorige Zahl
To(0), so dafi fur t > To(0) die Ungleichung

(19) | Q(te%*) | <e<* + *<>'

erfullt ist, woraus fur T1 > T > TQ (0) durcli einfache Integralab-
sehatzung folgt

| Je-S• G (C) dÇ | < J e~*M • | G(C) \ | dÇ \ < J e
T T T
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Da mit unbegrenzt wachsendem T gegen 0 strebt, ist die Existenz
V

des Intégrais fur zc E(%, — 0) nachgewiesen. Es stellt eine in der Halb-
ebene E(%, — 0) eindeutige und analytische Funktion dar.

b) Unterscheiden sich nun die Winkel &t und &2 um weniger als n,
ist also 0 < @2 — 01<n, so haben die beiden Halbebenen E(x, — 0±)
und E(x, — 02) auf &(%) ein gemeinsames Gebiet, und wir wollen im
folgenden untersuchen, wie sich die Intégrale

(j)
(20) \e~*t-G(Ç)dÇ und

o

in jenem Gebiete gegenseitig verhalten. Zu diesem Zwecke betrachten
wir die beiden Intégrale auf dem Halbstrahl

(21)

der beiden Halbebenen E{%, — 0X) und E(x, — 02) angehôrt. Es ist

(22) B{ztei0) récosfff —
01 + 0A > rt coB02~~01

fur 0X ^0 ^02. Anderseits gibt es nach Voraussetzung eine Zahl
T*(0X, 02), so da8 fur jedes 0 im Intervall (&v 02) die Ungleichung (19)
erflillt ist, sobald t>T*. Integrieren wir nun die Funktion e~z^- G(Ç) im
positiven Sinne ûber die aus den beiden Streeken

und den Kreisbôgen

bestehende geschlossene Kurve, so wird das Intégral versehwinden, wie
wir auch die Radien Tx und T2 wàhlen. Da G(Ç) in der Umgebung des

Nullpunktes sektoriell beschrânkt ist, so strebt das Intégral uber dem

Kreisbôgen vom Eadius Tx mit Tt gegen 0. Es bleibt somit noch
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Der absolute Betrag des rechten Gliedes dieser Gleichung ist aber nach
(19), (21), (22) kleiner als

Tt (%+n - r cos

e
v -i?

T2e
v 2 J>(02—0±)<T2^{02—01)e tm T2>T*(0l902)

und da der letzte Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem T2 gegen 0 strebt,
so stimmen die durch die beiden Intégrale (20) definierten analytischen
Funktionen lângs eines ganzen Halbstrahles miteinander uberein. Die
eine Funktion ist also die unmittelbare analytische Fortsetzung der
anderen. Mittels eines ans der analytischen Fortsetzung bekannten
Kettenverfahrens folgt dann sofort, daB die eine der durch irgend zwei

Intégrale (20) (wo 0X und 02 irgend zwei Winkel bedeuten) definierten
Funktionen aus der anderen durch analytische Fortsetzung gewonnen
werden kann. Sie bestimmen also eine auf L(%) regulare Funktion g(z).

c) Beim Beweise, daB g(z) vom minimalen Verschwindungsgrad 1 ist,
kommt es lediglich darauf an, das Intégral (I) gunstig abzuschâtzen. Nach
Voraussetzung gibt es eine Zahl Tv derart, daB die Ungleichung (19) fur
jeden Punkt té10 in einem vorgegebenen Sektor (0l9 02) auf L erfullt ist,
sobald t> Tx. Die endliche obère Schranke von \O(tei0) \ im Bereich
0 < t < Tv 0± ^ 0 < 02 sei mit S bezeichnet. Die Integralabschâtzung
ergibt dann ftir r > % + 2 r\ und 0X < 0 < 02

(23)

Da das Maximum des Ausdruckes re~rT^ gleich^e™1 ist, so folgt
1

(24) | g*(z) | r - | g(re~**) \

fur jedes z in dem Sektor (— 0l9 — 02) auf L(% + 2 rj), womit der ganze
Satz bewiesen ist.

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der folgende

Zusatz : Ist G(z) eine quasiganze Funktion vom endlichen gewôhnlichen

Exponentialtypus (5, so sind ihre BoreVsche Transformierte g(z) und die

Funktion g*(z) z- g(z) auf L(/} + rj)} rj>0 schlechthin beschrânkt. Ihr
Beschrânktheitsradius B ist also nicht grôfier als p.
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Denn man braucht nur im Beweise uberall % durch $ zu ersetzen und zu
beachten, daB sich nach Voraussetzung von 0 unabhangige Zahlen Tx
und S so bestimmen lassen, daB die Ungleichung (24) fur jeden Punkt z

der Flache L(P + 2rj) Gultigkeit hat.

12. Bezeiehnet C(H + rj, 0), r\ > 0, die im positiven Sinn durchlaufene
Kurve auf L, welche aus den beiden Halbstrahlen

rel(0-*\ reli0+r\ r^H^rj
und dem Kreisbogen von der Lange 2 n (H + rj)

{H + rj) e'r, 0 — n^(p^0 + 7t

besteht, so gilt der zum Satz V duale

Satz VI. Ist g(z) eine im Unendlichen quasiregulare Funkhon vom
minimalen Verschwindungsgrad 1 und H ïhr Holomorphieradius, so

existiert das Intégral

fur aile z der Halbebene E(— 0) und aile dièse zu den verschiedenen Winkeln
0 gehorigen Intégrale stellen, jedes in seiner Halbebene, die analytische Fort-
setzung ein- und derselben, von rj unabhangigen quasiganzen Funktion G (z)

dar, welche die Borel'sche Adjungierte zu g(z) genannt ivird. Ihr
sektorieller Exponentialtypus % ist nicht grofier als H.

Beweis : a) Sei z x -f- iy ein Punkt der Halbebene E(— 0). Dann ist

(25) JR(ze**) x cos 0 — y sin 0 > 0

und
(26)

2nii
V*(

Das erste Intégral auf der rechten Seite dieser Gleichung existiert sicher.
Da I^*(C) I nach Voraussetzung im Sektor | f | < H + rj, 0 — n < arg f
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^ 0 -f- 7i eine endliche obère Schranke 81 besitzt, so ist der Integrand in

den beiden letzten Integralen absolut genommen kleiner als S1e~R^zte%®} • —
t

und wegen (25) existieren auch dièse beiden Intégrale und damit dr, ;

Intégral II fur jedes z der Halbebene E(— 0). Da der Weg C(H + rj, 0)
bei beliebiger Variation der positiven Zahl rj keine Singularitâten des

Integranden ûberstreicht, so stellt das Intégral II eine in der Halbebene
E (— 0) regulâre und von ^ unabhângige Funktion von z dar.

b) Unterscheiden sich dieWinkel 0X und 02 uni weniger als n, ist also
0 < 02 — 01<7ti so haben die Halbebenen E(— 0X) und E(— 02) auf
der logarithmischen Flâche ein gemeinsames Gebiet und wir wollen im
folgenden untersuchen, wie sich die beiden Intégrale

und éJ"*™ T

in jenem Gebiete gegenseitig verhalten. Zu diesem Zwecke betrachtc ich
sie auf dem Halbstrahl

z re 2 r>05
der beiden Halbebenen E(— 0X) und E(— 02) angehôrt. Es ist

(28)

R(ztë*) =rt cos(0 — 01~^02)>rt cos
02~~ 01

> 0 fur 0t < 0 < 02.

Sei nun T irgend eine Zahl grôBer als H + rj. Lassen wir die in der Flàche
L(T) enthaltenen Teile der Kurve C(H + rj, 0) weg und bezeiehnen
wir die so erhaltene neue Kurve mit C(H + rj, 0, T). Ihre Endpunkte
sind Té(0+7r) und Te^'^l Drehe ich nun die Kurve CX C(H + rj, 0l9 T)
im positiven Sinn um den Winkel 02 — 0V so geht sie liber in die Kurve
C2 C(H + r/9 02, T) und die Endpunkte von C± beschreiben hierbei
zwei Kreisbogen vom Radius T um den Mittelpunkt 0, die entsprechende
Punkte von C1 und C2 miteinander verbinden. Der Kreisbogen, der
Tei{0l~n) mit Te^02'^ verbindet, sei mit i£_ bezeichnet, der andere, der
Tei(0l+7r) mit Tei{0*+7T) verbindet, entsprechend mit K+. Integrieren
wir nun die Funktion ez^g(Ç) ûber die aus den Stucken Cv C2, K_, K+
bestehende geschlossene Kurve, so wird das Intégral fur jedes T > H-\-yj
verschwinden. Denn bei der Drehung von 0X nach 02 hat C(H + rj9 0, T)
keine Singularitâten von e2^ • g(Ç) uberstrichen. Wir haben also
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C2 K+ K-

— J {&

Da | g*(Q | im Sektor | £ | > H + rj, 0X — rc < arg Ç < 02 + n eine
endliche obère Schranke S2 besitzt, so ist naeh (28) das letzte Intégral
absolut genommen kleiner als

2S2f6-*<^'*> d& <2S2 (02 —

Da dieser Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem T gegen 0 strebt und
die Kurven C1 reep. C2 hiebei in C(H + rj, &t) resp. C(H + rj, &2) uber-

gehen, so folgt, da6 fur jedes a: r-et 2 ,r>0 die Intégrale (27)
miteinander ubereinstimmen. Nach genau derselben SchluBweise, wie in
Nr. 11 ergibt sich, da6 das das Intégral II fur verschiedene Winkel 0
ein und dieselbe, auf L regulare Funktion O(z) darstellt.

c) Beim Beweis, da8 G (z) eine quasiganze Funktion ist, deren sekto-
rieller Exponentialtypus H nicht ubersteigt, kommt es wiederum ledig-
lieh auf eme Integralabschatzung an. Nach Voraussetzung hat g*(tel(p)
in einem vorgegebenen Sektor t> H + rj, 0± — 71 <cp <02 + n eine
endliche obère Schranke S3. Da R{tzelcp) < rt, so ist in Gleichung (26)
fur z r - e~10 das erste Intégral im rechten Gliede absolut genommen
kleiner als AS3er(JEr+^), die Summe der zwei letzteren Intégrale aber

kleiner als Sa —7^ r- und schlieBlich3 7t(H + rj)r
(29)

\G(re-**)\ <S3e^+^)^ + -l—-—— fur ^0, r>O,01<0<02.
7t\ti + rj)r

Hieraus folgt, daB der Ausdruck | O(re%0) \ e-(H+^r im Gebiet r > -=,,

— 0X<0<—02 beschrankt ist, namlich kleiner als SJ 1 -\— Seijetzt
1 1 V n)

r<~^. Ich wahle rj so, daB r y^—— Dann ist
11 H ~{-rj

\G(r<r**)\ <Sa(e + Ç\ furr<-i, 01<0<02.

Der Ausdruck | G(ret€>) | e~(B+n)r ist also in dem beliebig vorgegebenen
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Sektor (— 01? — &2) auf L beschrânkt und somit ist bewiesen, daB der
sektorielle Typus % von G (z) nicht grôBer ist als H.

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der folgende

Zusatz: Ist g(z) eine im Unendlichen quasiregulâre Funktion vont
minimalen Verschwindungsgrad 1 und hat die Funktion g*{z) z • g(z)
und mithin auch g(z) den Beschrànktheitsradius B, so ist der gewôhnliche
Exponentialtypus fi der BoreVschen Adjungierten zug(z) nicht grôjier als B.

Denn man braucht nur im 3. Abschnitt des Beweises ûberall H durch B
zu ersetzen und zu beachten, daB | g*(z) | auf L(B -\- rj) eine endliehe
obère Schranke besitzt und somit die rechte Seite von (29) von 0 un-
abhàngig ist.

13. Naeh Satz V wird jeder quasiganzen Funktion vom Exponentialtypus

dureh das Intégral (I) eindeutig eine im Unendlichen quasiregulâre
Funktion vom Verschwindungsgrad ^ 1 zugeordnet. Fassen wir die

quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus auf als die Elemente
eines Systems I und entsprechend die im Unendlichen quasiregulàren
Funktionen vom Verschwindungsgrad ^ 1 als die Elemente eines

Systèmes II, so wird nach Satz V das System I mittelst des Intégrales (I)
eindeutig in das System II und entsprechend nach dem dualen Satz VI
das System II mittelst des Intégrales (II) eindeutig in das System I ab~

gebildet. Bezeichnen wir die Integraloperationen (I) resp. (II) mit {1}
resp. {II}, so fûhren die zusammengesetzten Operationen {1} {II} resp.

{II} {1} das System II resp. das System I in sich ûber. DaB nun aber dièse

Système elementweise in sich uberfûhrt werden und die Operationen {1}
und {II} eineindeutig sind, ist der Inhalt vom

Satz VII.
1. Die Integraloperationen {1} und {II} sind eineindeutig, d. h. es

wird jedem Elément des einen Systèmes ein und nur ein Elément des anderen

Systems zugeordnet und verschiedenen Elementen im einen System ent-

sprechen verschiedene Elemente im anderen.

2. Die zusammengesetzte Integraloperation {II} {1} resp. {1} {II} lâfit
das System I resp. das System II elementweise fest, d. h. ist G(z) eine

quasiganze Funktion vom Exponentialtypus und g(z) ïhre BoreVsche

Transformierte, so làfit sich die gegebene Funktion G(z) vermittelst g(z)
durch das Intégral (II) darstellen. Umgekehrt, ist g(z) eine im Unendlichen

quasiregulâre Funktion vom minimalen Verschwindungsgrad 1 und G(z)
ïhre BoreVsche Adjungierte, so lâfît sich die gegebene Funktion g(z)
vermittelst G (z) durch das Intégral (I) darstellen.
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Beweis : Der Beweis wird folgendermaBen gefûhrt. Wir zeigen zu-
nâchst, daB die zusammengesetzte Integraloperation {1} {II} das System II
elementweise festlàfit. Hieraus folgt daim sofort, daB die Opération {II}
eineindeutig ist. Denn sind g1(z) und g2(z) verschiedene Elemente aus dem
System II, so sind auch ihre vermittelst des Intégrais (II) zugeordneten
Funktionen Gx(z) und G2(z) verschieden voneinander. Wàren dièse
nâmlich identisch, also G1(z) G2(z) G(z) und wird die Zugeordnete
von G(z) mit g(z) bezeichnet, so wûrden die Elemente g1 und g2 durch die
Opération {1} {II} in das Elément g ûberfûhrt und weil dièse Opération
das System II elementweise festlâBt, mûBten dann gx und g2 mit g, also
unter sich identisch sein.

Es bleibt dann noch zu zeigen, daB die Opération {1} eineindeutig ist
und die zusammengesetzte Opération {II} {1} das System I elementweise
in sich ûberfûhrt. Wir fûhren diesen Teil des Beweises, indem wir dartun,
dafi die Opération {1} eineindeutig ist. Hieraus ergibt sich dann leicht die
zweite Behauptung. Es werde etwa durch die Opération {II} {1} das
Elément Gx(z) in das Elément G2(z) ûberfûhrt. Die auftretende Zwischen-
funktion sei mit g(z) bezeichnet. Es geht dann G1(z) durch {1} in g(z)
und g(z) durch {II} in G2(z) ûber. Weil aber die Opération {1} {II} das

System II elementweise festlàBt, so folgt, daB auch G2(z) durch die
Opération {1} in g(z) ûberfûhrt wird und schlieBlich wegen der Ein-
eindeutigkeit der Opération {I}, daB auch G± und G2 identisch sind, womit
dann ailes bewiesen ist.

1. Die Opération {1} {II} fûhrt das System II elementweise in sich ûber.
Bezeichnen wir das von der Kurve C(H, 0) umschlossene einfach zu-
sammenhângende Gebiet auf L(H) mit D; z sei ein Punkt dièses Gebietes,
B und rj > 0 so gewâhlt, daB H + rj <\z\ < B. Die auf der Flàche L (B)
gelegenen Teile des Weges C(H + % 0) werden weggelassen und die
Endpunkte des verbliebenen Stûcks durch einen Kreisbogen KR vom
Radius B miteinander verbunden. Dièse Kurve, im positiven Sinn durch-
laufen, bezeichnen wir mit C. Nach dem Cauchy'schen Integralsatz ist
dann fur jedes B> \ z\

dÇ

Da g*(Ç) C * 9(0 auf L(H + rj) sektoriell beschrànkt ist, so strebt das

ûber den Bogen KR erstreckte Intégral mit unbegrenzt wachsendem B
gegen Null und die negativ durchlaufene Kurve C geht hiebei in
C(H + rj, 0) ûbfti\ Somit gilt fur aile z des Gebietes D die Gleichung
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Wir wollen jetzt z positiv, reell, grôBer als H annehmen und mit x be~

zeichnen. Da

so folgt

C(H+ri,0)

In diesem Intégral ist die Reihenfolge der Intégration vertauschbar.
Denn die Doppelintegrale

V- 7 e-iaf-{B+lt)eir}ug*((H + fi)e%7)d(pdu

und

1T-' 1 1 {g*(ve^)—g*(ve-iiT)}e-^+v>>u~du

konvergieren absolut. Wir erhalten daher

g(x) °j<r*»du

Die beiden durch die Opération {1} {II} einander zugeordneten Funk-
tionen stimmen also fur z — x> H miteinander uberein und sind somit
identisch, womit bewiesen ist, daB die Opération {1} {II} das System II
elementweise in sich uberfuhrt.

2. Die Opération {1} ist eineindeutig, d.h. die Funktion
(<P)OO

ist durch G(Ç) eindeutig bestimmt und aus G1^ G2 folgt g± ^ g2. Das
erstere ist trivial, das zweite gleichbedeutend mit der Behauptung,
da6 aus

((P)oo

(30) g(z) Je-*5 .©(f)df o
o

folgt <?(£) 0. Wir setzen 0 Ound Ç t. Da das Intégral (30) fur
x + 1 > 0 absolut konvergiert, so ist fur positives réelles u
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X+l+ioo

(31) ~~
X+l-iao X+l-ioo 0

XiX+l-ioo

denn das Doppelintegral ist absolut konvergent11). Ist nun g(z) 0, so

folgt aus (31) fur u > 0

J G(t)(u — t)dt= 0.
o

Durch Difïerentiation nach u folgt weiter

JO(t)dt 0
o

und durch nochmalige Differentiation

G(u) 0,

woraus sich die Behauptung (?(C) 0 ergibt. Die Zuordnung {1} ist also

eineindeutig und so der ganze Satz bewiesen.

Unmittelbar folgt aus den Sàtzen V und VI und ihren Zusàtzen in Ver-
bindung mit dem Satz VII das

Korollar: Der sektorielle resp. gewôhnliche Exponentialtypm einer

quasiganzenFunktion G (z) ist gleich dem Begularitâtsradius ihrer BoreVschen

Transformierten g (z) resp, gleich dem Beschrànktheitsradius der Funktion

14. Das Korollar zum Satz VII stellt, ganz allgemein gesprochen, eine

Beziehung dar zwischen dem Wachstum einer quasiganzen Funktion und
dem Regularitàtsgebiet ihrer BoreFsehen Transformierten. Dièse
Beziehung kann, wie durch folgenden Satz gezeigt wird, noch erheblich
vertieft werden.

Satz VIII. Zwischen dem Wachstumsindikator h(&) einer quasiganzen
Funktion vom Exponentialtypus und der Stiltzfunktion k(&) der zu ihrer
BoreVschen Transformierten gehôrigen Windungsflâche besteht die
Beziehung

n) Dièse Intégrale sind bekannt; vgl. z. B. Pôlya und Szegô, Aufgaben und Lehr-
sâtze, Bd. 1, III 155, S. 114 oder V. Bernstein, Leçons sur les progrès récents
de la théorie des séries de Dirichlet, Paris, 1933, S. 9—11.
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(32)

Beweis : Bezeichnen wir wie gewôhnlieh mit % den sektoriellen Typus
der Funktion 0(z). Die Borel'sehe Transformierte g(z) von 6?(z) wird nach
Satz V in der Halbebene E(%, — 0) dargestellt durch das Intégral (I).
Auf Grund der Définition des Indikators einer quasiganzen Funktion vom
Exponentialtypus (vergl. Nr. 9) gibt es zu jeder beliebig kleinen positiven
Zahl yj eine Zahl T T(rj, 0), so da8

(33) \G(tei0) | <e(*(*)+•?)«

fiir jedes t> T. Daraus ersehen wir (vergl. Nr. 11, a), daB das Intégral (I)
fur aile Punkte z der Halbebene E(h(0), —0) existiert und eine dort
eindeutige und analytische Funktion darstellt, die auf der Halbebene
E(%, — 0) mit g(z) ubereinstimmt. Die Funktion g (z) ist also von der
Halbebene E (%, — 0) làngs Senkrechten zu ihrer Begrenzungsgeraden in
die ganze Halbebene E(h(0), — 0) hinein analytisch fortsetzbar. Aus
der Définition der Stûtzfunktion der zu g(z) gehôrigen Windungsflâche
folgt damit die Ungleichung

(34) k(—0)

Sei jetzt H der Holomorphieradius der Funktion g(z) und rj eine
beliebig kleine positive Zahl. Auf Grund von Satz VII und VI wissen wir,
daB das Intégral (II) unsere gegebene Funktion G (z) in der Halbebene

E(—0) darstellt. Weil k(0) ^H, so wird die Begrenzungsgerade der
Halbebene E(k(0) + rj, 0) die Peripherie der Flàche L(H + rj) ent-
weder tangieren oder in zwei verschiedenen Punkten P± und P2 schneiden.
Im letzteren Fall wird sich das Intégral (II) nicht ândern, wenn wir den
in der Halbebene E(k(0) -\- r},0) gelegenen Teil des Integrationsweges
durch die Strecke P1 P2 ersetzen, da sich dieser Kreisbogen stetig in die
Strecke Px P2 deformieren lâBt, ohne eine singulâre Stelle von g (z) zu
liberstreichen. Den im zweiten Falle so abgeânderten, im ersten Falle aber
beibehaltenen Integrationsweg wollen wir kurz mit C(0) bezeichnen.
Aile Punkte f | + irj auf C(0) genûgen der Bedingung

(35) B(Çre~i0) r(£cos# + rjmn0) < (k(0) + rj)r.

Die fur die Funktion g(z) in dem von der Kurve C(0) umschlossenen
Gebiet gultige obère Schranke sei 8. Indem wir das iiber den Weg G (0)
erstreckte Intégral (II) zerlegen in ein Intégral lângs der Halbstrahlen
von der Richtung 0 + n und 0 — n auf L(H + v) un(i e^n Intégral ûber
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den verbleibenden Teil K und beachten, daB die Lange von K kleiner ist
als 2 7i (H + rj), so ergibt sich nach (35) (vgl. Nr. 12, c) die Abschàtzung

| G {re-**) \<{H + rj)S e<*<*>+^>' + — •

7t r
und dieser letzte Ausdruck wird fur hinreichend groBes r kleiner als

(36) Jc(&)^h(— 0).

Die beiden Ungleichungen (34) und (36) haben fur aile Winkel 0 ihre
Giiltigkeit und ergeben somit die Behauptung.

15. Sei nun

eine Folge auf L(C) (C bedeute eine endliche positive réelle Zahl) regu-
lârer, nicht konstanter Funktionen, die in jedem Sektor auf L(C + ?y),

Y] > 0, gleichmàBig konvergiert. Als die zur Folge {gn} gehôrige unendlich-
vielblâttrige Riemann'sche Mâche bezeichnen wir jene, die L(C) als Teil-
gebiet enthàlt, auf der aile Funktionen gn(z) eindeutig und analytisch
sind und die keiner Erweiterung (durch Hinzufugen neuer Punkte) mehr
fâhig ist, ohne daB eine der Funktionen gn(z) darauf singulâr wiirde
(vgl. Nr. 2). Auf dieser Plâche betrachten wir das umfassendste konkave
Gebiet 2B, in dessen abgeschlossenen Halbebenen die Folge {gn} gleichmàBig

konvergiert, und nennen sie die zur Folge {gn} gehôrige Windungs-
flâche. k{0) bezeichne ihre Stùtzfunktion. Sei anderseits

eine Folge quasiganzer Funktionen, die auf jeder Riemann'schen Flâche
L( V) sektoriell gleichmàBig konvergiert. Es gebeferner eine Zahl y, so daB
die Folge
(37) \Gn(z)\-e-v\*\, (n l,2,3, .-)

fiir V>y in jedem Sektor auf L gleichmàBig in n beschrànkt bleibt. Die
zum Winkel 0 gehôrige untere Grenze der Zahlen F, wofûr die Folge (37)
fur arg z 0 in n gleichmàBig beschrànkt bleibt, bezeichnen wir mit
h(0) und nennen dièse Funktion den Wachstumsindikator der Folge
{Gn}12). Dièse Definitionen eingefuhrt, kônnen wir folgenden, die Stetig-
keit der Integraloperationen {1} und {II} betrefïenden Satz aussprechen:

12) Fur eine Folge von Polynomen vgl.l0).
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Satz IX. 1. Sei {Gn{z)} eine Folge quasiganzer Funktionen, die auf
jeder Riemann'schenFlâche L(V) sektoriell gleichmâ/iig gegen eine Grenz-

funktion G(z) Iconvergiert. Es gebe ferner eine Zahl y, so dafi die Folge (37)
fur V>y in jedem Sektor auf L gleichmâ/iig beschrânkt bleibt. h(0) sei der
Wachstumsindikator der Folge {Gn(z)}. Dann streben die BoreVschen Trans-
formierten gn von Gn auf L(y + rj) sektoriell gleichmâ/iig gegen eine Grenz-

funktion g(z), welches die BoreVsche Transformierte von G(z) ist. Die Folge
{z - gn{z)} ist in jedem Sektor auf L(y + rj) gleichmâfiig beschrânkt.
Bezeichnet k(@) die Stûtzfunktion der zur Folge {gn} gehôrigen Windungs-
flâche, so gilt die Gleichung

(38) h(0) k(—0).

2. Sei umgekehrt {gn(z)} eine Folge auf L(C) regulàrer Funktionen, die
auf L(C -f- rj) sektoriell gleichmâ/iig gegen eine Grenzfunktion g(z) kon-
vergiert. Die Stûtzfunktion der zu dieser Folge gehôrigen Windungsflâche sei
mit k(0) bezeichnet. Ferner sei die Folge {z • gn(z)} in jedem Sektor auf
L{C -\- rj) gleichmàfiig beschrânkt. Dann streben die zu gn adjungierten
quasiganzen Funktionen Gn(z) auf jeder Riemanri*schen Flâche L(V)
sektoriell gleichmâfiig gegen eine Grenzfunktion G(z), welches die BoreVsche

Adjungierte zu g (z) ist und die Folge (37) ist fur V>C in jedem Sektor auf L
gleichmâ/Sig beschrânkt. Bezeichnen wir mit h(&) den Wachstumsindikator
der Folge {Gn(z)}, so gilt die Gleichung (38).

Beweis: Auf Grand der Définition des Indikators h(0) der Folge
{Gn} gibt es zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl rj eine von n unab-
hângige Zahl T(r\, 0), derart, daB die Ungleichung (33) fur aile
Funktionen Gn(z) und somit auch fur ihre Grenzfunktion G (z) (inkl. eventuell
das Gleichheitszeichen) erfûllt ist, sobald t > T(rj, 0). Daraus ersehen wir
(vergl. Nr. 11, a), daB die Intégrale

(39) gn(z) =$
0

und

(40)

fur aile Punkte z der Halbebene E(h(0), — 0) existieren und die durch
sie dargestellten Funktionen gn(z) resp. g(z) von der Halbebene E(y, — 0)
làngs Senkrechten zu ihrer Stutzgeraden in die Halbebene E(h(0), — 0)
hinein fortsetzbar sind.
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Um nun zu beweisen, daB die Folge {gn(z)} auf L(y -j- 2 rj) sektoriell
gleiehmaBig gegen die Funktion g konvergiert, wahle ich Tx> T(r], 0),
so daB

ist, wo s eine beliebig kleine vorgegebene positive Zahl bedeutet, und
nachdem Tx so festgelegt ist, bestimme ich mir die Zahl N, so daB fur
n> N im ganzen Intervall 0 < t ^ T1 die Ungleichung

(42) \G(te1®)—Gn(te%0) \ < e/2 \h(0) + 2rj\-(eyTl + 1)-1

eriullt ist (dies ist moglich, weil die Folge {Gn(z)} auf jeder Riemann'schen
Flache L(V) sektoriell gleichmaBig konvergiert). Durch Subtraktion der
Gleichungen (39) und (40) folgt

(0) OO

9(z)—9n(*) Se~*;(Q(£) — Gn(0)d£-
0

Schatzen wir das letztere Intégral unter Berucksichtigung der Un-
gleichungen (41) und (42) ab, so finden wir fur n> N und zcE(h(0) +
2*7, — 0)

R(ze10)

< /z +

Es konvergiert also die Folge {gn(z)} auf jeder Halbebene E(h(0)-\-2rj,
— 0) gleichmaBig und wegen h(0) ^ y konvergiert sie fur jedes positive
r\ auf L(y + 2 rj) sektoriell gleichmaBig. Zugleich ist bewiesen, daB die
Stutzfunktion der zur Folge gehorigen Wmdungsflache der Ungleichung

(43) Jc(0)^h(—0).
genugt.

Weil {Gn(z)} auf jeder Flache L(V) sektoriell gleichmaBig konvergiert,
so ist sie auf der Strecke 0 < z ^ Tl9 arg z 0 gleichmaBig beschrankt.
Wegen des Bestehens der Ungleichung (33) fur aile Gn sobald t > T±, folgt
dann aus (24), daB die Folge {z • gn(z)} auf L(y + 2 rj) sektoriell gleichmaBig

beschrankt ist. Damit ist der erste Teil des Satzes bis auf die
Gleichung (38) bewiesen.
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2. Sei imn umgekehrt die Folge {gn(z)} gegeben. Bezeichnen 0n resp. 0
die Borel'schen Adjungierten zu gn resp. g, so ist fur r\ > 0

(44)

und

(45)

Weil nach Voraussetzung die Folge {g£(z)} auf L(C + rj) sektoriell
gleichmàBig beschrànkt ist, so ist nach Nr. 12, c die Folge (37) fur
V^C -\- rj auf L sektoriell gleichmàBig in n beschrànkt. Insbesondere ist
also {Gn} auf jeder Flâche L(V) sektoriell gleichmàBig beschrànkt.

Sei in der Halbebene E(— 0) die Strecke r • e~i0, 1 < r < 2 gegeben.
Wegen der gleichmâBigen Konvergenz der Folge {^n} gibt es zu jedem
s> 0 eine Zahl iV", so daB fiir n> N die Ungleichung

(C + >

fiir jedes C der Kurve C(C + rç, 0) erfiillt ist. Es folgt dann durch Sub-
traktion der Gleichungen (44) und (45) wie in Nr. 12, c

\G(z) — Gn(z) | < e, ((C + ri) e^+

sobald n> N fur jedes z der angegebenen Strecke, d. h. die Folge
{Gn(z)} konvergiert dort gleichmàBig. Weil aber dièse auf jeder Flàche
L F) sektoriell beschrànkt ist, folgt aus demVitalischen Konvergenzsatz,
daB sie auf jeder Flàche L(V) sektoriell gleichmàBig gegen die zu g(z)
adjungierte quasiganze Funktion G(z) konvergiert.

Weil die Folge {gn(z)} in jeder abgeschlossenen Halbebene auf
ihrer Windungsflàche gleichmàBig konvergiert, so konvergiert sie bei
jedem positiven rj auch in der Vereinigungsmenge der Halbebenen

E(k(0 + (p) + rj, 0 + <p), \<p\ <7t, gleichmàBig und deshalb haben aile
Funktionen gn(z) auf C(0) eine gemeinsame obère Schranke 8. Hiebei
wird mit C(0) dieselbe Kurve bezeichnet wie in Nr. 14. Analog wie
dort folgt

p—r (H+rj)
I On(re~i0) \<8(H + rj) *«*<•>+v)+8
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und dieser Ausdruck wird fiir hinreichend groBe r kleiner als
d. h. der Wachstumsindikator der Folge {Gn(z)} erfullt die Ungleichung

(46) h{—®)ïc.]c(&).

Die Ungleichungen (43) und (46) haben fiir aile Winkel 0 ihre Giiltig-
keit. Sie ergeben daher zusammen (wegen der Dualitàt des Beweises) die

Gleichung (38).

16. a) Wir ziehen aus dem Satz IX einige wichtige Folgerungen. Sei

(47) g(z) =%avz-*v-i
î

eine nicht iiberall divergente Dirichlet'sche Reihe. Sie hat dann einen
endlichen Konvergenzradius G und es ist nach der obigen Terminologie
L(C) die zur Folge ihrer Partialsummen gehôrige Windungsflàche, ihre
Stiitzfunktion Jc(&) ist also die Konstante G. Die Folge {z • gn(z)} der
Partialsummen der Reihe

(48) z-g(z) =g^z) ^avz-K
i

ist in jedem Sektor auf L(C + rj) gleiehmàBig beschrânkt, weil die
Reihe (48) auf L(C + y) sektoriell gleichmàBig konvergiert. Wir setzen
in (44) z x, wo x eine positive réelle Zahl bedeutet, und erhalten durch
gliedweises Integrieren unter Anwendung der sogenannten HankeFschen
Formel13)

î/, 0)

die fiir jedes n und jedes positive x giiltige Gleichung

Aus dem Satz IX folgt dann, da6 die Reihe

(49) ^\K
auf der ganzen logarithmisehen Flàche L konvergiert und zwar auf jeder

18) Vgl. NieUen, Handbuch der Gammafunktion, Leipzig, 1906, S. 148 oder
Hankel, Zeitsohrift fur Math, und Phys., Bd. 9, 1864.
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Flàche L(V) sektoriell gleichmâBig gegendieGrenzfunktion G(z), welches
die Borel'sche Adjungierte zu g(z) ist, da8 ferner der Wachstumsindikator
der Folge der Partialsummen der Reihe (49) gleich der konstanten C ist.

Ist umgekehrt die Reihe (49) eine auf der ganzen logarithmischen
Flàche L konvergente Reihe und ist fur einen Winkel @0 und eine Zahl F

die Folge \E v rx»eiXv0° \ë~Vr fur aile r>0 in n gleichmàBig
1 (Av -f- 1)

beschrànkt, so hat nach Satz IV die Reihe (49) einen endlichen Kon-
vergenztypus y und es ist nach der obigen Terminologie der Wachstumsindikator

der Folge {Gn(z)} der Partialsummen der Reihe (49) gleich
der Konstanten y. Wir setzen in (39) z x, wo x eine positive réelle
Zahl bedeutet, und erhalten durch gliedweises Integrieren die fur jedes
n und jedes positive réelle x gultige Gleichung

Denn mittelst der Substitution x • t u und der bekannten Integral-
darstellung der Gammafunktion finden wir

Aus Satz IX folgt dann, daB der Konvergenzradius der Reihe (47) gleich
y und die durch sie dargestellte Funktion g{z) die Borel'sche Transfor-
mierte von G (z) ist.

b) Nennen wir die untere Grenze der Zahlen F, wofûr es zu jedem
Sektor auf L(V) eine daselbst gleichmàBig konvergente Teilfolge

nv

der Partialsummen der Reihe (47) gibt14), den Uberkonvergenzradius der
Reihe (47) und entsprechend die untere Grenze der Zahlen F, wofûr es zu
jedem Sektor auf L eine daselbst in n gleichmàBig beschrànkte Teilfolge
von

I 0n(z) | e"TI= | ï-rlf^ I *-F|2 n= 1, 2, -1 1 (AfjL -f- i)

gibt, den (exponentiellen) Ùberkonvergenztypus der Reihe (29), so folgt
14) Es ist zugelassen, daB die Teilfolgen in verschiedene Sektoren differieren.

1 21
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unmittelbar aus dem vorigen Abschnitt (Nr. 16, a), da8 der Ùber-
konvergenzradius der Reihe (47) gleich dem Ûberkonvergenztypus ihrer
adjungierten Reihe (49) ist. Denn was fur aile Partialsummen der Reihe
(47) resp. (49) gilt, gilt insbesondere fin* jede Teilfolge derselben. Ebenso
folgt durch Anwendung der Resultate im vorigen Abschnitt auf die Reihe
oo

£\an\ z~^~x, da6 der absolute Konvergenzradius der Reihe (47) gleich
i *

dem absoluten Konvergenztypus der Reihe (49) ist. Aus dem Beweis des
Satzes IX folgt weiter, dafi der gleichmàBige Konvergenzradius der
Reihe (47) mit dem gleichmâBigen Konvergenztypus der Reihe (49)
ubereinstimmt. Denn die dortigen Zahlen T und S lassen sich fur den
vorliegenden Fall unabhângig vom Winkel 0 wâhlen. Die Konvergenz-
eigenschaften der Reihen (47) und (48) sind dieselben.

c) Zusammenfassend haben wir das folgende Ergebnis :

1. Hat die Reihe

(50) iX*
den endlichen Konvergenzradius C, so wird die zu g(z) adjungierte quasi-
ganze Funktion O(z) dargestellt durch die ûberall auf L Convergente Reihe

und ihr (exponentieller) Konvergenztypus ist gleich C.

Ist umgekehrt die Reihe (51) ûberall auf L Convergent und y ihr (exponentieller)

Konvergenztypus, so wird ihre BoreVsche Transformierte g(z)
dargestellt durch die auf L(y -f rj), rj> 0 sektoriell gleichmâfiig Convergente
Reihe (50) und es ist y ihr Konvergenzradius.

2. Die Stiltzfunktion k(&) der zu g(z) gehôrigen Windungsflâche und der
Wachstumsindikator h(&) ihrer BoreVschen Adjungierten O(z) genûgen der

Gleichung h(&) h(— 0).

3. Der Holomorphieradius resp. Beschrânhtheitsradius der Funktion

(52)

ist gleich dem sektoriéllen resp. gewôhnlichen Exponentialtypus der quasi-

ganzen Funktion G{z).
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4. Der Uberkonvergenzradius resp. der gewôhnliche resp. der gleichmàfiige
resp. der absolute Konvergenzradius der Beihe (52) ist gleich dem tfber-
konvergenztypus resp. dem gewôhnlichen resp. dem gleichma/Ugen resp. dem
absoluten Konvergenztypus der Reihe (51).

Inbesondere, hat die Beihe (52) einen endlichen gleichmafiigen
Konvergenzradius, so konvergiert die Reihe (51) auf jeder Floche schlechthin gleich-
màfiig, hat (52) einen endlichen absoluten Konvergenzradius, so konvergiert
(51) ûberall auf L absolut.

d) Lassen wir die in Nr. 1 der Exponentenfolge {Aw} auferlegte Be-
dingung, da8 sie unbegrenzt und monoton wachsend sei, fallen, setzen
wir nur noch voraus, da8 sie irgend eine Folge positiver Zahlen sei15),

so genûgt fur die Existenz eines endlichen Konvergenzradius der Reihe
(50) nicht mehr die Konvergenz in einem einzigen Punkte. Ebenso wird
der Satz IV hinfâllig. Setzen wir aber voraus, da6 sie einen endlichen
Konvergenzradius C besitzt und auf jeder Flâche L(C + rj), rj>0,
sektoriell gleichmàfiig konvergiert, so làBt sich das Ergebnis im vorigen
Abschnitt, wie ohne weiteres ersichtlich ist, auf dièse allgemeineren
Dirichlet'schen Reihen iibertragen, ebenso wie die im folgenden zu
ziehenden Folgerungen, was ich im einzelnen hier nicht ausfûhren werde.

Anwendungen

17. a) Es sei % der sektorielle Typus einer quasiganzen Funktion vom
Exponentialtypus und h(&) ihr Wachstumsindikator. Wir betrachten
jeneWerte 0*, fur welche h(0*) % ist, d. h. das Maximum erreicht16).
Die Richtungen 0* sind dann fur G (z) die Richtungen des stârksten An-
wachsens. Bezeichnet g(z) die Borel'sche Transformierte von G(z),
H ihren Holomorphieradius und k (0) die Stiitzfunktion ihrer Windungs-
flàche, so erreicht wegen der Gleichungen % H, h(—0) k(0) die
Funktion k(— 0) fur 0 0* ihr Maximum, d. h. es ist k(— 0*) H
und es trifft somit nach Nr. 4 der auf der Flâche L (H) gelegene Halbstrahl
von der Richtung —0* ihre Peripherie in einem singulàren Punkte von
g(z). Ist umgekehrt He~10* eine im eben angegebenen Sinne singulâre
Stelle von g(z), so folgt durch dieselbe Betrachtungsweise, daB h(0*) %

ist.

15) Die Exponentenfolge kann z. B. aile nicht-negativen Zahlen als Hâufungspunkte
besitzen.

16) Die Funktion h(&) braucht keineswegs fur einen endlichen Wert 0 sein Maximum
zu erreichen.
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Satz X. Der Indikator h(0) der quasiganzen Funlction G(z) vom
Exponentialtypus erreicht sein Maximum H fur 0 0* dann und nur
dann, wenn der auf der Floche L(H) gelegene Halbstrahl von der Richtung
— <£* ihre Peripherie in einem singularen Punkte der BoreVschen Trans-
formierten von G(z) trifft17).

Insbesondere ist h(0) dann und nur dann konstant, mit anderen Wor-
ten, das Anwachsen der Funktion G(z) in allen Richtungen gleich stark,
wenn die zur Funktion g (z) gehorige Wmdungsflache mit L (H) identisch,
g(z) also uber die Mâche L(H) hinaus nicht fortsetzbar ist.

b) Wenden wir diesen Satz auf den Fall an, wo samtliche Koeffizienten
an der Reihe (50) resp. (52) in einem Winkelraum enthalten sind, dessen
Scheitel der Nullpunkt und dessen Ôflfnung < n ist. Es bedeutet fur das

folgende keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir gleich an-
nehmen, da8 die an aile dem Winkelraum | arg z | ^ & < 71J2 angehoren
Unter dieser Voraussetzung ist dann fur aile n R (an) ^ | an | cos ê und
somit

\O(r)\>B(G(r)) > cos fi J jiflL^ > cos ê | G(r) \

19 \ G(r) | > Igcosfi + lgfê rn*"l i\rXn) > l9cosê + Ig | G(r) |

lim r-i lg\G(r) \ lim r~i Ig 2\2 .r
x 1 (Ân -j- 1)

Nun bedeutet die linke Seite der letzten Gleichung den Wert des Wachs-
tumsindikators h(0) fur 0 0 und die rechte Seite den absoluten
Konvergenztypus a der Reihe (51). Es ist also h(0) % a. Weil g(z)
und g*(z) auf der Peripherie der Flache L(H) dieselben Singularitaten
besitzen, so folgt aus Nr. 16, c und aus Satz X, da6 die Reihe (52) fur
| z | > G absolut konvergiert und der auf der reellen Achse gelegene Punkt
des Randes von L(C) ein singularer Punkt der Funktion g*(z) ist, d. h.
es laBt sich g* (z) von oo her langs der positiven reellen Achse nicht uber
diesen Punkt hinaus fortsetzen. Das ist der bekannte Vivanti-
Landau'sche Satz18).

17) Vgl. F, S. 584, Satz III und I K Braitzew, Ùber die Singularitaten der
durch eine Dinchlet'sche Reihe bestimmten analytisehen Funktion,
Math. Ann., Bd. 109, 1933, S. 63—94.

18) Vgl. F. Bernstem, loc. oit. S. 80 oder E Landau,iJbeT einen Satz von Tsohe-
byscheff, Math. Ann., Bd. 61, 1905.
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Um die Analogie zu einem nachfolgenden Résultat deutlich hervor-
zuheben, sei dieser in folgender leicht verallgemeinerter Form ausge-
sprochen: Hat die Reihe (52) den endlichen Konvergenzradius C und gibt
es eine réelle Zahl t, so da8 die Punkte aneiXnt aile in einem Winkelraum
enthalten sind, dessen Scheitel der Nullpunkt und dessen Ôffnung < n
ist, so fallen der Holomorphieradius und der absolute Konvergenzradius
zusammen.

18. a) Die Voraussetzung, daB fur wenigstens ein t die Punkte B,nê^1
aile in einem Winkelraum mit dem Scheitel in 0 und der Ôffnung < n
gelegen seien, wollen wir absehwàchen. Es soll nâmlich, etwas kurz aber

ungenau gesprochen, die obige Eigenschaft nicht der ganzen Folge
{aneiX^} sondern nur jedem Abschnitt der Polge zukommen (wobei t sich
von Abschnitt zu Abschnitt àndern darf

Satz XI. Es habe die Reihe (52) einen endlichen gleichmàBigen
Konvergenzradius U. Ferner seien die Koeffizientenfolge {an} und die
Exponentenfolge {Xn} von folgender Eigenschaft:

Es existiere eine Zahl & < n und zu jedem N (N 1, 2, •••) eine réelle

Zahl t, so dafi die Punkte

(A) awe<M n= 1,2, -,#,
aile in einem Winkelraum enthalten sind, dessen Scheitel im Nulljmnkt
gelegen und dessen Offnung ïï nicht ûbersteigt.

Dann fallen der Beschrânktheitsradius und der absolute Konvergenzradius
ztisammen19).

Beweis : Da die Reihe (52) den endlichen gleichmâfiigen Konvergenzradius

U besitzt, so ist die Funktion g*(z) auf L(U + rj) schlechthin be-

schrânkt. Die Borel'sche Adjungierte G(z) zu g(z) ist also auf jeder
Riemann'schenFlâche L V) beschrànkt und von endlichem gewôhnlichem
Exponentialtypus. Die Reihe (51) konvergiert auf jeder Riemann'schen
Flàche L(V) gleichmàBig gegen die Grenzfunktion G(z). M(r) bezeichne
die obère Grenze des absoluten Betrages von G(re1®) fur — oo < 0 < oo.
Zu jedem e > 0 gibt es dann wegen der gleichmàBigen Konvergenz eine

nur von e und r abhângige Zahl N(e, r), so daB fur aile n > N (e, r) und
aile 0 die Ungleichung

19) Soviel làJ3t sich aus der hier vorgetragenen Théorie erschlieÔen. Dièse Méthode
besitzt gegenûber dem nachfolgenden direkten Beweis (Nr. 18, b), wodurch ein schârferer
Satz bewiesen werden kann, den Vorteil, dafî sie sich auf den in Nr. 16, d erwâhnten
allgemeineren Fall ubertragen lâfit.
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richtig ist. Nach Voraussetzung gibt es nun zu jedem n eine réelle Zahl t,

so daB die Punkte rn —— é^vt (v 1, 2, •••, n) aile in einem Winkel-
1 (Av + 1)

raum von nicht grôBerer Ôfïnung als ê gelegen sind. Sei W die Richtung
der Winkelhalbierenden. Dann ist

ei\vt .A|_
rxv

und weiter

£ Kl .a.^C)

fur aile n>N (e,r). Da aber e beliebig gewâhlt wurde, so ist auch

fXv

Hieraus folgt, daB der absolute Konvergenztypus a der Reihe (51) gleich
dem gewôhnlichen Typus der Funktion G(z) ist, und aus Nr. 16, e die
Behauptung.

b) Satz XI Ià6t sich durch einen direkten Beweis wie folgt verschârfen :

Satz XII. Es habe die Dirichlefsche Reihe (52) ein Konvergenzgebiet
und die Exponenten- und Koeffizientenfolge die Eigenschaft (A). Dann
fallen der absolute Konvergenzradius und der Beschrânhtheitsradius
zusammen20).

Beweis : Ist B oo, so auch A — oo. Wir diirfen also B endlich
voraussetzen. Der Gelàufigkeit der Formeln halber wollen wir die
Dirichlet'sche Reihe in der gewôhnlichen Form schreiben, also

20) Ist die E3xponentenfolge ùber dem Kôrper der rationalen Zahlen linear unabhàngig,
so ergibt sich aus dem Kronecker'schen Satz ûber Diophantisohe Approximationen, daB
die Bedingung (A) fur jede beliebige Koeffizientenfolge erfûllt ist. Vgl. hierzu H. Bohr,
Lôsung des absoluten Konvergenzproblems einer allgemeinen Klasse
Dirichlet'scher Reihen, Acta math., t. 36, 1911.

Die Méthode des nachfolgenden Beweises stammt im wesentliohen von H. Bohr;
vgl. Bohr, loc. cit.
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Ferner sei vorausgesetzt, daB die Funktion f(s) in der Halbebene R(s) > 0

regulâr und beschrânkt sei. Dies kann durch eine Variabelntransforma-
tion immer erreicht worden. M sei die obère Grenze von f(s) in der
Halbebene R(s) > 0. Es gilt dann fur jedes e > 0 und jedes positive réelle x
die Formel21)

Setzen wir « «' +ix, so wird

î

Die obige Formel auf dièse Funktion angewandt, gibt fur jedes e die
Gleichung

(x X\a e

Da ferner | ft(s) \<M fur jedes r, sobald R(s) > 0, so folgt durch In-

3gralabschâtzung \£(x—Xn)ane~xnr\ ^ —,
wir x-e 1, so gibt eine kleine Umformung

tegralabschâtzung | v (x—Xn) ane~ V | ^ £__M fiir jedes e > 0. Setzen
Xn<rx 2 e

fur jedes r und jedes x > 0. Nun existiert nach Voraussetzung zu jedem

x ein r, so daB die Punkte (1 -) ane~iXnt, Xn<x, aile in einem Winkel-
\ x I

raum enthalten sind, dessen Scheitel im Nullpunkt gelegen und dessen

Ôfifnung ê nicht ubersteigt und es folgt wie oben, daB fiir aile x die Un-
gleichung

gùltig ist, die Folge J£ 1 | an | also bei unbegrenzt wachsenden x

ai) Vgl. V. Bernstein, loc. cit., S. 10 fï. oderO. Perron, Zur Théorie der Dirichlet'
schen Reihen, Journ. fiir Math., t. 134, 1908.
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konvergiert. Weil bei festem n der Faktor 1 — — gegen 1 konvergiert, so

konvergiert die Reihe S \ an |, woraus unmittelbar die Behauptung folgt,
1

19. a) Ziehen wir jetzt einige Konsequenzen, die sieh auf das Wachs-
tum quasiganzer Funktionen beziehen. Sei G (z) vom sektoriellen Mïttel-
typus endlicher, von 0 verschiedener Ordnung q. Es ist dann GQ (z)
G(zllQ) eine quasiganze Funktion vom Exponentialtypus. Bedeutet h{0)
den Wachstumsindikator der Funktion G(z), so folgt aus

h(0) =ïïmr-Hg\ G(re1*) \ îîmR~1lg \

he{0) lim B-1 Ig | QQ(B&*) | lim B-1 Ig \ (?(2P/«ei'*/e) | *(*/„)
JR->-oo R->oo

daB hQ(0) h(0/Q) der Wachstumsindikator der Funktion GQ(z) ist.
Wird die Funktion G (z) dargestellt durch die Reihe (16), so nennen wir die
untere Grenze der Zahlen V, fur welche die Folge

\2,anzK\e-v\*\* N 1,2,..-
î

in N auf L sektoriell gleichmaBig beschrankt ist, den Konvergenztypus G

der Ordnung q. Die Funktion GQ (z) wird dann dargestellt durch die Reihe
00

GQ(z) Zanz*nlQ. Ihr exponentieller Konvergenztypus ist G. Aus Nr. 16c
i

folgt dann

Satz XIII. Wird die quasiganze Funktion G(z) vom sektoriellen

Mitteltypus der Ordnung q (q ^ 0, oo) dargestellt durch eine Reihe (16)
von endlichem Konvergenztypus G der Ordnung q, so hat die Reihe

1

den Konvergenzradius C und es besteht zwischen der Stûtzfunktion k (0) der

zur quasiregulâren Funktion gQ(z) gehorigen Windungsflâche und dem

Indikator der Funktion G (z) die Gleichung

(53) h{0) =k(—Q0). 22)

22) Vgl. Subbotm, Math. Ann., Bd. 104, 1931, S. 377 und die eingehende Untersuchung
von V. Bernstem, Sulla crescenza délie trascendenti mtere d'ordme fmito,
R. acad. d'Itaha Mem. se. fis., math, e nat., Vol. IV, 1933, p. 339—401. Beide Autoren
behandeln nur die eigenthchen ganzen Funktionen und von letzterem wurden nur die
positiven Werte des Waehstumsindikators berucksichtigt. Vgl. auch même Ankundigung
m l'Enseignement math., t. XXXII, 1933, p. 257.
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b) Durch diesen Zusammenhang zwischen dem Indikator h (0) und der
Stiitzfunktion k(0) lassen sich aus dem geometrisch anschaulichen Ver-
fa alten einer Windungsflâche Schliisse ûber das Wachstum quasiganzer
Funktionen ziehen. Nach Nr. 3 ist —H <&($) ^ H und allgemeiner

(54) k(0 + *72) + k(0 — */2) > 0

Der Indikator h (0) einer quasiganzen Funktion vom sektoriellen Mittel-
typus % der Ordnung q geniigt also fur aile 0 den Ungleiehungen

— X

Aus der Ungleichung (54) folgt fast unmittelbar, dalî die Intervalle, in
denen k(0) < 0, nicht breiter sein kônnen als n. Analog ergibt sich, da8
die Intervalle, in denen k(0) > 0 nicht kleiner sein kônnen als n. Denn
ist 0X < 0 < 02, k(01) k(02) 0, 02 — 0X < n und k(0) > 0, so ist
die Halbebene E(k(0), 0) samt ihrer Begrenzungsgeraden in der Ver-
einigungsmenge der Halbebenen i?(0, 0X) und J?(0, 02) gelegen und so

kônnte auf der Stutzgeraden der Normalenrichtung 0 keine singulàre
Stelle liegen, was mit Nr. 4 im Widerspruch steht.

Ist also der Indikator h (0) der Punktion 0 (z) vom sektoriellen Mittel-
typus der Ordnung q fur 0 0* positiv, so gibt es um diesen Punkt 0*
ein Intervall von mindestens der Lange ti/q, in dem h(0) positiv bleibt,
ist h(0) fiir 0 0* aber negativ, so gibt es um diesen Punkt 0* ein
Intervall von hôchstens der Lange tz/q, in dem h(0) negativ bleibt.

(Eingegangen den 9. Februar 1935.)
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