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Uber eine Interpretation gewisser
Konvergenz- und Fortsetzungseigenschaften
Dirichlet'scher Reihen

Von A. PFLUGER, Ziirich

Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist entstanden im Anschlufl an die Veroffent-
lichung von G. Pdlya, Untersuchungen iiber Liicken und Singularitiaten
von Potenzreihen, Math. Zeitschrift, Bd. 29, 1929, S.549—640, ins-
besondere S. 571—610 (in der Folge immer mit P zitiert).

Indem ich die dortigen Untersuchungen iiber den Zusammenhang
zwischen dem Wachstum ganzer Funktionen vom Exponentialtypus und
den Singularitiaten ihrer Borel’schen Transformierten auf eine allge-
meinere Funktionsklasse ausdehnte, auf die sogenannten quasiganzen
Funktionen vom Exponentialtypus (Nr. 6—10) und die im Unendlichen
quasireguldren Funktionen (Nr.1—5), gelang es mir, gewisse Konver-
genz- und Fortsetzungseigenschaften Dirichlet’scher Reihen (geschrieben
in der Form (2)) durch Wachstums- und Konvergenzeigenschaften ihrer
Borel’schen Adjungierten zu interpretieren (Nr.11—16, insbesondere
16, c¢). Es besteht namlich zwischen den im Unendlichen quasiregulidren
Funktionen und den quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus ein
vollstindiger Dualismus. Die sich entsprechenden Begriffe sind in
folgender Tabelle zusammengestellt:

Im Unendlichen quasiregulére Quasiganze Funktionen vom
Funktionen Exponentialtypus

Stiitzfunktion ihrer Windungsfliche = Wachstumsindikator

Holomorphieradius Sektorieller Typus
Beschranktheitsradius Gewohnlicher Typus
Uberkonvergenzradius Uberkonvergenztypus
Gewohnlicher Konvergenzradius Gewohnlicher Konvergenztypus
GleichmaBiger Konvergenzradius GleichmiBiger Konvergenztypus
Absoluter Konvergenzradius Absoluter Konvergenztypus
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In einem ersten Abschnitt (Nr.1—5) werden die Begriffe: Quasi-
regulire Funktionen (Nr. 1) und ihre Windungsfliche (Nr. 2) erklirt und
die Beziehungen zwischen den Singularititen einer quasiregularen
Funktion und ihrer Windungsfliche bezw. Stiitzfunktion untersucht
(Nr. 3—5).

Im zweiten Abschnitt gelangen die Begriffe: Quasiganze Funktionen,
ihre Ordnung und ihre verschiedenen Typen zur Darstellung (Nr. 6—10).

Im dritten Abschnitt (Nr. 11—16) wird mittelst der Integrale (I) und
(IT) zwischen den quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus und
den im Unendlichen quasireguldren Funktionen die Briicke geschlagen.
In Nr. 11—14 wird lediglich von den analytischen Eigenschaften der
Funktionen Gebrauch gemacht. Aus Satz IX (Nr. 15), wo die Stetigkeit
der Integraloperationen {I} und {II} bewiesen wird, folgt dann auch der
Dualismus beziiglich der Konvergenzeigenschaften (Nr. 16).

Im letzten Abschnitt (Nr. 17—19) werden vom angegebenen Dualismus,
dessen Darstellung und Begriindung das Hauptziel der vorliegenden
Arbeit ist, einige Anwendungen gemacht. Aus einer einfachen Beziehung
zwischen den Richtungen des stirksten Anwachsens einer quasiganzen
Funktion vom Exponentialtypus und den Singularititen ihrer Borel’
schen Transformierten (Satz X) ergibt sich auf neue Art der bekannte
Vivanti-Landau’sche Satz. In Nr. 18 wird eine hinreichende Bedingung
fir das Zusammenfallen des Beschranktheitsradius und des absoluten
Konvergenzradius hergeleitet. Nr. 19 endlich beschéftigt sich mit dem
Zusammenhang zwischen dem Wachstum quasiganzer Funktionen vom
Mitteltypus der Ordnung p (¢ # 0, oo) und den Singularititen quasi-
reguldrer Funktionen.

Fiir die mannigfachen Anregungen und Ratschlige wahrend der Aus-
fihrung dieser Arbeit sei Prof. Dr. G.Pélya der beste Dank ausge-
sprochen.

Quasiregulire Funktionen und thre Windungsfliche.
1. Gehen wir aus von der Dirichlet’schen Reihe
(1) f(s) = Ela,,-e"\“s ,

wo § = ¢ -+ ¢ die komplexe Veranderliche, die Koeffizienten a, irgend-
welche komplexe Zahlen bedeuten und die Exponenten 1, eine monoton
und unbegrenzt wachsende Folge positiver reeller Zahlen bilden sollen,

02 <A<ty << A4,—> oo
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Wir setzen weiter voraus, dafl die Reihe (1) eine endliche Konvergenz-
abszisse I besitzt. Sie ist dann in jedem Parallelstreifen

R)>T'+ ¢ 6>0, —co<ty £J(8) £ty < o0

gleichméafig konvergent und die durch sie in der Halbebene R(s)> I
dargestellte analytische Funktion in jedem solchen Parallelstreifen be-
schrankt. Wir nennen die untere Grenze y aller Zahlen o, fiir welche die
Funktion f(s) in der Halbebene R (s) > o holomorph ist, die Holomorphie-
abszisse. f(s) ist dann in der Holomorphiehalbebene R (s)> y durchwegs
regulér, wihrenddem sie in jeder Halbebene R (s) > y —e¢, ¢ > 0, singulare
Punkte besitzt.

Sei nun die Funktion f(s) in der ganzen Halbebene E(s) > o, wo ¢ eine
reelle Zahl bedeutet, regular. Mittels der Substitution e® = z wird die
Halbebene R(s) > ¢ schlicht auf jenen Teil der logarithmischen Flache
abgebildet, der dem Gebiet |z|>e’ = V>0 der komplexen z-Ebene
iiberlagert ist und im folgenden mit L (V) bezeichnet werden soll. Ebenso
wird jeder Parallelstreifen R(s)> o, t; < J(s) <t, der s-Ebene schlicht
auf das Gebiet | z | >V, t; < arg 2z <{, der Riemann’schen Flache L (V) ab-
gebildet, das wir einen Sektor auf L (V) nennen wollen. Desgleichen geht
die Funktion f(s) iiber in eine Funktion ¢(z) = f(log 2), die auf der
Riemannschen Fliache L (V) durchwegs eindeutig und analytisch ist. Sie
heiBt auf L(V) ,,sektoriell beschrankt, wenn sie in jedem Sektor auf
L (V) beschriankt ist. Hine solche Funktion g (z), zu der es exne Riemann’sche
Fliche L(V) gibt, auf welcher sie sektoriell beschrinkt und itberall reguldr ist,
wollen wir ,,im Unendlichen quasirequlir' nemmen. Die untere Grenze H
aller Zahlen V, fiir welche g(z) auf L(V) regular ist, nennen wir den
Holomorphieradius der Funktion g (z). Sie wird schlechthin auf L(V) be-
schrinkt genannt, wenn | g (z) | eine fiir alle Punkte auf L (V) giiltige obere
Schranke besitzt. Die untere Grenze B aller Zahlen V, fiir welche g(z) auf
L(V) schlechthin beschrankt ist, nennen wir den Beschrinktheitsradius
der Funktion ¢ (z).

LaBt sich speziell f(s) in einer gewissen Halbebene R (s) > o durch eine
Dirichlet’sche Reihe (1) darstellen und wenden wir auf diese Reihe die
Substitution z = e® an, so geht sie iiber in die sogenannte ,,irregulire‘’
Potenzreihe
(2) T a, ZAn
Wir wollen im folgenden die Dirichlet’sche Reihe in der Form (2) schrei-
ben. Bs ist klar, daB fiir die Reihen (2) die analogen Sitze und Definitionen
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gelten, wie fiir die Reihen (1). Konvergiert also die Reihe (2) fiir z =
2o =7, * €%, so konvergiert sie in jedem Punkte der Fliche L (r,+ ¢),
¢ > 0, und zwar in jedem Sektor auf L(r, 4 ¢) gleichméiBig. Bezeichnen
wir den gewohnlichen Konvergenzradius mit C, den gleichmiBigen
Konvergenzradius mit U und den absoluten Konvergenzradius mit A, so
konvergiert die Reihe auf L(C +¢), ¢> 0 sektoriell gleichm#Big, auf
L(U + ¢) schlechthin gleichméfBig und auf L (4 + ¢) absolut. Die durch
sie dargestellte im Unendlichen quasiregulare Funktion ist auf L(H - &)

sektoriell beschrankt.

2. Um nun zum Begriff der Windungsfliche der Funktion ¢(z) zu ge-
langen, betrachten wir zundchst den Spezialfall der Potenzreihe g(z) =

o0
a . . .. .

> —. Von dieser wollen wir voraussetzen, daBl sie im AuBenraum einer
2

1

abgeschlossenen Kreisscheibe um den Nullpunkt konvergiert. Da der
Durchschnitt konvexer Bereiche wieder konvex ist, so gibt es einen
kleinsten konvexen Bereich &, in dessen AuBlenraum g¢(z) durchwegs
reguldr ist'). Dieser AuBlenraum ist das umfassendste konkave Regu-
laritatsgebiet von ¢ (z). Hiebei verstehen wir unter einem konkaven Gebiet
eine solche schlichte Umgebung des unendlich fernen Punktes der kom-
plexen z-Ebene, in der mit einem Punkte zugleich eine ganze Halbebene
als Umgebung dieses Punktes enthalten ist?). Die Vereinigungsmenge
konkaver Gebiete ist wieder konkav, ihre Komplementidrmenge, falls
nicht leer, sicher konvex. Da das KreisauBere konkav ist, so folgt, daB es
ein umfassendstes konkaves Gebiet gibt, in dem sich die Funktion ¢(z)
durchwegs reguléar verhalt, und dessen Komplementéirmenge der konvexe
Bereich & ist.

Wir gelangen nun zum Begriff der Windungsflache einer im Unendlichen
quasiregularen Funktion g¢(z), indem wir einfach die Bedingung der
Schlichtheit fallen lassen. Ein konkaves Gebiet im erweiterten Sinne
ist also eine solche der z-Ebene iiberlagerte Riemann’sche Fliche, in der
mit einem Punkte zugleich eine ganze Halbebene als Umgebung dieses
Punktes enthalten ist. Ein solches Gebiet ist z. B. die Riemann’sche
Flache L(H). Es sei nun g¢(z) eine im Unendlichen quasiregulire, nicht
konstante Funktion. Der unendlichferne Punkt ist dann entweder
reguldr, ein algebraischer oder ein transzendenter Windungspunkt. Im
letzteren Falle enthilt die zur Funktion g¢(z) gehorige Riemann’sche
Flache die Flache L(H) als Teilgebiet. In den ersten beiden Fallen
schneiden wir die zur Funktiop g(z) gehorige Riemann’sche Fliche von

1) Vgl. P, 8. 571—577.
%) Als Umgebungen sind diese Halbebenen ohne weiteres offen.
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einem endlichen Randpunkt?) radial bis zu z = oo auf, denken uns
unendlich viele gleiche Exemplare nummeriert «-- — 2, — 1,0, 1, 2, ---
ibereinandergelegt und heften diese langs des Schnittes kreuzweise
zusammen. So entsteht eine zur Funktion g(z) gehorige unendlich-viel-
blittrige Riemann’sche Fliche, die L(H) als Teilgebiet enthdlt. g (z) ist in
ihren samtlichen Punkten und nur in diesen (abgesehen eventuell vom
Punkt z = oo) reguldr. Betrachten wir jetzt die Gesamtheit der konkaven
Gebiete auf der zu g (2) gehorigen unendlich-vielblattrigen Riemann’schen
Flache, so ist ihre Vereinigungsmenge wieder ein konkaves Gebiet, das
umfassendste der in Betracht gezogenen, und dieses Gebiet bezeichnen wir
als die zur Funktion gehorige Windungsfliche. Wir verstehen also unter
der Windungsfliche I einer tm Unendlichen quasireguliren, nicht kon-
stanten Funktion g (z) das umfassendste konkave Gebiet, das L(H) als Teil-
gebiet enthdilt und auf dem g(z) durchwegs regulir ist%). Sie besitzt die zu
g (z) gehorige unendlich-vielblattrige Riemann’sche Flache als Obermenge.

Diese Flache kann nun, wie wir im folgenden zeigen wollen, aufgefalB3t
werden als die Vereinigungsmenge einer einparametrigen Schar von
offenen Halbebenen. Verstehen wir namlich unter ,,Halbebene von
Normalenrichtung @ und Normalenabstand d” — bezeichnet mit ¥ (d, @)
— die um den Nullpunkt um den Winkel @ gedrehte Halbebene E(z) > d,
wobei d irgend eine reelle Zahl bedeutet; setzen wir ferner fest, dafl zwei
Halbebenen Z (d, @,) und X (d, @,) mit positivem Normalenabstand dann
und nur dann ein gemeinsames Gebiet haben sollen, wenn sich die beiden
Winkel um weniger als = unterscheiden, so konnen wir die Riemann’sche
Fliche L(H) auffassen als die Vereinigungsmenge aller Halbebenen
E(H, ®). Betrachten wir nun alle Halbebenen von Normalenrichtung @,
die auf der Windungsfliche 93 gelegen sind (dazu gehoren sicher alle
Halbebenen E (d, @) mit nicht kleinerem Normalenabstand als H) und
bezeichnen wir die untere Grenze ihrer Normalenabstande d, die eine
Funktion des Winkels @ ist, mit £(®)®). Dann kénnen wir die Windungs-

3) Weil die Funktion g(z) sektoriell beschrankt und nicht konstant ist, besitzt sie
endliche Singularitiaten. Unter diesen gibt es solche, die auf der Riemann’schen Fléache von
g(z) radial mit dem Punkt z = oo verbunden werden kénnen.

1) (Gegeniiber dem Begriff des konkaven Gebietes in der z-Ebene hat der allgemeine
Begriff eine gewisse Schwierigkeit. Dort gibt es eine allen konkaven Gebieten gemeinsame
Obermenge, n#émlich die volle z-Ebene, wahrenddem es hier kein alle wmfassendes
Ganze gibt.

5) a) Denken wir uns die Halbebene E (H, @) in der z-Ebene gelegen, so ist die dort
definierte Funktion ¢ (z) auf Senkrechten zu ihrer Begrenzungsgeraden in die Halbebene
x cos D -+ y sin @ > k(D) hinein fortsetzbar und zufolge der Definition der Zahl k(D)
hat sie in jeder Halbebene x cos @ + y sin® > k(P) — ¢, € > 0, singulédre Punkte.

b) k(P) kann auch negativ sein, wie das Beispiel (1 —2)-¢, ¢ positive reelle Zahl,
@ = 7 zeigt.
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flache auffassen als die Vereinigungsmenge aller Halbebenen E (k(®), D).
Denn diese Vereinigungsmenge ist sicher in der Fliche 2B enthalten, weil
jede Halbebene X (k(®), @) es ist. Umgekehrt ist jeder Punkt von I8 in
der Menge enthalten. Denn sei P, irgend ein innerer Punkt der Flache 20,
P, irgend ein innerer Punkt der Flache L (H). Es gibt dann eine stetige
Kurve ¢ auf B, die P, mit P, verbindet. Jeder Punkt P dieser Kurve hat
eine Halbebene £ (P) als Umgebung, die ganz in 2B enthalten ist. Nun
haben wegen der Stetigkeit die Abstinde der Punkte P von der Be-
grenzungsgeraden ihrer Halbebenen E(P) eine positive untere Grenze
o > 0. Ich kann also auf C von P, nach P, laufend, endlich viele Punkte
so bestimmen, daf3 die Halbebenen B (P’) und E (P") zweier aufeinander-
folgenden Punkte P’ und P” je ein gemeinsames Gebiet haben. Da P, in
einer Halbebene £ (H, @,) auf L (H) gelegen ist, so folgt dann, daB es eine
Halbebene K (H, @,) gibt, so dal E(H, ®,) und E(P,) durch Parallel-
verschiebung auf 2B aus einander hervorgehen, £ (P,) also von der Form
E (d, @,) ist und folglich P, in der Halbebene E (k(D,), @,) enthalten ist.
Die Windungsfliche I ist also die Vereinigungsmenge der Halbebenen
E (k(D), @). Die Begrenzungsgerade der Halbebene E (k(®), @) nennen
wir Stiitzgerade der Windungsflache von Normalenrichtung @, k(®) heille
Stutzfunktion von 3.

3. Satz 1. Die Stiutzfunktion k(D) geniigt der Ungleichung
sofern g (z) keine Konstante ist und zwar ist H die genaue obere Schranke.

Beweis: Der eine Teil der Ungleichung, k(®) < H ist trivial. Ebenso
folgt leicht, da H die genaue obere Schranke ist. Denn wire k(@) <
H* < H, so ware g(z) auf L(H*) durchwegs regulir, was der Definition
von H widerspricht. Es bleibt also nur noch die Ungleichung — H <k (D)
zu beweisen. Nehmen wir an, es sei fiir einen bestimmten Winkel @ die
Funktion k(@) kleiner als — H. Es geniigt dann die positive Zahl

_ H—Fk(9)

o 2
(3) k() <—p<—H.

der Ungleichung

Die Halbebenen E(H, @) und E<H & + %) und B (H, @ + m) denken
wir uns in der z-Ebene gelegen und die durch g(z) in E(H,®) resp.
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K (H , D+ —Z—-) resp. B (H,® + m) bestimmten reguliren Funktionen
wollen wir mit g, (2) resp. g*(z) resp. g,(z) bezeichnen. Weil nun g(z) auf
L(H) regulér ist und weil die Halbebenen E(H, @) und E (H ® + %)
bezw. die Halbebenen K (H , D+ %) und ¥ (H, ® + =n) je ein gemein-
sames (Gebiet haben auf L(H), so gehen ¢, (2) und ¢*(z) und ¢,(z) durch

unmittelbare analytische Fortsetzung auseinander hervor. Bedeutet also

H—Fk (D)
2 b

B, das Funktionselement von g,(z) im Punkte P, = pe'(®*™  bezeichnen

B, das Funktionselement von ¢, (2) im Punkte P, = pe!?, o =

ferner ¢, und @, die im gemeinsamen Gebiet von K (H, @) und
E (H, D %—) bezw. E<H, @ -+ %) und K (H, D+ x) gelegenen Punkte
e )2t ™ und gJ2¢ @+ "™, so wird aus dem Funktionselement B,
durch analytische Fortsetzung lings des Streckenzugs P, @, @, P, das

Funktionselement 3, erhalten.

Nun laBt sich die Funktion g, (z) langs Senkrechten zur Stiitzgeraden
xcos @ + ysin ® = H von E(H, @) in die ganze Halbebene £ (k(P), D)
hinein fortsetzen, ist also dort eindeutig und analytisch. Weil nach Vor-
aussetzung k(®P) < — H, so haben die Halbebenen X (k(®), @) und
E(H, ® + =) (beide sind in der z-Ebene gelegen) einen Parallelstreifen
gemeinsam. Untersuchen wir das gegenseitige Verhalten der Funktionen
g, (2) und g¢,(2) im Punkte P, = pe'®*™ der wegen (3) im gemeinsamen
Parallelstreifen liegt. Das Funktionselement von g, () im Punkte P, sei
mit B, * bezeichnet. Es wird aus dem Element 9B, durch analytische Fort-
setzung langs der Strecke P, P, erhalten. Weil nun g, (z) in der Halbebene
E (k(D), D) regular ist und die beiden Streckenziige P,Q,Q,P, bezw.
P, P, in dieser Halbebene gelegen sind, so folgt aus dem Monodromiesatz,
daB die Funktionselemente 3,* und P, im Punkte P, identisch sind. Die
Funktionen ¢, (z) und g,(2) gehen demnach durch unmittelbare analy-
tische Fortsetzung auseinander hervor und bestimmen so eine in der
ganzen z-Ebene bis auf den unendlichfernen Punkt regulire Funktion,
die mit g (z) identisch ist. Weil die Funktion g (z) auf der Riemann’schen
Flache L (V) (V> H) sektoriell beschrankt ist, so ist sie es in der z-Ebene
schlechthin und somit nach dem Satz von Liouville eine Konstante, wo-
mit der Satz bewiesen ist.

Durch geringe Modifizierung des Beweises erhalten wir, wie ohne
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weiteres ersichtlich ist, das folgende, etwas allgemeinere Resultat: Die
Stutzfunktion k(D) geniigt fiir jeden Winkel @ der Ungleichung

E(®+ n/y,) + E(® —=/,) =0,

sofern g(z) keine Konstante ist.

Im Anschlufl an das soeben Bewiesene und aus einem spéter ersicht-
lichen Grunde sollen die selbstverstandlichen Ungleichungen, denen die
verschiedenen in Nr. 1 eingefithrten Radien A, B, C, H, U und die in
Nr. 2 definierte Funktion k(®) geniigen, zusammengestellt werden:

H=Z B
CzU=A
H=C,B=zU
H = obere Grenze k(D).

4. Untersuchen wir nun den Zusammenhang zwischen den Singulari-
taten der Funktion g(z) und ihrer Windungsfliche 2 etwas niher. Aus
Bemerkung 5 folgt fast unmittelbar, daf die Funktion g(z) auf jeder
Stiitzgeraden ihrer Windungsfliche mindestens eine singulire Stelle besitzt.
Denn entweder hat g(z) auf der Stiitzgeraden schon eine singulare Stelle
oder die singularen Stellen miissen sich gegen die Stiitzgerade haufen. Da
sich diese aber nicht gegen ihren unendlichfernen Punkt hiufen kénnen,
weil g(z) in den Halbebenen E(H, ® + =/,), E(H, ® —=n/,) und
E(k(®), @) regular ist, so haufen sie sich in mindestens einem endlichen
Punkte der Stiitzgeraden und dieser ist als Haufungspunkt singulirer
Stellen wieder singulér.

Bemerkung: Ist fir einen Winkel @
(4) k(@)= H,
so ist z = H e'® eine singuldre Stelle fiir die auf E (H, @) definierte Funktion.

Denn die Stiitzgerade = cos @ + ysin @ = H ist bis auf den Punkt
He'¥ ganz in 1B enthalten.

Wir zeigen weiter, daf fiir jeden singuldiren Punkt zy = x, + ty, auf der
Stiitzgeraden von Normalenrichtung @ fir alle | ¢ | < w die Ungleichung

(5) g c08 (P + ¢) + Yo sin (P + ¢) K k(P + ¢)

96



richtig ist. Ware sie ndmlich nicht erfilllt, so gibe es einen Winkel
| 9o | < 7, so dab

Xy €08 (D + @) + Yo sin (D + o) > k(D + @),

d. h. 2z, = %, 4 1y, wire innerer Punkt der Halbebene & (k (D+¢,), D®+¢,).
Denkt man sich namlich E (k(®), @) in der z-Ebene gelegen, so ist auch
ihre Begrenzungsgerade und der Punkt 2, in der z-Ebene gelegen und weil
| @o | < 7 ist, so besteht die Halbebene K (k(D + ¢,), ® + ¢,) ja gerade
aus allen jenen Punkten x - ¢y der z-Ebene, die der Ungleichung

z co8 (P + @) + ysin (D + ¢g) > k(P + ¢,)

geniigen. Als singuldrer Punkt kann aber z; nicht innerer Punkt der
Halbebene E (k(D + ¢,), D + @, ) sein.

Hieraus folgt, daB die Stiitzfunktion k(®) einer bemerkenswerten
Funktionalungleichung gentiigt. Es gilt namlich der

Satz I1. Ist k(D) die Stitzfunktion einer Windungsfliche in obigem
Svnne und st das Wertetripel @,, D,, P, so gewdhlt, dafs

(6) D, <P, <Dy, Dy— D, < 7w, Oy — P, < ,

dann geniigt k(D) der Ungleichung
(7) k(D) sin (P3— DB,) + k(D,) sin (D — Py) + £(Ds) sin (Py— P,) = 0°).

Beweis: Es gibt auf der Stiitzgeraden von Normalenrichtung @,, wie
oben gezeigt wurde, einen solchen Punkt (x,, ¥,), daf die Ungleichung (5)
fiir @ = @, und alle | ¢ | < = erfiillt ist. Speziell ist wegen @, — D, < 7,
D, — D, < 7

%, cos D; + y,sin @, — k(D) £ 0,
Z0

x, cos Py + y, sin @3 — k(Dy) .
Multiplizieren wir die erste dieser beiden Ungleichungen mit sin (@3 —- @,),
die zweite mit sin (P, — P;) und addieren wir, so ergibt sich nach kurzer
Umformung (z, cos @, + ¥, sin D,) sin (@; — D;) + k(D,) sin (P; — D,)
+ k(D) sin (P, — D,) = 0 und hieraus wegen z,cos @, + y, sin @, =
k(®,) die Ungleichung (7).

$) Vgl. P, S.573—576.
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5. Es 1aBt sich zeigen®), daBl alle reellwertigen Funktionen, die der
Funktionalungleichung (7) mit der Bedingung (6) geniigen, stetig und
einseitig differenzierbar sind. Daher umhiillen die Stiitzgeraden x cos @
+ ysin @ = k(D) ein stetiges ,,Gebilde** § (das auch zu einem einzigen
Punkt entarten kann; vergleiche Beispiel b) von FuBinote ®)), die Rand-
kurve der Windungsfliche. Jene Punkte des Randes, die nicht innere
Punkte einer ganz zum Rande gehorigen Strecke sind, wollen wir extreme
Punkte nennen. Die Kreisscheibe z. B. hat nur extreme Punkte. Bei
einem Polygon sind es die Ecken. Jede Stiitzgerade hat mit § entweder
einen Punkt oder eine ganze Strecke gemeinsam und enthalt folglich
entweder einen extremen Punkt oder zwei extreme Punkte von §).
Beziiglich dieser extremen Punkte gilt der

Satz I1I. Jeder extreme Punkt des Gebildes § ist ein singulirer Punkt
der Funktion g(z), oder genauer ausgedriickt: Liegt der extreme Punkt P
des Gebildes ) auf einer Stitzgeraden von Normalenrichtung @, so ldft sich
die Funktion g(z) von der Halbebene E (k(D), @) aus auf keiner durch P
gehenden Geraden iiber diesen Punkt P hinaus fortsetzen?).

Beweis: Wir nehmen an, g(z) sei im Punkte P, also in einer ganzen
Kreisscheibe um P, regular und zeigen, daBl diese Annahme zu einem
Widerspruche fiihrt. Hierzu brauchen wir die Tatsache, dal durch jeden
Punkt von § mindestens eine Stiitzgerade geht. Der extreme Punkt P ist
dann entweder der einzige Punkt von §), der auf der durch P gehenden
Stiitzgeraden liegt oder der eine Endpunkt der Strecke, die die genannte
Stiitzgerade mit § gemeinsam hat. In beiden Féallen ist ersichtlich, daB
der Rand der obigen Kreisscheibe vom Mittelpunkt P einen ganz in §)
gelegenen Bogen besitzt, dessen Offnung  iibersteigt. Die Endpunkte P,
und P, des Bogens liegen je auf § und somit je auf einer Stiitzgeraden,
deren Normalenrichtung wir mit @, resp. @, bezeichnen wollen. Auf der
durch die Gerade P, P, begrenzten offenen Halbebene, die P als innern
Punkt enthilt und mit £ (P) bezeichnet werden soll, ist nun die Funktion
g (z) durchwegs regular, denn sie ist es in dem auf der Halbebene E (P)
gelegenen Bereich der Kreisscheibe und der komplementére Bereich auf
E (P) ist in der Vereinigungsmenge der Halbebenen E (k (D), @), , £ P
< @, enthalten, weil das Kurvenstiick P, PP, ganz in der Kreisscheibe
gelegen ist. Die Vereinigungsmenge der konkaven Gebiete I3 und E (P)
ist ein konkaves Gebiet, worin g(z) durchwegs reguldr ist und das um-
fassender ist als 2B, weil es P als innern Punkt enthalt, ein Sachverhalt,
der mit der Definition von I im Widerspruche steht.

8) Vergl. P. 8.573—576. 7) Vgl. P, 8. 577,
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Quasiganze Funktionen, thre Ordnung und thr Typus.

6. Unter einer quasiganzen Funktion G'(z) wollen wir im folgenden eine
auf der ganzen logarithmischen Fliche regulire (eindeutige und ana-

lytische) Funktion verstehen, die auf jeder Fliche L(V) sektoriell be-

schrankt ist. Hierbei bedeutet L(V) die Komplementirmenge von
L (V) beziiglich der logarithmischen Flache L, also jenen Teil der loga-
rithmischen Fliache, der der abgeschlossenen Kreisscheibe |z | < V iiber-
lagert ist. Gibt es eine endliche Zahl », so dafl der Ausdruck

(8) |G(z)]-¢'*!"

auf L sektoriell beschrinkt bleibt, so nennen wir G'(2) eine quasiganze
Funktion von endlicher Ordnung und bezeichnen die untere Grenze o der
Zahlen », die der obigen Bedingung geniigen, als ihre Ordnung (genauer
ausgedriickt, als ihre sektorielle Ordnung). Es ist dann fiir alle ¢ > 0 und
v = o+ ¢ der Ausdruck (8) auf L sektoriell beschriankt, und es gibt zu
jedem &> 0 und » = g — ¢ einen Sektor, auf dem (8) unbeschrankt ist.

Sei nun G (z) eine quasiganze Funktion von endlicher Ordnung p. Gibt
es endliche Zahlen V, so daf3 der Ausdruck

(9) 1G(z)]- &7

auf L sektoriell beschrankt bleibt, so wollen wir die untere Grenze y der
Zahlen V, die der genannten Bedingung geniigen, sektoriellen Typus der
Funktion G (z) der Ordnung ¢ nennen. Fiir den Fall, dal es keine end-
liche Zahl V von der obigen Eigenschaft gibt, setzen wir y = oco. Ist
y 7% (0, oo), so sprechen wir von Normal- oder Mitteltypus. Hat hingegen
y den extremen Wert 0 oder oo, o spricht man von Minimal- resp.
Maximaltypus. Es bedeute nun G/'(z) eine quasiganze Funktion vom
sektoriellen Mitteltypus der Ordnung p. Die reelle Funktion

(10) h(®P) = lim r~%log | G (re*?) |

7 >0

des Winkels @ mifit dann das Anwachsen der Funktion G (z) lings des
Halbstrahles der Richtung @. Wir nennen sie den (Phragmén-Lindelof’
schen) Wachstumsindikator von G (z). Sie ist stetig und erfiillt die Funk-
tionalungleichung

(11) (D) sin o(Dg—Py)+h(D,) sin ¢ (D, —Dy)+-h(D;) sing (P,—Py) =0

tir alle Wertetripel @;, @,, D,, die den Bedingungen
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(12) D, < By < Dy, By — D, < 7)o, Py — D, < 7/p

geniigen. Ferner ist fiir jedes ¢ > 0 der Ausdruck

e
IG(z)l.e“ (h (D) +¢) |2] R @ — argz

auf L sektoriell beschrankt, woraus sich unmittelbar ergibt, daf} die obere
Grenze der Funktion A (®) fir — co < @ < co gleich dem sektoriellen
Typus y der Funktion G (z) ist8).

7. Wir wollen jetzt voraussetzen, dafl G(z) auf jeder Riemann’schen
Fliche L (V) schlechthin beschrinkt sei. Es hat dann |G (ref?®)| fiir
— oo < @ < oo eine endliche obere Grenze, die wir mit M (r) bezeichnen.
Im Falle eigentlicher ganzer Funktionen ist lg M (r) eine stetige, monoton
wachsende und konvexe Funktion von lgr. GeméaB einem Satz von
Doetsch 1aBt sich dieser Sachverhalt unverdndert auf quasiganze Funk-
tionen iibertragen®). Ist G'(z) von der Ordnung ¢ < oo, so bezeichnen wir
die untere Grenze der Zahlen V (falls es solche gibt), wofiir der Ausdruck
(9) auf L schlechthin beschrinkt bleibt (im Gegensatz zum sektoriellen
Typus), als den gewdhnlichen Typus B der Funktion G (z). Falls es keine
Zahlen V der obigen Eigenschaft gibt, wird f = oo gesetzt. Es ist

B =lim ¢ Ig M (r).
Zwischen dem gewohnlichen Typus f und dem sektoriellen Typus y be-
steht die triviale Ungleichung
x B
Dafl es wirklich gerechtfertigt ist, einen sektoriellen und gewohnlichen
Typus zu unterscheiden, daf3 also bei quasiganzen Funktionen der sek-
torielle und der gewohnliche Typus miteinander nicht iibereinzustimmen

brauchen, wie dies bei eigentlichen ganzen Funktionen der Fall ist, kann
an folgendem Beispiel erkannt werden.

8. Ersetzen wir in der iiberall auf der logarithmischen Flache L absolut
konvergenten Reihe

(13) CE) =X —gpT = 2R

8) Vgl. E. Phragmén et E. Lindeldf, Sur une extension d’un principe classique
de 1’Analyse, Acta math., t. 31, 1908, p. 381—406.

%) Vgl. Daetsch, Uber die obere Grenze des absoluten Betrages einer
analytischen Funktion auf einer Geraden, Math. Zeitschrift, Bd. 8, 1920.
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die Glieder durch ihre absoluten Betrige und bezeichnen wir ihre Summe
mit G*(r), so ist

o 2 | r2k+ok
(14a) G*(r) =k§0 EY > e 4 e "
© 27-2k+1
(14b) G*(r) <k—:0 (2%)! =r(e" 4 e7T)

fiir > 1. Wird in (13) z = 7 - ®" %™ gesetzt, so ist
22k — 2k
R B S T SR B firk=0,1,2,-.-, m
und daher fiir jedes positive ganzzahlige m

—k
o 7-2k__7-2k+9

(G > 2 e T2 enT

also
Obere Grenze |G (z) | = G*(r)

|z| =17

Aus dieser Gleichung und aus (14a) und (14b) ergibt sich, daf} der ge-
wohnliche Typus der Funktion ¢/ (z) gleich 1 ist.

Anderseits ist |e¥ — 1| £ 2| w]| fir |w| £ 1 oder

2|lgz|

—J —k
|1—29" | =] ¢ lgz_1|<______9_k__

wenn |lgz| < 9%. Die letztere Ungleichung gilt also sicherlich dann,
wenn k > lg| lgz |. Daher folgt fiir [z | =r>1

r2e(14+7r) & r¥ 2|lgz|
ehnT T AR 3%

1G(2) < X

k=lg|lgz|

< 6e2lllzl+0lr 1 2| lgz | (€34 ¢ T9),

woraus sich ergibt, da der sektorielle Typus der Funktion ¢(z) nicht
groBer ist als 3.
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9. Ist G'(2) hochstens vom sektoriellen Mitteltypus der Ordnung 1,
SO0 nennen wir sie quasiganze Funktion vom Hxponentialtypus und zwar
genau vom Exponentialtypus, wenn G'(z) genau vom Mitteltypus der
Ordnung 1 ist. Auf jeden Fall gibt es endliche Zahlen V, so daB3 der
Ausdruck

(16) |G(2) |- eV 1!

auf L sektoriell beschrankt bleibt. Bezeichnet y die untere Grenze dieser
Zahlen V, so heit G (z) quasiganze Funktion vom (sektoriellen) Exponen-
tialtypus y. Alle Funktionen von hochstens dem sektoriellen Minimal-
typus der Ordnung 1 sind vom Exponentialtypus 0. Die untere Grenze
der Zahlen V (falls es solche gibt), fiir welche (15) auf L schlechthin be-
schrankt bleibt, nennen wir den ,,gewohnlichen Exponentialtypus‘ der
Funktion G (z). Analog wollen wir die reelle Funktion

h(D)=1lmrig|G(re?) |

r—> oo

den ,,exponentiellen Wachstumsindikator‘ nennen.

10. Sei nun

(16) Na,z'n

eine Dirichlet’sche Reihe, die aus (2) durch Ersetzen von z durch z-1 er-
halten wird und iiberall auf L konvergiert; sie ist dann auf jeder Riemann’
schen Flache L (V) sektoriell gleichmafBig konvergent und stellt somit eine
auf der logarithmischen Fliache L eindeutige und analytische Funktion
dar, die auf jeder Flache L (V) sektoriell beschrankt, also eine quasiganze
Funktion ist. Jede Partialsumme der Reihe (16) ist von der Ordnung 0.
Aber es 1af3t sich leicht durch Beispiele belegen, dafl die Ausdriicke

¥ oo
| S a,2™| e 72l
1

bei festem V und ¢ nicht etwa in jedem Sektor auf L in N gleichmaBig
beschrankt zu sein brauchen. Es gilt jedoch ein Satz, der einen dem
Konvergenzverhalten Dirichlet’scher Reihen (2) analogen Sachverhalt
ausdriickt und in dem fiir das folgende allein wichtigen Spezialfall
folgendermaflen lautet:
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Satz 1V. Ist die Folge

YA y
(17) I Eanr fne@ nPo | . e"‘ T, N= 1, 2’ .
1

far r > 0 wn N gleichmdiifsig beschrinkt, so st fir alle n > 0 die Folge
N
| Sa,e |- N=1,2,
1

wn jedem Sektor auf L gleichmdifig in N beschrinkt®).

Beweis : Nach Voraussetzung existiert eine Zahl S, so daf

N
| Sa, (re
1

¥

7. e'l:¢o)An | . e—V?‘6n< S

fir alle N = 1, 2, --- und r > 0, > 0. Mittelst der Abel’schen partiellen
Summation

N N-1 n N
EAan_—: 2 (Bn_Bn+1) E Av +BN E AV
1 1 v=1 p=1

folgt, indem B, = e (i+i(2-2)n und A, = a,, (re’- ¢i®)* gesetzt wird

N . N-—-1 . ) n ]
E aln (,re?,@)hn — Z (e—(VZ-H(tDo-(D))ln —_— e" (17‘{"&(‘150—(15)))\’]?,‘*‘1) E a/v (?e'y/. e’&(poAv )
1 n=1 v=1

N
+ e (M+(P—P)) AN Za (ren . e’;d’o)Av
y *

1

Nun ist
l e—" (’7+i(qjo—¢))xn — e—('?‘i"‘:(‘po—@))hn-fl l

7‘n+1 . _

— (7 +i(Py—D) ) [ e==+i@®) 4| = |n+1 (fo ?) !(e_anay_e.AnJ,l,;),
An

also

N . L
Izan(rei¢)Anl.e_Vg’7r<‘77+7’(f0 Q)IS
1
womit alles bewiesen ist.

10) Vgl. @. Pélya, L.M. 8. Proc., 1925, S.11, wo der (exponentielle) Wachstums-
indikator einer Folge von Polynomen P, (z) definiert wird, die fiir alle z und alle n bei
geeigneter Wahl der Konstanten 4, B der Ungleichung | P, (z)| << AeB|z| geniigen;
vgl. auch Nr. 15, wo diese Definition auf eine Folge quasiganzer Funktionen vom Exponen-
tialtypus iibertragen wird. Hier wird eigentlich bewiesen, daB speziell fiir die Folge der
Partialsummen einer ganzen bezw. einer quasiganzen Funktion vom Exponentialtypus
das Indikatordiagramm ein Kreis ist.
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Hieraus ergibt sich, dafl entweder fiir keine ZahlV die Folge (17) auf L
sektoriell gleichméafig beschrankt ist, oder dal} sie fiir alle positiven
Zahlen V es ist, oder dafl eine solche endliche Zahl y existiert, daB} die
Folge (17) fiir alle V> sektoriell gleichmiBig beschrankt ist, wahrend
sie dies fiir keine Zahl V <y ist. Nennen wir die Zahl y den ,,gewdhnlichen
(exponentiellen) Konvergenztypus der Reihe (16). Entsprechend folgt,
dafl die Folge

N
(18) (X |a,| rin) « e-7r, N=1,2, -, r >0,
1 )

entweder fiir keine positive Zahl V in N gleichmiBig beschrankt bleibt
oder dafl sie es fiir alle positiven Zahlen V ist oder daf} eine solche endliche
Zahl a > 0 existiert, dal die Folge (18) fiir alle V groBler als a in N gleich-
méBig beschrankt, wahrenddem sie dies fiir keine Zahl V < a ist. Falls a
endlich ist, folgt, dall insbesondere die Reihe (16) iiberall absolut kon-
vergiert. Wir nennen a den ,,absoluten (exponentiellen) Konvergenztypus‘
der Reihe (16). Weil die Folge (18) bei festem 7 in NV monoton wichst, so
ist der absolute Konvergenztypus der Reihe (16) gleich dem gewohnlichen

Exponentialtypus der Funktion ¥ |a,|z*». Die Folge (17) ist fiir V>«
1

(sofern die Reihe (16) einen endlichen absoluten Konvergenztypus a
besitzt) auf L schlechthin beschrinkt. Die untere Grenze w der ZahlenV,
fiir die die Folge (17) auf L schlechthin beschrankt bleibt, nennen wir den
,,gleichmdafigen (exponentiellen) Konvergenztypus‘.

Die verschiedenen Typen y, 8, v, w, a einer quasiganzen Funktion vom
Exponentialtypus bezw. ihr Wachstumsindikator %(®) geniigen den
selbstverstindlichen Ungleichungen

1< B
rw<a
1Ly, pLo
y = obere Grrenze h (D).

Ein Vergleich dieser Ungleichungen mit den entsprechenden am Ende

von Nr. 4 gibt einen ersten Hinweis auf den in der Kinleitung ange-
kiindigten Dualismus.
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Quasiganze Funktionen vom Exponentialtypus und ihre
Borel’schen Transformierten.

11. Die alsbald zu definierenden Borel’schen Transformierten der quasi-
ganzen Funktionen vom Exponentialtypus (Nr. 9) bilden eine spezielle
Klasse der im Unendlichen quasireguliren Funktionen (Nr. 1), die ,,im
Unendlichen quasiregularen Funktionen vom minimalen Verschwindungs-
grad 1°“. Hiebei nenne ich eine quasiregulare Funktion ¢ (z) vom minima-
len Verschwindungsgrad 1, wenn die Funktion g*(z) = z¢(z) auf einer
Riemann’schen Flache L (V) (V geniigend groB3) sektoriell beschrankt

(D) o
bleibt. Verstehen wir unter dem Integralzeichen [ die Integration

0
langs des Halbstrahles von der Richtung @ auf L, so gilt der

Satz V. Ist G(z) eine quasiganze Funktion vom endlichen sektoriellen
Exponentialtypus y, so existiert das Integral

(P) o
(I) [ er5-ade
0
fur alle Punkte z der Halbebene E (y, — @) und alle diese zu den ver-
schiedenen Winkeln @ gehirigen Integrale stellen, jedes in seiner Halbebene,
die analytische Fortsetzung ein- und derselben Funktion g (z) vom minimalen
Verschwindungsgrad 1 dar, die auf der Riemann’schen Fliche L(y) durch-
wegs eindeutig und analytisch ist und die Borel’sche Transformierte
von G (z) genannt wird. Thr Holomorphieradius H ist also nicht gréfier als .

Beweis : a) Sei z = « + 1y ein Punkt der Halbebene £ (y, — @). Dann
ist  cos (— @) + y sin (— DP) > y und es gibt eine positive Zahl #, so dafl
noch z cos ® — ysin @ > y + 2 5 ist. Daher ist

R(z{) = R ((z + iy) te'®) = t(x cos ® — y sin D) > t(y + 2 7).

Ferner gibt es nach Voraussetzung eine zum Winkel @ gehorige Zahl
T, (D), so daB fiir ¢t > T (P) die Ungleichung

(19) | G(tei®) | < ezt

erfillt ist, woraus fir 77> T > T,(®P) durch einfache Integralab-
schatzung folgt

(®) T, nuT

(@), . o i
e - @) de| < [e ®eD - 1q(e) | | de| Z [etdt="—.
T T T n
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-9
Da """ mit unbegrenzt wachsendem 7' gegen O strebt, ist die Existenz

des Integrals fiir z¢ E (y, — @) nachgewiesen. Es stellt eine in der Halb-
ebene E (y, — @) eindeutige und analytische Funktion dar.

b) Unterscheiden sich nun die Winkel @, und @, um weniger als =,
ist also 0 < @, — @, < 7, so haben die beiden Halbebenen ¥ (y, — ®,)
und E(y, — D,) auf L(y) ein gemeinsames Gebiet, und wir wollen im
folgenden untersuchen, wie sich die Integrale

(2,) D,)

(20) .fu;a“z?- G({)d ¢ und ( [ e~ - Q(g)d¢

0 0

in jenem Gebiete gegenseitig verhalten. Zu diesem Zwecke betrachten
wir die beiden Integrale auf dem Halbstrahl

_PtP  xt2n
2 cos 22— %1
2

(21) z=re?, p=

der beiden Halbebenen E (y,—®;) und E (y,—P,) angehort. Es ist

(22) R(2te!?) =rtcos <¢__91_‘I2"_@3> = rt cos ¢2_2_ ¢1> (x+2n)t
fir @, €@ < @,. Anderseits gibt es nach Voraussetzung eine Zahl
T*(®D,, D,), so daB fiir jedes @ im Intervall (@,, D,) die Ungleichung (19)
erfiill ist, sobald ¢> 7'*. Integrieren wir nun die Funktion ¢-*°- G({) im
positiven Sinne iiber die aus den beiden Strecken

C=1té?”, [ =te™, T, 2t < T,
und den Kreisbogen

ZZ Tl eiw, C - T26’£90, ¢1 <¢ {@2

bestehende geschlossene Kurve, so wird das Integral verschwinden, wie
wir auch die Radien 7', und 7', wihlen. Da G(¢{) in der Umgebung des
Nullpunktes sektoriell beschrankt ist, so strebt das Integral iiber dem
Kreisbogen vom Radius 7', mit 7', gegen 0. Es bleibt somit noch

(¢l) (@2) T2

T, @, . .
Ie——zé. G()dt — J‘e—-zQ. G)dl=—1iT, f eg—2T:e'? cG(T,e'%)e Y dp.
0 ?,

0
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Der absolute Betrag des rechten Gliedes dieser Gleichung ist aber nach
(19), (21), (22) kleiner als

Qz"‘pl )

T, (x-H; — 7 coS

Tye ) (Dy—Py) <Ty - (Py—Dy)e Tzﬁir Ty >T*(Py, D5)
und da der letzte Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem 7', gegen 0 strebt,
so stimmen die durch die beiden Integrale (20) definierten analytischen
Funktionen lings eines ganzen Halbstrahles miteinander iiberein. Die
eine Funktion ist also die unmittelbare analytische Fortsetzung der
anderen. Mittels eines aus der analytischen Fortsetzung bekannten
Kettenverfahrens folgt dann sofort, dafl die eine der durch irgend zwei
Integrale (20) (wo @; und @, irgend zwei Winkel bedeuten) definierten
Funktionen aus der anderen durch analytische Fortsetzung gewonnen

werden kann. Sie bestimmen also eine auf L (y) regulare Funktion g (2).

c) Beim Beweise, dafl g(2) vom minimalen Verschwindungsgrad 1 ist,
kommt es lediglich darauf an, das Integral (I) giinstig abzuschatzen. Nach
Voraussetzung gibt es eine Zahl 7', derart, dal die Ungleichung (19) fiir
jeden Punkt te'? in einem vorgegebenen Sektor (®,, D,) auf L erfiillt ist,
sobald ¢> T,. Die endliche obere Schranke von | G(te'?)| im Bereich
O<t =T, D, €D < D, sei mit S bezeichnet. Die Integralabschétzung
ergibt dann firr> y + 2 nund @, < ® < P,

(23)

(@) T, % G+,
|g(re5%)| < [ ReO|G ()| dL| <8 for di e itar< S L 4
0 0 T,

- e rT,
r

Da das Maximum des Ausdruckes re="7: gleich —;Te‘l ist, so folgt
1
(x+n) T,—1
(24) @) | =7 | glre=s?) | <8+ —7—
nT,

fiir jedes z in dem Sektor (— @,, — D,) auf L(y + 27), womit der ganze
Satz bewiesen ist.

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der folgende

Zusatz: Ist G(2) eine quasiganze Funktion vom endlichen gewohnlichen
Exponentialtypus B, so sind thre Borel’sche Transformierte g(z) und die
Funktion g*(z) =2z-9(2) auf L(B+ n), n> 0 schlechthin beschrinkt. Ihr
Beschrinktheitsradius B st also nicht grofer als .
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271,

Denn man braucht nur im Beweise iiberall y durch § zu ersetzen und zu
beachten, daf3 sich nach Voraussetzung von @ unabhéngige Zahlen 7,
und S so bestimmen lassen, dafl die Ungleichung (24) fiir jeden Punkt z
der Fliche L (g + 27) Giiltigkeit hat.

12. Bezeichnet C (H + 5, @), > 0, die im positiven Sinn durchlaufene
Kurve auf L, welche aus den beiden Halbstrahlen

re! =0, TN > H 4 g

und dem Kreisbogen von der Liange 2 = (H 4 )

H+n)e?, d—a<eZP+a
besteht, so gilt der zum Satz V duale

Satz VI. Ist g(z) esne vm Unendlichen quasiregulire Funktion vom
minimalen Verschwindungsgrad 1 und H thr Holomorphieradius, so
existiert das Integral

1 1 d
(In) et g@ic =g Per 0%, 0>,

C(H+n,P) C(H+n,9)

fiir alle z der Halbebene £ (— @) und alle diese zu den verschiedenen Winkeln
D gehorigen Integrale stellen, jedes vn seiner Halbebene, die analytische Fort-
setzung ein- und derselben, von 1 unabhdingigen quasiganzen Funktion G (z)
dar, welche die Borel’sche Adjungierte zu g(z) genannt wird. Ihr
sektorieller Exponentialtypus y st nicht gréfler als H.

Beweis:a)Seiz = x 4 vy ein Punkt der Halbebene # (— @). Dann ist

(25) R(z€'?) = x cos ® — ysin @ > 0
und
(26) ?Lﬁztei(¢+ ﬁ)g*(tei(d§+ﬂ’))cﬁ
dg_ 1% . e
et - g*({) _ng 2n iez E+n e g*((H+n)e'v)dg -+
-7r oo
ClH 0, ) _ J‘eztei“b'”)g*(tei(dj-ﬂ))@.
2ty t

Das erste Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung existiert sicher.
Da |g*({)| nach Voraussetzung im Sektor (| € H+ 5, & —n Larg {
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Z @ + = eine endliche obere Schranke S, besitzt, so ist der Integrand in
R(ztet®) l

t
und wegen (25) existieren auch diese beiden Integrale und damit da.;
Integral II fiir jedes z der Halbebene £ (— ®). Da der Weg C(H + 5, @)
bei beliebiger Variation der positiven Zahl # keine Singularititen des
Integranden iiberstreicht, so stellt das Integral IT eine in der Halbebene
E (— @) regulire und von 7 unabhéngige Funktion von z dar.

den beiden letzten Integralen absolut genommen kleiner als S, e~

b) Unterscheiden sich die Winkel @, und @, um weniger als , ist also
0 < @y — D, < m, so haben die Halbebenen E(— @,) und K (— ®,) auf
der logarithmischen Flache ein gemeinsames Gebiet und wir wollen im
folgenden untersuchen, wie sich die beiden Integrale

(27) —1— - und ———55@“ *(C —g

27
C(H+n,9,) CH+n,

in jenem Gebiete gegenseitig verhalten. Zu diesem Zwecke betrachte ich
sie auf dem Halbstrahl

D, + D,

-1
z="re 2 r>0,

der beiden Halbebenen £ (— @,) und ¥ (— ®,) angehort. Es ist
(28)

\ —
R(ztei?) = rt cos<¢—@1_g¢2)>rt cos 22 ¢1>O fiir @, < @ < @,.

2

Sei nun 7' irgend eine Zahl groBer als H + 7. Lassen wir die in der Fliche
L(T) enthaltenen Teile der Kurve C(H + », @) weg und bezeichnen
wir die so erhaltene neue Kurve mit C(H + », @, T'). Ihre Endpunkte
sind T'¢’ (*+™ und T'e'*™. Drehe ich nun dieKurve C; = C(H + », @,,T)
im positiven Sinn um den Winkel @, — @, so geht sie iiber in die Kurve
Oy = C(H + 5, @y, T) und die Endpunkte von C; beschreiben hierbei
zwei Kreisbogen vom Radius 7' um den Mittelpunkt 0, die entsprechende
Punkte von C; und C, miteinander verbinden. Der Kreisbogen, der
Te®r™ mit Te(®:~™ verbindet, sei mit K_ bezeichnet, der andere, der
T e P+ ™ mit T (®+™ verbindet, entsprechend mit K,. Integrieren
wir nun die Funktion ¢?°g () iiber die aus den Stiicken C,, C,, K_, K,
bestehende geschlossene Kurve, so wird das Integral fiir jedes 7' > H + 7
verschwinden. Denn bei der Drehung von @; nach @, hat C(H + 7, @, T)
keine Singularititen von ¢°° - g(¢) iiberstrichen. Wir haben also

109



d d
!ﬁﬂwwéjﬁ%¢m§=—¢ﬁwm¥ﬁ¢ﬂwm¥
C, K+ K—

¢,

D, . )
= _J' (T P Mgx (Tgi(@+m)) — 2 Te P~ Mgk (Tgi(@ —m) }id®.
@,
Da |g*()| im Sektor |{|>H + 5, &y—a Zargl < D, 4 n eine
endliche obere Schranke S, besitzt, so ist nach (28) das letzte Integral ab-
solut genommen Kkleiner als

@, _ _
28, [e~RCTD) P < 2.8, (B, — By) e~ Tr s 252,
P,

Da dieser Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem 7' gegen 0 strebt und

die Kurven C; resp. C, hiebei in C(H + 7, @,) resp. C(H + 7, D,) iiber-
.¢1+ ¢2

gehen, so folgt, daB fiir jedes z=17r-¢~ 2 , r> 0 die Integrale (27)

miteinander iibereinstimmen. Nach genau derselben SchluBweise, wie in

Nr. 11 ergibt sich, daBl das das Integral IT fiir verschiedene Winkel &

ein und dieselbe, auf L regulire Funktion G (z) darstellt.

c¢) Beim Beweis, dafl G(z) eine quasiganze Funktion ist, deren sekto-
rieller Exponentialtypus H nicht iibersteigt, kommt es wiederum ledig-
lich auf eine Integralabschiatzung an. Nach Voraussetzung hat g*(te'?)
in einem vorgegebenen Sektor ¢t > H 4 7, &, —n < ¢ < P, 4+ 7 eine
endliche obere Schranke S;. Da R(tze'?) < rt, so ist in Gleichung (26)
fiir z = r - e*® das erste Integral im rechten Gliede absolut genommen
kleiner als Sze” #+%  die Summe der zwei letzteren Integrale aber

e~ (H+m7 -
kleiner als S - ~ und schlieflich

(H 4 n)r
(29)

. S e—(H+7?)7
| G(remio)| < Syemenr 4

m fiir 1’]>0, r>0 y ¢1<¢<¢2.

Hieraus folgt, daB der Ausdruck |G (re!?) | e-E+"7 im Gebiet r > }—,

— @, < D <—D, beschriankt ist, nimlich kleiner als 8'3( 1 +—71;> Sei jetzt
1

. Dann ist
H 47

r< —;? Ich wahle 7 so, daBl r =

1
|G(rei?) | < Ss<e—|— %—) fiir r <—;?, D, <D< D,.
Der Ausdruck | G(ret®) | e~ E+7" jgt also in dem beliebig vorgegebenen
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Sektor (— @,, — @,) auf L beschrinkt und somit ist bewiesen, dafl der
sektorielle Typus ¥ von G (2) nicht groBer ist als H.

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der folgende

Zusatz: Ist g(z) eine vm Unendlichen quasiregulire Funktion vom
minimalen Verschwindungsgrad 1 und hat die Funktion g*(z) =z - g(z)
und mithin auch ¢ (z) den Beschrinktheitsradius B, so ist der gewohnliche
Exponentialtypus (§ der Borel’schen Adjungierten zu g (2) nicht groper als B.

Denn man braucht nur im 3. Abschnitt des Beweises iiberall # durch B
zu ersetzen und zu beachten, dal | g*(z) | auf L(B + 5) eine endliche
obere Schranke besitzt und somit die rechte Seite von (29) von @ un-
abhéngig ist.

13. Nach Satz V wird jeder quasiganzen Funktion vom Exponential-
typus durch das Integral (I) eindeutig eine im Unendlichen quasiregulare
Funktion vom Verschwindungsgrad > 1 zugeordnet. Fassen wir die
quasiganzen Funktionen vom Exponentialtypus auf als die Klemente
eines Systems I und entsprechend die im Unendlichen quasireguldren
Funktionen vom Verschwindungsgrad > 1 als die Elemente eines Sy-
stemes 11, so wird nach Satz V das System I mittelst des Integrales (I)
eindeutig in das System II und entsprechend nach dem dualen Satz VI
das System II mittelst des Integrales (I1) eindeutig in das System I ab-
gebildet. Bezeichnen wir die Integraloperationen (I) resp. (II) mit {I}
resp. {II}, so filhren die zusammengesetzten Operationen {I} {II} resp.
{I1} {1} das System II resp. das System I in sich iiber. Daf nun aber diese
Systeme elementweise in sich iiberfiihrt werden und die Operationen {I}
und {I1} eineindeutig sind, ist der Inhalt vom

Satz VII.

1. Die Integraloperationen {1} und {II} sind eineindeutig, d. h. es
wird jedem Element des einen Systemes ein und nur ein Element des anderen
Systems zugeordnet und verschiedenen Elementen im einen System eni-
sprechen verschiedene Elemente im anderen.

2. Die zusammengesetzie Integraloperation {I1} {I} resp. {1} {II} lapt
das System I resp. das System II elementweise fest, d. h. ist G(2) eine
quasiganze Funktion vom Exponentialtypus und g¢(z) thre Borel’sche
Transformierte, so lift sich die gegebene Funktion G (2) vermattelst g(2)
durch das Integral (II) darstellen. Umgekehrt, ist g (z) eine im Unendlichen
quasiregulire Funktion vom minimalen Verschwindungsgrad 1 und G (z)
thre Borel’sche Adjungierte, so lifit sich die gegebene Funkiion g(z) ver-
mittelst G (z) durch das Integral (I) darstellen.
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Beweis: Der Beweis wird folgendermallen gefithrt. Wir zeigen zu-
néchst, dafl die zusammengesetzte Integraloperation {1} {11} das System I
elementweise festlifpt. Hieraus folgt dann sofort, daBl die Operation {II}
eineindeutig ist. Denn sind g, (2) und g, (2) verschiedene Elemente aus dem
System II, so sind auch ihre vermittelst des Integrals (IT) zugeordneten
Funktionen @;(2) und G,(2) verschieden voneinander. Wiren diese
namlich identisch, also ¢, (z) = G,(2) = G'(2) und wird die Zugeordnete
von (I (z) mit g (z) bezeichnet, so wiirden die Elemente g, und ¢, durch die
Gperation {I} {II} in das Element g tiberfithrt und weil diese Operation
das System II elementweise festlafit, miilten dann ¢; und ¢, mit g, also
unter sich identisch sein.

Es bleibt dann noch zu zeigen, dal die Operation {I} eineindeutig ist
und die zusammengesetzte Operation {II} {I} das System I elementweise
in sich iiberfiihrt. Wir fithren diesen Teil des Beweises, indem wir dartun,
daf} die Operation {1} eineindeutig ist. Hieraus ergibt sich dann leicht die
zweite Behauptung. Es werde etwa durch die Operation {II} {1} das
Element G, (z) in das Element G, (z) iiberfiihrt. Die auftretende Zwischen-
funktion sei mit g(z) bezeichnet. Es geht dann G, (z) durch {I} in g(z)
und ¢ (z) durch {II} in G,(z) iiber. Weil aber die Operation {I} {II} das
System II elementweise festlaBt, so folgt, daB auch G,(z) durch die
Operation {I} in g(z) tberfithrt wird und schlieBlich wegen der Ein-
eindeutigkeit der Operation {1}, daBl auch G, und G, identisch sind, womit
dann alles bewiesen ist.

1. Die Operation {I} {II} fiihrt das System II elementweise in sich iiber.
Bezeichnen wir das von der Kurve C(H, 0) umschlossene einfach zu-
sammenhéngende Gebiet auf L (H) mit D; z sei ein Punkt dieses Gebietes,
R und > 0so gewahlt, daBB H + 5 < | 2| < R. Die auf der Flache L (R)
gelegenen Teile des Weges C(H + 5, 0) werden weggelassen und die
Endpunkte des verbliebenen Stiicks durch einen Kreishogen K, vom
Radius R miteinander verbunden. Diese Kurve, im positiven Sinn durch-
laufen, bezeichnen wir mit C. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz ist
dann fiir jedes R> | z |

d
g(z)=§;lz—,i_¢jg(é)cfz-
C

Da g* () = ¢ - g(¢) auf L(H + n) sektoriell beschrankt ist, so strebt das
iiber den Bogen K erstreckte Integral mit unbegrenzt wachsendem R
gegen Null und die negativ durchlaufene Kurve ¢ geht hiebei in
C(H + n, 0) iiber. Somit gilt fiir alle z des Gebietes D die Gleichung

-
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1 d
1) = — 5= P 2

C (H+%n,0)

fir 0<n<|2|—H

Wir wollen jetzt z positiv, reell, groBer als H annehmen und mit z be-
zeichnen. Da
ry . 1
—(z—-0) —
fe Ty = — 'C—:ZU* s
so folgt

(z—0)u
2m(¢)g 5)Ydeg - fe du.

C(H+m,0)

In diesem Integral ist die Reihenfolge der Integration vertauschbar.
Denn die Doppelintegrale

T
;;If Tt ugk (H + ) 7 ) dpd u
und
L T T {g*wen) — grwemin) jemwron P gy
27”114—170 v

konvergieren absolut. Wir erhalten daher

1
J‘e*”“‘du é—&—%ﬁe“ g(&)d¢ .

C(H+1,0)

Die beiden durch die Operation {I} {II} einander zugeordneten Funk-
tionen stimmen also fiivt z = x > H miteinander iiberein und sind somit
identisch, womit bewiesen ist, dafl die Operation {I} {II} das System II
elementweise in sich iiberfiihrt.

2. Die Operation {I} ist eineindeutig, d.h. die Funktion
(P)

g(z)= [ € - G()d¢

0

ist durch G'({) eindeutig bestimmt und aus @&, 3= @G, folgt g, == g,. Das
erstere ist trivial, das zweite gleichbedeutend mit der Behauptung,

daB aus
(D) o

(30) je‘zé (Q)dt=0

folgt G() = 0. Wir setzen @ = Ound { = ¢. Da das Integral (30) fiir
R(z) > y + 1> 0 absolut konvergiert, so ist fiir positives reelles »
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2+1+400 Z+1+t0

1 fg(z)euzdz=—-1—. e fG(t)e“‘zdtdz

(31) 27 zA 27
X+1—1to0 Z+1—'boo 0
X4+1+i o
G(t e D edt = (@) (u—t) d
—f )57 | 42 —f()(u——)t
Z4+1—200

denn das Doppelintegral ist absolut konvergent!l). Ist nun g(z) = 0, so
folgt aus (31) fiir u > 0

qu(t) (u—1t) dt = 0.

Durch Differentiation nach u folgt weiter

u
[G(t)dt =
0
und durch nochmalige Differentiation
G(u) = 0,

woraus sich die Behauptung G () = 0 ergibt. Die Zuordnung {1} ist also
eineindeutig und so der ganze Satz bewiesen.

Unmittelbar folgt aus den Sétzen V und VI und ihren Zusétzen in Ver-
bindung mit dem Satz VII das

Korollar: Der sektorielle resp. gewéhnliche Exponentialtypus einer
quasiganzen Funktion G (z) ist gleich dem Regularititsradius ihrer Borel’schen
Transformierten g(z) resp. gleich dem Beschrinktheitsradius der Funktion

2 - g(2).

14. Das Korollar zum Satz VII stellt, ganz allgemein gesprochen, eine
Beziehung dar zwischen dem Wachstum einer quasiganzen Funktion und
dem Regularitiatsgebiet ihrer Borel’schen Transformierten. Diese Be-

ziehung kann, wie durch folgenden Satz gezeigt wird, noch erheblich
vertieft werden.

Satz VIII. Zwischen dem Wachstumsindikator h(®) einer quasiganzen
Funktion vom Exponentialtypus und der Stiutzfunktion k(D) der zu shrer
Borel’schen Transformierten gehérigen Windungsfliche besteht die Be-
ziehung

11) Diese integra,le sind bekannt; vgl. z. B. Pdélya und Szego, Aufgaben und Lehr-

satze, Bd. 1, IIT 155, S. 114 oder V. Bernstein, Legons sur les progrés récents
de la théorie des séries de Dirichlet, Paris, 1933, S. 9—11.
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(32) h(D) = k(— D).

Beweis : Bezeichnen wir wie gewohnlich mit 5 den sektoriellen Typus
der Funktion G (z). Die Borel’sche Transformierte g (z) von G (z) wird nach
Satz V in der Halbebene E (y, — @) dargestellt durch das Integral (I).
Auf Grund der Definition des Indikators einer quasiganzen Funktion vom
Exponentialtypus (vergl. Nr. 9) gibt es zu jeder beliebig kleinen positiven
Zahl n eine Zahl T = T (), D), so dal3

(33) | G (tei®) | < et (@+m

fiir jedes ¢ > T'. Daraus ersehen wir (vergl. Nr. 11, a), daB3 das Integral (I)
fiir alle Punkte z der Halbebene E (h(®), — @) existiert und eine dort
eindeutige und analytische Funktion darstellt, die auf der Halbebene
E(y, — @) mit g(z) tibereinstimmt. Die Funktion g (z) ist also von der
Halbebene X (y,— @) langs Senkrechten zu ihrer Begrenzungsgeraden in
die ganze Halbebene E (k(®), — @) hinein analytisch fortsetzbar. Aus
der Definition der Stiitzfunktion der zu ¢(z) gehorigen Windungsflache
folgt damit die Ungleichung

(34) k(— @) < h(D).

Sei jetzt H der Holomorphieradius der Funktion ¢g(z) und 7 eine be-
liebig kleine positive Zahl. Auf Grund von Satz VII und VI wissen wir,
dafl das Integral (II) unsere gegebene Funktion G/'(z) in der Halbebene
E(— @) darstellt. Weil k(@) € H, so wird die Begrenzungsgerade der
Halbebene E (k(®) + n, @) die Peripherie der Flache L(H + 7) ent-
weder tangieren oder in zwei verschiedenen Punkten P, und P, schneiden.
Im letzteren Fall wird sich das Integral (II) nicht &ndern, wenn wir den
in der Halbebene E (k(®P) + 7, @) gelegenen Teil des Integrationsweges
durch die Strecke P; P, ersetzen, da sich dieser Kreisbogen stetig in die
Strecke P, P, deformieren 1at, ohne eine singulare Stelle von g(z) zu
iiberstreichen. Den im zweiten Falle so abgeéanderten, im ersten Falle aber
beibehaltenen Integrationsweg wollen wir kurz mit C(®) bezeichnen.
Alle Punkte { = & + ¢# auf C(®P) geniigen der Bedingung

(35) R(¢ret®) =r(écos @ + nsin @) < (k(P) + n)r.

Die fiir die Funktion g(z) in dem von der Kurve C(®) umschlossenen
Gebiet giiltige obere Schranke sei §. Indem wir das iiber den Weg C (®)
erstreckte Integral (II) zerlegen in ein Integral lings der Halbstrahlen
von der Richtung @ + = und @ — = auf L(H + 7) und ein Integral iiber
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den verbleibenden Teil K und beachten, dafl die Liange von K Kkleiner ist
als 2 z(H + 7), so ergibt sich nach (35) (vgl. Nr. 12, ¢) die Abschiitzung

e—H+mr

|G (re=9) | < (H ) Set@rnr 4 5.0

und dieser letzte Ausdruck wird fir hinreichend grofies r Kkleiner als
ek () + 21:«)r’ d. h.

(36) k(D) > h(— ®).

Die beiden Ungleichungen (34) und (36) haben fiir alle Winkel @ ihre
Giiltigkeit und ergeben somit die Behauptung.

15. Sei nun
gl, gz’ .oo’ gn, o0

eine Folge auf L(C) (C bedeute eine endliche positive reelle Zahl) regu-
larer, nicht konstanter Funktionen, die in jedem Sektor auf L(C + 7),
7> 0, gleichméaBig konvergiert. Als die zur Folge {g,} gehorige unendlich-
vielblittrige Riemann’sche Fliche bezeichnen wir jene, die L (C) als Teil-
gebiet enthalt, auf der alle Funktionen g, (z) eindeutig und analytisch
sind und die keiner Erweiterung (durch Hinzufiigen neuer Punkte) mehr
fahig ist, ohne dafl eine der Funktionen g¢,(z) darauf singular wiirde
(vgl. Nr. 2). Auf dieser Fliache betrachten wir das umfassendste konkave
Gebiet M, in dessen abgeschlossenen Halbebenen die Folge {g,} gleich-
miBig konvergiert, und nennen sie die zur Folge {g,} gehorige Windungs-
fliche. k(®) bezeichne ihre Stiitzfunktion. Sei anderseits

Gls G2, oo, Gn: cee

eine Folge quasiganzer Funktionen, die auf jeder Riemann’schen Fliche
L (V) sektoriell gleichméBig konvergiert. Es gebe ferner eine Zahl y, so da3
die Folge

(37) |Gn(2) |- e~ V121, (=123, )

fir V>y in jedem Sektor auf L gleichméBig in n beschrankt bleibt. Die
zum Winkel @ gehorige untere Grenze der Zahlen V, wofiir die Folge (37)
fir arg z = @ in n gleichméafBig beschrankt bleibt, bezeichnen wir mit
kh(®) und nennen diese Funktion den Wachstumsindikator der Folge
{G,}1?). Diese Definitionen eingefiihrt, konnen wir folgenden, die Stetig-
keit der Integraloperationen {I} und {II} betreffenden Satz aussprechen:

12) Fiir eine Folge von Polynomen vgl. 19),
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Satz IX. 1. Sei {G,(z)} eine Folge quasiganzer Funktionen, die auf
jeder Riemann’schen Fliche L(V) sektoriell gleichmdifig gegen eine Grenz-
funktion G (z) konvergiert. Es gebe ferner eine Zahl vy, so daf3 die Folge (37)
fur V >y in jedem Sektor auf L gleichmdf3rg beschrinkt bleibt. h (D) sei der
Wachstumsindikator der Folge {Q,,(z)}. Dann streben die Borel’schen Trans-
formierten g, von G, auf L(y + n) sektoriell gleichmiiflig gegen eine Grenz-
funktion g(z), welches die Borel’sche Transformierte von G (z) tst. Die Folge
{z-9,(2)} st in jedem Sektor auf L(y + n) gleichmifig beschrinkt.
Bezeichnet k(D) die Stitzfunktion der zur Folge {g,} gehorigen Windungs-

flache, so gilt die Gleichung
(38) h(D) = k(— D).

2. Sei umgekehrt {g,(z)} eine Folge auf L(C) reguldrer Funktionen, die
auf L(C + n) sektoriell gleichmdflig gegen eine Grenzfunktion g(z) kon-
verguert. Due Stitzfunktion der zu dieser Folge gehorigen Windungsfliche ses
mit k(D) bezeichnet. Ferner sei die Folge {z - g,(2)} tn jedem Sektor auf
L(C + n) gleichmdifig beschrimkt. Dann streben die zu g, adjungierten
quasiganzen Funktionen G, (z) auf jeder Riemann’schen Fliche L(V) sek-
torvell gleichmdfrg gegen eine Grenzfunktion G (z), welches die Borel’sche
Adjungrerte zu g (z) ist und die Folge (37) ist fitr V> C in jedem Sektor auf L
gleichmdfig beschrdinkt. Bezeichnen wir mit h(®) den Wachstumsindikator
der Folge {@, ()}, so gilt die Qleichung (38).

Beweis: Auf Grund der Definition des Indikators A(®) der Folge
{G,} gibt es zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl % eine von » unab-
hingige Zahl T (7, @), derart, da die Ungleichung (33) fiir alle Funk-
tionen @, (z) und somit auch fiir ihre Grenzfunktion G (z) (inkl. eventuell
das Gleichheitszeichen) erfiillt ist, sobald ¢ > 7' (5, @). Daraus ersehen wir
(vergl. Nr. 11, a), daf3 die Integrale

(P)

(39) gu(@) = [ =8 Gu(0)de
und

(P)
(40) g(z) = [ - 0()d¢

fiir alle Punkte z der Halbebene E (h(®), — @) existieren und die durch
sie dargestellten Funktionen g, (z) resp. g (2) von der Halbebene E (y, — ®)
lings Senkrechten zu ihret Stiitzgeraden in die Halbebene E (4 (®), — P)
hinein fortsetzbar sind.
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Um nun zu beweisen, dal die Folge {g,(z)} auf L(y 4 2 7) sektoriell
gleichmaBig gegen die Funktion ¢ konvergiert, wahle ich 7', > T'(#n, D),
so daB

(41) 2

e— 4T

<%

ist, wo ¢ eine beliebig kleine vorgegebene positive Zahl bedeutet, und
nachdem 7'; so festgelegt ist, bestimme ich mir die Zahl N, so daB fiir
n> N im ganzen Intervall 0 < ¢ < T'; die Ungleichung

(42) | G (tei®) — G, (tei®) | < s |R (D) + 27| - (e¥™* +1)-1

erfiillt ist (dies ist moglich, weil die Folge {G,, (2)} auf jeder Riemann’schen
Flache L (V) sektoriell gleichm&Big konvergiert). Durch Subtraktion der
Gleichungen (39) und (40) folgt

(D)

g(2)—9ga(2) = foe—z€(G(C)——~Gn(c))d;,

Schatzen wir das letztere Integral unter Beriicksichtigung der Un-
gleichungen (41) und (42) ab, so finden wir fiir » > N und zc B (k (D) +
279, —®P)

& h(D)+ 27 e (D) +7—R (') T,
e—nT
<%y +2 ” <eg

Es konvergiert also die Folge {g, (2)} auf jeder Halbebene E (k(®P)+27,
— @) gleichméBig und wegen k(P) < y konvergiert sie fiir jedes positive
n auf L(y 4 2 ) sektoriell gleichmaBig. Zugleich ist bewiesen, daf3 die
Stiitzfunktion der zur Folge gehorigen Windungsfliche der Ungleichung

(43) k(®) < h(—D).
geniigt.

Weil {G,(2)} auf jeder Flache L (V) sektoriell gleichmaBig konvergiert,
so ist sie auf der Strecke 0 <z < T, arg z = @ gleichméafig beschriankt.
Wegen des Bestehens der Ungleichung (33) fiir alle G, sobald ¢ > T',, folgt
dann aus (24), daB die Folge {z - g,(2)} auf L(y + 2 ) sektoriell gleich-
méfBig beschrénkt ist. Damit ist der erste Teil des Satzes bis auf die
Gleichung (38) bewiesen.
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2. Sei nun umgekehrt die Folge {g, (2)} gegeben. Bezeichnen G, resp. @
die Borel’schen Adjungierten zu g, resp. g, so ist fiir > 0

(44) Gn(@) = 5 Pt ga () de

und C(C+n,P)

(45) G(2) == (Pet-g()dl.
C(C+y, @)

Weil nach Voraussetzung die Folge {g,(z)} auf L(C + %) sektoriell
gleichméfBig beschriankt ist, so ist nach Nr.12,c¢ die Folge (37) fiir
V > C + 7 auf L sektoriell gleichméBig in n beschrankt. Insbesondere ist
also {G,} auf jeder Fliche L (V) sektoriell gleichméaBig beschrankt.

Sei in der Halbebene E (— @) die Strecke 7 - ¢7%?, 1 £ r < 2 gegeben.
Wegen der gleichméaBigen Konvergenz der Folge {g,} gibt es zu jedem
¢ > 0 eine Zahl N, so daf} fiir » > N die Ungleichung

l g(C)_—gn(C) l < ° e— (C+n) =&
(C + n) e2@+m 4

4

fir jedes ¢ der Kurve C(C + %, @) erfiillt ist. Es folgt dann durch Sub-
traktion der Gleichungen (44) und (45) wie in Nr. 12, ¢

e~ (C+n)
|6 (z)— <z)|<el(<0+n>e2<0+w+ )=,

sobald n> N fiir jedes z der angegebenen Strecke, d.h. die Folge
{G, (2)} konvergiert dort gleichmafBig. Weil aber diese auf jeder Flache
L (V) sektoriell beschrankt ist, folgt aus dem Vitalischen Konvergenzsatz,
daB sie auf jeder Flache L (V) sektoriell gleichmafBig gegen die zu g(2)
adjungierte quasiganze Funktion G (z) konvergiert.

Weil die Folge {g,(2)} in jeder abgeschlossenen Halbebene auf
ihrer Windungsfliche gleichmafBig konvergiert, so konvergiert sie bei
jedem positiven 7 auch in der Vereinigungsmenge der Halbebenen
E(F®@+¢)+ 1P +¢) | 9| <=, gleichmiBig und deshalb haben alle
Funktionen g, (z) auf C(®) eine gemeinsame obere Schranke S. Hiebei
wird mit C(®) dieselbe Kurve bezeichnet wie in Nr. 14. Analog wie
dort folgt

e—T(H+)

| Q(re=1?)|<S(H +n) e @ +n L §

rm
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und dieser Ausdruck wird fiir hinreichend groe r kleiner als e” ®(®)+2%
d. h. der Wachstumsindikator der Folge {G,(z)} erfiillt die Ungleichung

(46) h(—®) < k(D).

Die Ungleichungen (43) und (46) haben fiir alle Winkel @ ihre Giiltig-
keit. Sie ergeben daher zusammen (wegen der Dualitit des Beweises) die
Gleichung (38).

16. a) Wir ziehen aus dem Satz IX einige wichtige Folgerungen. Sei

(47) g(z) = Xa, 201

148

eine nicht iiberall divergente Dirichlet’sche Reihe. Sie hat dann einen
endlichen Konvergenzradius C und es ist nach der obigen Terminologie
L (C) die zur Folge ihrer Partialsummen gehorige Windungsflache, ihre
Stiitzfunktion k(@) ist also die Konstante C. Die Folge {z - g, (2)} der
Partialsummen der Reihe

(48) 2:9(2) = g*@z) = Na,z~M

/8

-l

ist in jedem Sektor auf L(C + #) gleichmaBig beschrinkt, weil die
Reihe (48) auf L(C + #) sektoriell gleichmaBig konvergiert. Wir setzen
in (44) z = z, wo z eine positive reelle Zahl bedeutet, und erhalten durch
gliedweises Integrieren unter Anwendung der sogenannten Hankel’schen

Formel3)
1 d A
el b, F-AZ2
i T T Ty 0

C (C+v, 0)
die fiir jedes » und jedes positive x giiltige Gleichung
N Av—_.];_ﬁ 1hs —Avi‘@____l__ﬁz;.
G‘n(x)—z F(lv"*— ].)x e* (Ela/v&' C ""271:?: € gn (C) dz °

1 B 27’6?:
C (C+1,0) C (C+,0)

Aus dem Satz IX folgt dann, daB die Reihe

®© a
(49) &) = Zrm 1)

auf der ganzen logarithmischen Fliche L konvergiert und zwar auf jeder

18) Vgl. Nielsen, Handbuch der Gammafunktion, Leipzig, 1906, S.148 oder
Hankel, Zeitschrift fir Math. und Phys., Bd. 9, 1864.
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Flache L (V) sektoriell gleichmaBig gegen die Grenzfunktion G (z), welches
die Borel’sche Adjungierte zu g (z) ist, daB ferner der Wachstumsindikator
der Folge der Partialsummen der Reihe (49) gleich der konstanten C ist.

Ist umgekehrt die Reihe (49) eine auf der ganzen logarithmischen
Flache L konvergente Reihe und ist fiir einen Winkel @, und eine Zahl V
die Folge I%' m—‘%—_—ﬁr"v e ® | gV fiir alle >0 in n gleichmaBig
beschrankt, so hat nach Satz IV die Reihe (49) einen endlichen Kon-
vergenztypus y und es ist nach der obigen Terminologie der Wachstums-
indikator der Folge {G,(z)} der Partialsummen der Reihe (49) gleich
der Konstanten y. Wir setzen in (39) z = z, wo z eine positive reelle
Zahl bedeutet, und erhalten durch gliedweises Integrieren die fiir jedes
n und jedes positive reelle x giiltige Gleichung

-y i —Te=t( 3 —~Lt’\v‘\dt — (o=@, (0)dt
Denn mittelst der Substitution « - # = % und der bekannten Integral-
darstellung der Gammafunktion finden wir

s I'(A+1)

J(;e xtt)‘dtz—-—z;;—/—\-_p—f—, x, t, A> 0.
Aus Satz IX folgt dann, dal der Konvergenzradius der Reihe (47) gleich
v und die durch sie dargestellte Funktion g(z) die Borel’sche Transfor-
mierte von G (z) ist.

b) Nennen wir die untere Grenze der Zahlen V, wofiir es zu jedem

Sektor auf L (V) eine daselbst gleichmaBig konvergente Teilfolge
Gy (2) = Tapz=u?
1

der Partialsummen der Reihe (47) gibt14), den Uberkonvergenzradius der
Reihe (47) und entsprechend die untere Grenze der Zahlen V, wofiir es zu
jedem Sektor auf L eine daselbst in n gleichmaBig beschrankte Teilfolge
‘von

n A
1@, @) | e e=| Y 2l

=Viz: =1,2, -
Dy A

gibt, den (exponentiellen) Uberkonvergenztypus der Reihe (29), so folgt

1) Fs ist zugelassen, daB die Teilfolgen in verschiedene Sektoren differieren.
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unmittelbar aus dem vorigen Abschnitt (Nr.16,a), daB der Uber-
konvergenzradius der Reihe (47) gleich dem Uberkonvergenztypus ihrer
adjungierten Reihe (49) ist. Denn was fiir alle Partialsummen der Reihe
(47) resp. (49) gilt, gilt insbesondere fiir jede Teilfolge derselben. Ebenso
folgt durch Anwendung der Resultate im vorigen Abschnitt auf die Reihe

Y| a, |z M1, daB der absolute Konvergenzradius der Reihe (47) gleich
1 L]

dem absoluten Konvergenztypus der Reihe (49) ist. Aus dem Beweis des
Satzes IX folgt weiter, daB der gleichméBlige Konvergenzradius der
Reihe (47) mit dem gleichmiBigen Konvergenztypus der Reihe (49)
iibereinstimmt. Denn die dortigen Zahlen 7" und S lassen sich fiir den
vorliegenden Fall unabhingig vom Winkel @ wihlen. Die Konvergenz-
eigenschaften der Reihen (47) und (48) sind dieselben.

¢) Zusammenfassend haben wir das folgende Ergebnis:
1. Hat die Reihe
(50) 9(z) =X a,z -1
1

den endlichen Konvergenzradius C, so wird die zu g(2) adjungierte quast-
ganze Funktion G (z) dargestellt durch die iberall auf L konvergente Reihe

und thr (exponentieller) Konvergenztypus ist gleich C.

Ist umgekehrt die Reihe (51) iberall auf L konvergent und y thr (exponen-
tieller) Konvergenztypus, so wird thre Borel’sche Transformaerte g(z) dar-
gestellt durch die auf L(y + n), n> 0 sektoriell gleichmdfrg konvergente
Rethe (50) und es st y thr Konvergenzradius.

2. Die Stitzfunktion k(@) der zu g (z) gehorigen Windungsfliche und der
Wachstumsindikator h (D) threr Borel’schen Adjungierten G () geniigen der
Gleichung h(®) = k(— D).

3. Der Holomorphieradius resp. Beschrinktheitsradius der Funktion

(>

(52) 29(2) = ¢°(2) = Sa,z ™

-L

18t gleich dem sektoriellen resp. gewéhnlichen Exponentialtypus der quasi-
ganzen Funktion G (2).
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4. Der Uberkonvergenzradius resp. der gewohnliche resp. der gleichmiifige
resp. der absolute Konvergenzradius der Reihe (52) ist gleich dem Uber-
konvergenztypus resp. dem gewéhnlichen resp. dem gleichmifigen resp. dem
absoluten Konvergenztypus der Reihe (51).

Inbesondere, hat die Rethe (52) einen endlichen gleichmdifigen Konver-
genzradius, so konvergiert die Reihe (51) auf jeder Fliche schlechthin gleich-
mapg, hat (52) einen endlichen absoluten Konvergenzradius, so konvergiert
(81) uberall auf L absolut.

d) Lassen wir die in Nr. 1 der Exponentenfolge {1,} auferlegte Be-
dingung, dal3 sie unbegrenzt und monoton wachsend sei, fallen, setzen
wir nur noch voraus, dal} sie irgend eine Folge positiver Zahlen seil®),
so geniigt fiir die Existenz eines endlichen Konvergenzradius der Reihe
(50) nicht mehr die Konvergenz in einem einzigen Punkte. Ebenso wird
der Satz IV hinfallig. Setzen wir aber voraus, daBl sie einen endlichen
Konvergenzradius C' besitzt und auf jeder Flache L(C + 7), > 0,
sektoriell gleichméaBig konvergiert, so 1alt sich das Ergebnis im vorigen
Abschnitt, wie ohne weiteres ersichtlich ist, auf diese allgemeineren
Dirichlet’schen Reihen iibertragen, ebenso wie die im folgenden zu
ziehenden Folgerungen, was ich im einzelnen hier nicht ausfithren werde.

Anwendungen

17. a) Es sei y der sektorielle Typus einer quasiganzen Funktion vom
Exponentialtypus und A(®) ihr Wachstumsindikator. Wir betrachten
jene Werte @*, fiir welche h(®*) = y ist, d. h. das Maximum erreicht!¢).
Die Richtungen @* sind dann fiir G (z) die Richtungen des starksten An-
wachsens. Bezeichnet g¢(z) die Borel’sche Transformierte von G(z),
H ihren Holomorphieradius und k(@) die Stiitzfunktion ihrer Windungs-
fliche, so erreicht wegen der Gleichungen y = H, h(— @) = k(D) die
Funktion k(— @) fir @ = &* ihr Maximum, d. h. es ist k(— @*) = H
und es trifft somit nach Nr. 4 der auf der Flache L (H) gelegene Halbstrahl
von der Richtung —@* ihre Peripherie in einem singulédren Punkte von
g(2). Ist umgekehrt He*®" eine im eben angegebenen Sinne singulire
Stelle von ¢ (z), so folgt durch dieselbe Betrachtungsweise, dafl A (D*) =y
1st.

15) Die Exponentenfolge kann z. B. alle nicht-negativen Zahlen als Héaufungspunkte
besitzen.
16) Die Funktion h(®) braucht keineswegs fiir einen endlichen Wert @ sein Maximum
zu erreichen.
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Satz X. Der Indikator h(®) der quasiganzen Funktion G(2) vom
Exponentialtypus erreicht sein Maximum H fir @ = @* dann und nur
dann, wenn der auf der Fliche L(H) gelegene Halbstrahl von der Richtung
— @* ihre Peripherie in einem singuldiren Punkte der Borel’schen Trans-
formaierten von G (z) trifft1?).

Insbesondere ist (@) dann und nur dann konstant, mit anderen Wor-
ten, das Anwachsen der Funktion G (z) in allen Richtungen gleich stark,
wenn die zur Funktion g (z) gehorige Windungsfliche mit L (H) identisch,
g (2) also iiber die Flache L (H) hinaus nicht fortsetzbar ist.

b) Wenden wir diesen Satz auf den Fall an, wo samtliche Koeffizienten
a, der Reihe (50) resp. (52) in einem Winkelraum enthalten sind, dessen
Scheitel der Nullpunkt und dessen Offnung < « ist. Es bedeutet fiir das
folgende keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir gleich an-
nehmen, daB3 die a, alle dem Winkelraum | arg 2 | <€ ¢ < /9 angehoren.
Unter dieser Voraussetzung ist dann fiir alle » R(a,)> | a, | cos ¢ und
somit

|G(r) | = R(G(r)) = cos 05: —_(%

A >=cos @ |GQ(r)] ,
19160) 1 > lgcos 0419 (3 1

_lal ]
S T )>lgcosz9—{—lg|6¥(r)],

Lim r-11g|Q(r)| = lim r-1 Ig <§ T }|‘3+| 0 /‘m) .

Nun bedeutet die linke Seite der letzten Gleichung den Wert des Wachs-
tumsindikators h(®) fir @ = 0 und die rechte Seite den absoluten
Konvergenztypus a der Reihe (51). Es ist also £(0) = y = a. Weil g(z)
und g¢*(z) auf der Peripherie der Flache L (H) dieselben Singularitaten
besitzen, so folgt aus Nr. 16, ¢ und aus Satz X, daBl die Reihe (52) fiir
| 2 | > C absolut konvergiert und der auf der reellen Achse gelegene Punkt
des Randes von L(C) ein singularer Punkt der Funktion g*(z) ist, d. h.
es 1aBt sich g* (2) von oo her lings der positiven reellen Achse nicht iiber
diesen Punkt hinaus fortsetzen. Das ist der bekannte Vivanti-
Landau’sche Satz!8).

17) Vgl. P, S. 584, Satz III und I. R. Braitzew, Uber die Singularitiaten der
durch eine Dirichlet’sche Reihe bestimmten analytischen Funktion,
Math. Ann., Bd. 109, 1933, S. 63—94.

18) Vgl. V. Bernstein, loc. cit. S. 80 oder E. Landau, Uber einen Satz von Tsche-
byscheff, Math. Ann., Bd. 61, 1905.
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Um die Analogie zu einem nachfolgenden Resultat deutlich hervor-
zuheben, sei dieser in folgender leicht verallgemeinerter Form ausge-
sprochen: Hat die Reihe (52) den endlichen Konvergenzradius C' und gibt
es eine reelle Zabl ¢, so daB die Punkte a,e‘M! alle in einem Winkelraum
enthalten sind, dessen Scheitel der Nullpunkt und dessen Offnung < =
ist, so fallen der Holomorphieradius und der absolute Konvergenzradius
zusammen.

18. a) Die Voraussetzung, daB fiir wenigstens ein ¢ die Punkte a,eiAn¢
alle in einem Winkelraum mit dem Scheitel in 0 und der Offnung < =
gelegen seien, wollen wir abschwéchen. Es soll namlich, etwas kurz aber
ungenau gesprochen, die obige Eigenschaft nicht der ganzen Folge
{a,e**t}, sondern nur jedem Abschnitt der Folge zukommen (wobei ¢ sich
von Abschnitt zu Abschnitt &ndern darf).

Satz X1I. Es habe die Rethe (52) einen endlichen gleichméaBigen
Konvergenzradius U. Ferner seien die Koeffizientenfolge {a,} und die
E xponentenfolge { ,.} von folgender Eigenschaft :

Es existiere eine Zahl ¢ < w und zu jedem N (N =1, 2, -++) eime reelle
Zahl t, so daf3 die Punkte

(A4) ‘a,ne“n‘, n=12, - N,

alle in einem Winkelraum enthalten sind, dessen Scheitel im Nullpunkt
gelegen und dessen Offnung & nichi ibersteigt.

Dann fallen der Beschrinktheitsradius und der absolute Konvergenzradius
zusamment?).

Beweis: Da die Reihe (52) den endlichen gleichméfligen Konvergenz-
radius U besitzt, so ist die Funktion g*(z) auf L(U + #) schlechthin be-
schrankt. Die Borel’sche Adjungierte G'(z) zu g (z) ist also auf jeder
Riemann’schenFlache L (V) beschriankt und von endlichem gewohnlichem
Exponentialtypus. Die Reihe (51) konvergiert auf jeder Riemann’schen
Fliache L (V) gleichmaBig gegen die Grenzfunktion G'(z). M (r) bezeichne
die obere Grenze des absoluten Betrages von G (re'?) fiir — co < @ < oo.
Zu jedem &> 0 gibt es dann wegen der gleichméafigen Konvergenz eine
nur von ¢ und r abhéngige Zahl N (¢, r), so daB fur alle n > N (¢, ) und
alle @ die Ungleichung

[21_,1 1 )e"Avd’*r)‘VI<M(r)—}—e

19) Soviel 1laBt sich aus der hier vorgetragenen Theorie erschlieBen. Diese Methode
besitzt gegeniiber dem nachfolgenden direkten Beweis (Nr. 18, b), wodurch ein schérferer
Satz bewiesen werden kann, den Vorteil, daB sie sich auf den in Nr. 16, d erwihnten
allgemeineren Fall iibertragen laBt.
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richtig ist. Nach Voraussetzung gibt es nun zu jedem » eine reelle Zahl ¢,

so daB die Punkte —~—a——_,—_—-l—)e”‘ vl (p =1, 2, -+, n) alle in einem Winkel-
raum von nicht groBerer Offnung als 9 gelegen sind. Sei ¥ die Richtung

der Winkelhalbierenden. Dann ist

n
| 2 i Mh © e e A=) g Ay | >

Av | —
raay = S
R (ﬁ:___izl__ el (Api—1) . r"v\) S 008 19(“"-: M)
I'A,+1) ] Z > T, +1)
und weiter

_dav] M) te
= I'(A, + 1) < cos ¥

fir alle n > N (¢, 7). Da aber ¢ beliebig gewahlt wurde, so ist auch

| av | ,,/M(V)
21’( )M Scosd

Hieraus folgt, daBl der absolute Konvergenztypus a der Reihe (51) gleich
dem gewohnlichen Typus der Funktion G'(z) ist, und aus Nr. 16, ¢ die
Behauptung.

b) Satz XTI 148t sich durch einen direkten Beweis wie folgt verschirfen :

Satz XII. Es habe die Dirichlet’sche Reihe (52) etn Konvergenzgebiet
und die Exponenten- und Koeffizientenfolge die Eigenschaft (A). Dann
fallen der absolute Konvergenzradius wund der Beschrinktheitsradius
zusammen??).

Beweis: Ist B = oo, so auch 4 = oco. Wir diirfen also B endlich
voraussetzen. Der Geldufigkeit der Formeln halber wollen wir die
Dirichlet’sche Reihe in der gewohnlichen Form schreiben, also

f6) = Sa,etns.
1

20) Ist die Exponentenfolge iiber dem Korper der rationalen Zahlen linear unabhéingig,
8o ergibt sich aus dem Kronecker’schen Satz iiber Diophantische Approximationen, da
die Bedingung (4) fiur jede beliebige Koeffizientenfolge erfiillt ist. Vgl. hierzu H. Bohr,
Lésung des absoluten Konvergenzproblems einer allgemeinen Klasse
Dirichlet’scher Reihen, Acta math., t. 36, 1911.

Die Methode des nachfolgenden Beweises stammt im wesentlichen von H. Bohr;
vgl. Bohr, loc. cit.
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Ferner sei vorausgesetzt, daB3 die Funktion f(s) in der Halbebene R(s) > 0
reguldr und beschrinkt sei. Dies kann durch eine Variabelntransforma-
tion immer erreicht worden. M sei die obere Grenze von f(s) in der Halb-
ebene R(s) > 0. Es gilt dann fiir jedes ¢ > 0 und jedes positive reelle x
die Formel21)

B 1 £+'booxs er e +°°f(8+?:t) eiwt
Rn <2x(x gases An) an oj;oo f 82 - "2_7; "foo (8 + ’l:t)2 dt

Setzen wir ¢ = ¢ 147, so wird
o
F(8) = f(s' +i1) = X a,- et - = hus’ = f (s").
1

Die obige Formel auf diese Funktion angewandt, gibt fiir jedes ¢ die
Gleichung

dt.

. exe+°° f,(s—l—z't)e”‘
(@ —4,) a,e-thir — & .
}n%x(x o) 2 27 (&4 61)?

Da ferner |f,(s) | < M fiir jedes 7, sobald R(s) > 0, so folgt durch In-

tegralabschitzung | N (x—A4,) a,e M | &£ -;—xiM fiir jedes ¢ > 0. Setzen
Ap<<x E

wir x-e = 1, so gibt eine kleine Umformung

B> (1 —i>a e~ tAn7 | <%6M

An<<®

fiir jedes v und jedes x > 0. Nun existiert nach Voraussetzung zu jedem
, A ; o :
z ein 7, so daf die Punkte < 1— 70’—‘) a,e~iM’ ) <z, alle in einem Winkel-

raum enthalten sind, dessen Scheitel im Nullpunkt gelegen und dessen
Offnung 9 nicht iibersteigt und es folgt wie oben, da8 fiir alle x die Un-
gleichung

¥ (1 _—%’1)| a,| < eM |cos ?

Ap<z

giiltig ist, die Folge X (1 — %) | a, | also bei unbegrenzt wachsenden x

n<z \

21) Vgl. V. Bernstein, loc. cit., S. 10 ff. oder O. Perron, Zur Theorie der Dirichlet’
schen Reihen, Journ. fir Math., t. 134, 1908.
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konvergiert. Weil bei festem n der Faktor 1 — Z— gegen 1 konvergiert, so

konvergiert die Reihe Z’ |a,|, woraus unmlttelbar die Behauptung folgt.

19. a) Ziehen wir ]etzt einige Konsequenzen, die sich auf das Wachs-
tum quasiganzer Funktionen beziehen. Sei G'(z) vom sektoriellen Mittel-
typus endlicher, von 0 verschiedener Ordnung . Es ist dann G, (z) =
G (2/?) eine quasiganze Funktion vom Exponentialtypus. Bedeutet A (®)
den Wachstumsindikator der Funktion G (z), so folgt aus

h(®) =lim relg| G(re?) | = hm R-1llg | G(RYee?) |,

r>00

he(P) = lim R-11g | G¢(Rei?) | =lim R-1lg |G (R e?/) | = h(?/,) .

R—> o0 R—>o0
daB h,(®) = h(?/,) der Wachstumsindikator der Funktion G,(z) ist.
Wird die Funktion G (z) dargestellt durch die Reihe (16), so nennen wir die
untere Grenze der Zahlen V, fiir welche die Folge

N
| Sa,zMn|eV2¢ N=1,2,.
1

in N auf L sektoriell gleichm&fBig beschrankt ist, den Konvergenztypus C
der Ordnung . Die Funktion G, (z) wird dann dargestellt durch die Reihe

G (z) = Za,zMle. Thr exponentieller Konvergenztypus ist C'. Aus Nr. 16¢
1

folgt dann

Satz XIII. Wird die quasiganze Funktion G(z) vom sektoriellen
Mitteltypus der Ordnung o (90 # 0, oo) dargestellt durch eine Rethe (16)
von endlichem Konvergenztypus C der Ordnung o, so hat die Reihe

go(2) = X a, I'(*nfq + 1)z~ /o
1

den Konvergenzradius C und es besteht zwischen der Stitzfunktion k(D) der
zur quasireguliren. Funktion g,(z) gehorigen Windungsfliche und dem
Indikator der Funktion G (z) die Gleichung

(53) (D) =k(—e®). *)

22) Vgl. Subbotin, Math. Ann., Bd. 104, 1931, S. 377 und die eingehende Untersuchung
von V. Bernstein, Sulla crescenza delle trascendenti intere d’ordine finito,
R. acad. d’Italia Mem. sc. fis., math. e nat., Vol. IV, 1933, p. 339—401. Beide Autoren
behandeln nur die eigentlichen ganzen Funktionen und von letzterem wurden nur die
positiven Werte des Wachstumsindikators beriicksichtigt. Vgl. auch meine Ankiindigung
in I’Enseignement math., t. XXXII, 1933, p. 257.

128



b) Durch diesen Zusammenhang zwischen dem Indikator 4 (®) und der
Stiitzfunktion k(®) lassen sich aus dem geometrisch anschaulichen Ver-
halten einer Windungsflache Schliisse iiber das Wachstum quasiganzer
Funktionen ziehen. Nach Nr. 3 ist — H < k(@) € H und allgemeiner

(54) k(P +7];) + k(@ —"/;) = 0.

Der Indikator & (®) einer quasiganzen Funktion vom sektoriellen Mittel-
typus y der Ordnung o geniigt also fiir alle @ den Ungleichungen

(55) — 1 Zh(P)Z
R(@ + 7/30) + h (P —"]30) = 0.

Aus der Ungleichung (54) folgt fast unmittelbar, daB3 die Intervalle, in
denen k(®) < 0, nicht breiter sein konnen als #. Analog ergibt sich, dafl
die Intervalle, in denen k(®)> 0 nicht kleiner sein konnen als z#. Denn
ist &, €0 < D, k(D) = k(D) = 0, Py, — D, < 7 und k(P)> 0, s0 ist
die Halbebene E (k(®), ) samt ihrer Begrenzungsgeraden in der Ver-
einigungsmenge der Halbebenen X (0, @;) und E (0, ®,) gelegen und so
konnte auf der Stiitzgeraden der Normalenrichtung @ keine singulére
Stelle liegen, was mit Nr. 4 im Widerspruch steht.

Ist also der Indikator % (®) der Funktion G (z) vom sektoriellen Mittel-
typus der Ordnung p fiir @ = @* positiv, so gibt es um diesen Punkt @*
ein Intervall von mindestens der Lange =/g, in dem A (®P) positiv bleibt,
ist h(®P) fiir @ = @* aber negativ, so gibt es um diesen Punkt @* ein
Intervall von hochstens der Lange /o, in dem A (®) negativ bleibt.

(Eingegangen den 9. Februar 1935.)
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