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Die maximalen Ordnungen
periodischer topologischer Abbildungen
geschlossener Flâchen in sich

Von Franz Steiger, Solothurn

Einleitung

In seiner Habilitationsschrift ,,Zur Théorie der endlichen Gruppen
topologischer Abbildungen von geschlossenen Flàchen in sich"1) und in
der Abhandlung ,,Ûber periodische Transformationen von Flâchen"2) hat
W. Scherrer, im AnschluB an Arbeiten von Brouwer und v. Kerékjârtô,
die Grundlagen und die Methoden zur Untersuchung der endlichen
topologischen Gruppen von Flâchen verallgemeinert und ausgebaut.
Die dort aufgestellten Relationen und Sâtze ermôglichen es, die hôchste

Ordnung der periodischen Transformationen von geschlossenen Flàchen
herzuleiten, und zwar fur einseitige und zweiseitige Flâchen von beliebi-

gem Geschlecht. Dies darzutun ist das Ziel vorliegender Arbeit. Fur die
indikatrixerhaltenden periodischen Transformationen einer zweiseitigen
Flâche vom Geschlecht p betrâgt, nach dem fur algebraische Kurven
vom Geschlecht p ausgesprochenen Satz von Wiman^), die maximale
Ordnung n 2 (2p -f- 1). Fur diesen Satz ergibt sich hier ein topologischer
Beweis. AuBerdem werden die maximalen Ordnungen aufgestellt fur die
periodischen Abbildungen der einseitigen Flâchen und fur die indika-
trixumkehrenden Abbildungen der zweiseitigen Flâchen. In den beiden
letzten Fâllen liefern gerades und ungerades Geschlecht p verschiedene
Formeln. Nebenbei ergibt sich das Résultat, daB, mit einer einzigen Aus-
nahme, die Abbildungen von maximaler Période nicht zwei ,,verschie-
dene", das will hier sagen, topologisch inâquivalente Realisierungen auf
der Flâche gestatten.

Die Beweise bestehen im wesentlichen aus Ûberlegungen arithmeti-
scher Natur, da das Geometrische bereits restlos in den zugrunde liegenden
Beziehungen eingefangen ist. Zur Vermeidung von Wiederholungen und
unumgânglichen Fallunterscheidungen, welche die Lekture und den
Ûberblick nur erschweren konnten, findet der Léser nicht aile Varianten

*) Erschienen in den ,,Commentarii Mathematici Helvetici", Heft II/MCMXXIX, S. 69.

2) Vierteljahresschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, LXX, 1925, S. 278.

8) Stockholm, K. Svenska vetenskap. Akademie. Bihang till Handlingar, 21, 1895, S. 4.
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bis ins einzelne durchgefuhrt, sondern nur den Wiman'schen Fall der
indikatrix-erhaltenden Abbildungen zweiseitiger Flachen. Dafur ist am
SchluB der Abhandlung eine modellmaBige Beschreibung eines be-

stimmten Beispieles angefugt.
In der Bezeichnungsweise halte ich mich moglichst an die zitierten

Arbeiten von Scherrer.

1. ABSCHNITT

AUgemeine Beziehungen

Gegenstand der vorliegenden Untersuchungen sind endliche Gruppen
von eineindeutigen und stetigen Abbildungen geschlossener Flachen auf
sich selber. Man denke sich die Flache F vom Geschlecht p zunachst etwa
in einer der in der Flachentopologie gebrauchlichen Normalformen
gegeben, beispielsweise der 53Henkelformu, oder, bei einseitigen Flachen,
der Kugel mit p Kreuzhauben4). Die betrachtete Gruppe von Abbildungen

habe die Ordnung n. Ein beliebiger Punkt P der Flache wird dann,
falls er nicht gerade Fixpunkt der Transformationsgruppe oder emer
ihrer Untergruppen ist, durch die n — 1 von der Identitat verschiedenen

Abbildungen der Gruppe der Reihe nach in n — 1 verschiedene Punkte
ubergefuhrt. Die Stetigkeit der Transformationen hat zur Folge, daB

man die ganze Flache luckenlos in n unter sich topologisch aquivalente
Gebiete einteilen kann, derart, daB bei Ausubung jeder Transformation
der Gruppe jedes Gebiet als Ganzes in eines der andern ubergefuhrt wird.
Dabei gehen aneinandergrenzende wieder in aneinandergrenzende uber.
Die Ausubung aller Operationen der Abbildungsgruppe auf einen einzigen
(aber beliebigen) dieser Fundamentalbereiche laBt eine vollstandige und
einfache Ûberdeckung der Flache entstehen. Anschauliche Beispiele sind
etwa die durch beliebige stetige Déformation aus den regularen Polyedern
hervorgehenden Flachen vom Geschlechte null mit ihren zugehorigen
Abbildungsgruppen, den bekannten Polyedergruppen. DaB der Funda-
mentalbereich keineswegs einfach zusammenhangend zu sein braucht,
zeigt das Beispiel eines Torus, der etwa einer Spiegelung an einer ihn
symmetrisch (im topologischen Sinne) schneidenden Ebene unterworfen
wird. Er zerfallt nàmlich hier in zwei Kreisringe. Bei einer einseitigen
Flache kann auch der Fundamentalbereich einseitig sein.

4) Siehe z. B. B. v. Kerétyârtô, Vorlesungen uber Topologie, Bd 1, Sprmger,
Berlin 1923, S. 151.
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LaBt eine Untergruppe von Abbildungen einen Punkt fest (Fixpunkt),
so gehort er zu allen durch die Untergruppe permutierten Bereichen,
sei es als gemeinsamer Eckpunkt, oder, bei einer einfachen Spiegelung,
als innerer Punkt eines fest bleibenden Bogens, der die zwei benachbarten
Gebiete trennt.

Die Vorstellung der Flache in îhrer Normalform als Kugel mit Henkeln
und Kreuzhauben ist wohl recht anschaulich und allenfails zur Beschrei-
bung fertiger Ergebnisse tauglich. Fur Untersuchungen der beabsiclitigten
Art hat sieh aber die Vorstellung einer aus mehreren ubereinander
gelagerten Blattern aufgebauten Flache besser bewahrt. Wahrend bei der
Henkelform die Fundamentalbereiche nebenemanderliegen, denken wir
sie uns kunftig ubereinandergesehiclitet und passend verknupft. Wir
gebrauehen also den nach dieser zweiten Vorstellung benannten Begriff
der XJberlagerungsflache. Eine gewisse Vertrautheit mit ihm muB deshalb
fur das folgende vorausgesetzt werden5).

Nach einem grundlegenden, von Brouwer aufgestellten und von
Scherrer erweiterten Satze darf die betrachtete geschlossene Flache F,
die einer endlichen Gruppe von Abbildungen unterworfen ist, als regulare
Ûberlagerungsflache einer Modulflache 0 aufgefaBt werden. Die Ab-
bildungsgruppe ist dann die Gruppe der Decktransformationen der
Ûberlagerungsflache F. Wenn n ihre Ordnung ist, so besteht F aus n uber-
einanderliegenden Blattern, namlich aus n nach bestimmten Vorschriften
zusammengehefteten Exemplaren der mit einem geeigneten Schnitt-
system versehenen Modulflache 0. Jeder Punkt P der ,,Grundflache" 0
ist gemeinsamer Spurpunkt von n ubereinanderliegenden (gelegentlich
zusammenfallenden) Punkten P1? P2, •••, Pn von F. Ûber dem Innern
von 0 liegen endlich viele Verzweigungspunkte von F, uber den Randern
von 0 jeweilen n Faltungslinien und endlich viele Faltverzweigungs-
punkte.

Seine voile Bedeutung erhalt der erwahnte Satz erst, wenn der
,,Monodromiesatz" hinzugenommen wird. Ordnet man der Durchlaufung
von n Kurven auf F, die auf 0 dieselbe geschlossene Spurkurve haben,
nach bestimmter Vorschrift eine Substitution S zu*), so erhalt man eine
endliche Gruppe von Substitutionen, die sogenannte Monodromiegruppe.

5) loe. cit. 4) (S. 158) und *) (S. 78).

*) Die n ubereinanderliegenden laufenden Punkte der Kurven fuhren von emer gewissen
Ausgangslage (Pl9 P2, • • •, Pn) m die Endlage (P% P% • • •, P% uber. Die Substitution

S ist die dadurch definierte Permutation der n Blatter und ist bestimmt durch die

Art, m der die Blatter langs der Schmtte oder Rander zusammengeheftet smd. Aus-

fuhrhchere Darlegung des Verfahrens auf S. 87 der unter 1) zitierten Arbeit.
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Sie ist also die Gruppe der Verzweigungssubstitutionen im allgemeinsten
Sinne. Es gilt dann der

Monodromiesatz : Die Monodromiegruppe einer regulâren Ûberlage-
rungsflàche ist vollstàndig isomorph mit der Gruppe der Deektrans-
formationen unter Vertauschung der Faktorenfolge.

Man kann daher von der durch die Zusammeiiheftung der Blâtter
bestimmten Monodromiegruppe sofort auf die Decktransformationen
schlieBen und umgekehrt.

Als Verzweigungssubstitutionen kommen in Frage :

1. Fx, F2, •••, Vv fur die Umkreisung der Verzweigungspunkte (Ûber-
schreiten der nach den Verzweigungspunkten hingefuhrten Schnitte) ;

2. Rx, R2, • • •, RQ fur das Ûberschreiten der zu den Rândern hinfuhrenden
Schnitte ;

3. Sik fur die Randtibergànge auf dem k-ten Bogen des i-ten Randes;

4. Vik fur das Umfahren der Faltverzweigungspunkte auf dem i-ten
Rande;

5. Al9 Bv A2, B2, -", Ani B^ fur das Ûberschreiten der Schnitte eines
kanonischen Schnittsystems auf 0 (n Geschlecht von 0), wenn 0
zweiseitig ist, Ax, A2, ••-, Any wenn 0 einseitig ist.

Es bestehen nun folgende Grundrelationen :

I V^-V^Bt-BtA^AfBf-A^xAtt^l, (1)

fails 0 zweiseitig ist ;

I' VxV%'-VvB1B%'-B9A\A\-Ain \i (2)

falls 0 einseitig ist.

Dièse Relation besagt, daB in dem Punkte, von dem aus das Schnitt-
system gelegt wurde, beim Zusammenheften der n Blâtter keine Ver-
zweigung auftreten darf.

II Slli+1SitX=Vi>x k=lt2,-,vt-l (3)

III ^S^RtSt^V^. (4)

Die Relationen II und III ergeben sich, wenn man uberlegt, wie durch
das Zusammenheften der Rânder und der nach den Ràndern hingefuhrten
Schnitte Faltverzweigungen entstehen.
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Falls ein Rand keine Faltverzweigung trâgt, gilt

III' R71SiRiSi 1 (es ist 8t fur 8a gesetzt) (5)

Falls Rânder auf 0 (nicht aber auf F\) iiberhaupt vorhanden sind, gilt
weiter

TV .o2 i \

n 0 (mod. 2)
K '

SchlieBlich ist

V Fj* =1 i=l,2,-,v (7)

^, die Ordnung der Verzweigung, ist ein Teiler von n)

i 1, 2, •••, £

Dazu kommt noch die erweiterte ,,Hurwitz-Relation'':

(9)
(i) \ "i

Hierbei bedeutet

z 2 p2 + Px die Zusammenhangszahl der (geschlossenen) Ûber-

lagerungsflâche F, (10)

f 2 7r2 + % + q diejenige der Modulflàche 0, (11)

g die Anzahl Rânder auf 0.

Ist J? zweiseitig, so ist z 2 #>, (^ ^2 Geschlecht) (12)

ist jF einseitig, so ist z p, (p 2p2 -\- px= Geschlecht) (13)

Ebenso gilt:

wenn 0 zweiseitig ist: £ 2 jt + q, (14)

wenn (& einseitig ist: f yr + q (n Geschlecht) (15)

SchlieBlich brauchen wir noch folgenden Satz :

Eine endlichblâttrige tîberlagerungsflâche ist dann und nur dann
einseitig, wenn die Monodromiegruppe eine Relation enthâlt, in welcher die
unter Beracksichtigung der Multiplizitâten festgestellte Anzahl der
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indikatrixumkehrenden erzeugenden Operationen ungerade ist. Als
indikatrixumkehrende Operationen sind dabei diejenigen Substitutionen
bezeichnet, welche einem Randubergang oder einem einufrigen Ruck-
kehrschnitt entsprechen. (16)

Damit sind die erforderlichen Grundlagen zusammengestellt, und wir
konnen dazu ubergehen, sie fur den Fall periodischer Transformationen,
also fur den Fall einer zyklischen Gruppe zu spezialisieren :

Das erzeugende Elément derselben bezeichnen wir mit S, die Ordnung
mit n, so daB die definierende Relation besteht

Sn=l. (17)

Wegen der Kommutativitat reduziert sich die Relation I (1) fur zwei-
seitige Modulflaehe 0 auf

I F^- Fo*!*,.•• Re l. (18)

Eine zyklische Gruppe enthalt hochstens ein Elément von der Ordnung 2,

und zwar dann, wenn n gerade ist.
Die Randubergangssubstitutionen St1c sind deshalb aile identisch,

namlich : n

Sl) (19)

in Verbindung mit n 0 (mod. 2).

Sofort folgt jetzt aus (3) und (4), daB

Vtk 1, (20)

d. h., daB gar keine Faltverzweigungen vorkommen konnen. III' (5)
liefert keine neue Beziehung. In der Hurwitz-Relation fallt die Summe
uber die Faltverzweigungen weg. Wir schreiben sie in der Gestalt

(v bedeutet die Anzahl Verzweigungsstellen uber 0).

Wir stellen jetzt die Verzweigungssubstitutionen durch die erzeugende
Substitution S folgendermaBen dar6):

Vt 8*, wo (*„*,) (22)

8) loc. cit a), S. 280.
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Wir bedienen uns hier des in der Zahlentheorie gebràuchliehen Symbols
(a, b, • • • fur einen Modul bezw. ein Idéal zur Bezeichnung des grôBten
gemeinsamen Teilers der ganzen Zahlen a,b,--. (ot, AJ 1 bedeutet
also, die Zahlen ox und Kt seien teilerfremd.

Bt=S^,wo (T,,e,) l (23)

n

8^ 8* 8t (vergl. (19)) (24)

A, S~, wo (a,, at) 1 (25)

Bt S h wo (fi'%9 j8f) l (26)

Unter Verwendung dieser Formeln nehmen die ,,Orundrelationeni< I
und r ((18) und (2)) die Gestalt an:

Fur zweiseitige Modulflache 0 02

X -4—(- ,£ -1- 0 (mod. n) [(27)

Fiir einseitige Modulflache 0 — 0±

i) (28)

Zu diesen Grundrelationen treten weitere 4 Beziehungen, die ich kurz
als vVollstândigkeitsrelationen" bezeichne. Es sind die Bedingungen dafur,
daB die Gruppen durch die jeweilen angegebenen erzeugenden Ver-

zweigungssubstitutionen erschôpft, d. h., daB wirklich Gruppen von der

Ordnung n erzeugt werden.

0 einseitig, ohne Rànder: q 0.

Erzeugende Substitutionen: VvAk; i 1, 2, •••, v

k 1,2, •••, n.

lojn a2n avn a[n a'2n dnn \
__
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0 einseitig, berandet : g > 0.

Erzeugende Substitutionen: Vt9 Ak, S±; eventuell Rv
i 1, 2,-..,v. i=l,2,.-,w. Z=l,2,-.,e.

-,-,"¦ ,"ô-, •
> •• —, -7T (3°)

Ax 'A, ei ^e «i ' a* ' ° ' v ;

0 zweiseitig, ohne Rander: g 0.

Erzeugende Substitutionen: Ft, Ak, Bt;

ct^ti al?i aàn fin fan
— ' '

0 zweiseitig, berandet: q > 0.

Erzeugende Substitutionen: Vt,Ak, Bl,S1; eventuell Rm.

i=l,2,-",v. k 1,2,-",7t. 1=1,2,-",71. m=l,2,~-Q.

n avn xxn rQn a[n a\n fin p'nn n

Aile dièse Bedingungen sind fur die ,,Vollstandigkeit" der Gruppe not-
wendig und hinreichend.

Die in einem Satze (16) ausgesprochene Bedingung fur die Nicht-
orientierbarkeit bezw. Orientierbarkeit einer Ûberlagerungsflache laBt
sich bei den zyklischen Gruppen fur funf Falle spezialisieren. Die ge-
wonnenen Bedingungen nenne ich dann kurz ,,Orientierbarkeit6relationen" :

1. 0 sei zweiseitig und unberandet. Dann ist F sicher zweiseitig, weil
gar keine indikatrixumkehrende Substitution existiert. (33)

2. 0 sei zweiseitig und berandet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafur, daB F einseitig ist, besteht darin, daB wenigstens eine
Relation folgender Art besteht:

S, Y\' Vx2*~- Yx; Ri1- R"Q* A2; Az: B\ -Blr\ (34)

wo xi> yt> zx und tt irgend welche ganze Zahlen sind. Unter Verwendung
der Formeln (22) bis (26) nebst (17) laBt sich dann schreiben:

(ï=0, ±1, ±2,±3, •••) (35)
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Der Exponent auf der rechten Seite môge in der fur mehrgliederige
Moduln oder vielmehr Idéale gebrâuchlichen Weise dargestellt werden :

h a2n

h Q\ ai Pi

Dann folgt aus (35)

a\n fan \__(ain rin a'in fiin n
\ Q » 9 9* 9 9 n 9 î /c/ / \ 1 9 > 9 > J 9 n 9 9 OV À1 q1 a± p± J \ Àt q1 ax /?! 2

(36)

Notwendige und hinreichende Bedingung fur F F1} wenn 0 02
und berandet.

3. 0 sei zweiseitig und berandet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB F zweiseitig ist, besteht darin, daB, trotzdem Vor-
handensein der Randiibergangssubstitution 8t, fur beliebige xz, yz, zt, tt
keine Relation (34) existiert. Dies kommt darauf hinaus, entsprechend
(36) zu schreiben:

ain pxn \ (a^n rxn
1 ' Pi' ' J^Mx' 'ex' '< 'h'

(37)
Dièse Bedingung lâBt sich noch schârfer fassen :

axn xxn a[n p[n \
__

/axn rxn a[n f}[n n

(38)

Notwendige und hinreichende Bedingung fur F F2) wenn 0 02
und berandet.

4. 0 sei einseitig, berandet oder unberandet. Die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiïr, daB F einseitig ist, besteht darin, daB wenig-
stens eine Relation folgender Art besteht :

A\XAX2%- Alns\ VlTl2- F^JBj1 lÇ - RZQQ (39)

0 oder n rwobei ô \ sein kann, ferner ô -\- £ xt= l (mod. 2) ist, die x%,
i

yt,zt im ûbrigen aber beliebige ganze Zahlen bedeuten, welche auch
Null sein kônnen.
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Wenn wir wieder die Formeln (22) bis (26) einsetzen und die Exponen-
ten der entstehenden Relation vergleichen, so folgt

a\n a2n „ n axn xxnx—+ x2 h +à-T=y1-f-+ + «i—+ +qn (40)

mit obigen Zusatzbedmgungen.
Dies laBt sich so formulieren : Die Beziehung

V '?i5 ' / \V '?i' " 1qi 2
«2 2

soll gelten fur mindestens ein System (xt, ô), wobei ô

welche ganze Zahlen, und ô + Ext 1 (mod. 2).
l xt irgend

Notwendige und hinreichende Bedingung fur F Fl9 wenn 0 &v
(Wenn 0 unberandet ist, so gilt naturlich stets ô 0).

5. 0 sei einseitig, berandet oder unberandet. Die notwendige und hm-
reichende Bedingung dafur, da6 F zweiseitig ist, besteht darin, da8 bei

beliebigen yz und zt fur kein System (xt, ô), wo ô + Zxt 1 (mod. 2) ist,
eme Relation (39) besteht. Also gilt

Qi 1 \h Qi «i «2

fur jedes System (xt, ô), wobei ô J, und (5 + i^^j 1 (mod. 2).

Notwendige und hinreichende Bedingung fur F F2, wenn 0 &x.
(Wenn 0 unberandet ist, gilt <9 0).

Es ist bequem, noch folgende Kombinationen der Vollstandigkeits-
relationen und Orientierbarkeitsrelationen vorzunehmen:

(32) und (36) ergeben

din

als notwendige und hinreichende Bedingung fur F — Fx und Erschopfung
der Gruppe, wenn 0 02 und berandet.

Ferner liefern (32) und (38)

(An p[n \
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als notwendige (aber nicht hinreichende!) Bedingung fur F F2 und
Erschôpfung der Gruppe, wenn 0 &2 und berandet.

Hierzu ist zu bemerken: Es kônnte sehr wohl (44) erfullt sein, aber
trotzdem weder (32) noch (38)! Ist aber (32) sicher erfullt, so ist (44) fur
das gleichzeitige Bestehen der beiden erwâhnten Eigenschaften auch
hinreichend.

2. ABSCHNITT

Die maximalen Ordnungen periodischer Abbildungen geschlos-
sener Flâchen

Im 1. Abschnitt wurden die Hilfsmittel fur eine speziellere Unter-
suchung der periodischen Transformationen geschlossener Flâchen bereit-
gestellt. Bevor wir an die Hauptaufgabe, die Aufstellung der maximalen
Ordnungen, herantreten, môgen einige Bemerkungen, teils historischer
Art, vorausgeschickt werden.

Wiman untersuchte die periodischen Transformationen algebraischer
Kurven in sich. Er bewies mit den analytischen Methoden der Kurven-
theorie den Satz, daB die maximale Ordnung der periodischen
Transformationen einer algebraischen Kurve vom Geschlechte p in sich durch
den Ausdruck n 2 (2 p -f- 1) gegeben sei.

Nun sind bekanntlich die BegrifiEe ,,Geschlecht einer algebraischen
Kurve" und ,,ein-eindeutige Transformation einer algebraischen Kurve
in sich" einerseits und andererseits die BegrifiEe ,,Geschlecht einer zwei-

seitigen geschlossenen Flâche" und ,,ein-eindeutige Abbildung einer
solchen Flàche auf sich" nur zwei verschiedene Erscheinungsformen ein
und desselben topologischen Sachverhalts. Der Zusammenhang sei ganz
kurz angedeutet. Eine algebraische Gleichung f(x, y) 0 in zwei Varia-
bien definiert einerseits, wenn x und y als Punktkoordinaten gedeutet
werden, eine algebraische Kurve; andererseits bestimmt sie, wenn x
und y als komplexe Variable aufgefaBt und je durch Punk te von GauB'
schen Ebenen dargestellt werden, zwei Eiemann'sche Flâchen, die x- und
die y-Fïàche, welche sich ein-eindeutig entsprechen.

Von der Funktionsgleichung ausgehend, gelangt man durch den in den

Lehrbuchern uber algebraische Kurventheorie beschriebenen Abzâhlungs-
prozeB (Abzàhlung von Tangenten, singulâren Punkten usw.) zu der
Formel von Clebsch fur das Geschlecht einer algebraischen Kurve :

p Jt _±izl_d_r
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n Ordnung der Kurve ; d — Anzahl der Doppelpunkte ; r Anzahl
der Ruckkehrpunkte.

Andererseits erreicht man durch genau denselben, aber entsprechend
anders gedeuteten AbzâhlungsprozeB (Abzàhlung von Verzweigungs-
punkten usw.), die in den Funktionentheorie- und Topologielehrbuchern
abgeleitete Formel von Eiemann (Spezialfall der Hurwitzrelation) fur das
Geschlecht einer Riemann'schen Flàche

w i

w Summe der Verzweigungsordnungen aller Verzweigungspunkte ;

m Blâtterzahl.
Gewisse Aussagen, wie der Satz von Wiman, iiber Transformationen

algebraiseher Kurven gelten somit, bei sinngemàBer Interprétation, ohne
weiteres fur topologische Abbildungen geschlossener zweiseitiger Flâchen.
Das Bedurfnis, sie auch mit den Methoden der Flâchentopologie zu
beweisen, ist daher nichts als naturlich. Gleichzeitig dienen dièse Beweis-
methoden dazu, die Aussagen auf einseitige Flâchen auszudehnen. Wir
stellen die Ergebnisse in Form eines Satzes voran.

Satz: Die maximalen Ordnungen n der periodischen Abbildungen
geschlossener zweiseitiger oder einseitiger Flâchen F vom Geschlecht p
betragen :

A) wenn F einseitig, p ungerade (p > 2) n 2 p
B) wenn F einseitig, p gerade (p > 2) n 2 (p — 1)

C) wenn F zweiseitig, p beliebig {p > 1),

fur indikatrixerhaltende Abbildungen n — 2 (2 p + 1)

(Wiman!)
D) wenn F zweiseitig, p ungerade {p > 1),

fur indikatrixumkehrende Abbildungen n 4 (p — 1)

E) wenn F zweiseitig, p gerade (p > 1),

fur indikatrixumkehrende Abbildungen n 4 (p + !)• (45)

Als Grundlage fur den Beweis dièses Satzes, dem dieser 2. Abschnitt
gewidmet ist, dienen die im 1. Abschnitt aufgestellten Relationen.

Der Gang der Ûberlegungen sei kurz auseinandergesetzt. Zuerst werden
mit Hilfe der Hurwitz-Relation diejenigen tïberlagerungsflâchen aufge-
sucht, welche Iiberhaupt zu den im Satz behaupteten maximalen oder
eventuell noch hôheren Ordnungen AnlaB geben kônnten. Dann kann
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man die weiteren Bedingungen dazu benutzen, um in den einzelnen Fâllen
nachzuweisen, daB hôhere als die behaupteten Ordnungen nicht môglich
sind. Gleichzeitig lassen sich aber Fâlle mit den behaupteten maximalen
Ordnungen wirklich aufstellen und ihre Vertrâglichkeit mit allen
Bedingungen erhârten.

Obschon bei diesem Beweisverfahren die fiïnf Einzelfâlle A) bis E)
und die bei nâherer Untersuchung hinzutretenden Varianten teilweise
gemeinsam behandelt werden kônnen, lâBt sich doch von einer gewissen
Stelle an eine recht umstândliche Fallunterscheidung und Einzelbehand-
lung nicht wohl vermeiden, Im Interesse der leichteren Lesbarkeit und
der Ûbersichtlichkeit des Beweisganges soll deshalb nur der Wiman'sche
Fail G) in allen Einzelheiten durchgefûhrt werden. Fur die andern vier
Fâlle lâBt sich der Beweis auf demselben Weg erbringen, ohne daB sich
hierbei prinzipielle Abweichungen ergeben.

Vorlâufig môgen die Fâlle noch gemeinsam untersucht werden.

Wenn wir statt des Geschlechtes p die Zusammenhangszahl z ver-
wenden, so sind die maximalen Ordnungen nach der Behauptung des
Satzes (siehe (12) und (13)):

A) n 2 z

B) n 2(z—1)
C) n 2 (z + 1) (46)

U) 71 — L [Z ù)
E) ^ 2(z + 2)

Dabei ist stets vorausgesetzt : z > 2. (46 a)

Wir ziehen jetzt die Hurwitz-Relation (21) heran; aus ihr folgt

y O

wobei j\T v + C—2 —X-]-ist. (48)
i Ài

Ein Punkt ist nur dann wirklich ,,Verzweigungspunkt", falls dort
A,.^ 2 ist. (49)

Dann schlieBt man aus (48) und (49) :

N ^v + C — 2 — v^-9 also

N^^- + C-2. (50)
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Andererseits ist
— 2. (51)

Wir suchen jetzt aile Fâlle, bei denen die Ordnung n —^r- grôfier

oder gleich derjenigen ist, von welcher wir in (46) behaupteten, sie sei die

maximale. Dies gibt dann eine Bedingung fur N (es wird stets voraus-
gesetzt z >2):

z—2

E)

N
z— 2

z — 2

T~
z — 2

z—2

22; N<

-1)
' + 1)

;-2)
: + 2)

(52)

Fur aile Fâlle ist auBerdem JV >0 (53)

Wir stellen, unter Berueksichtigung von (50), (51), (52), (53) eine
Tabelle auf :

1.

2.

3.

4.

5.

6.

c

0

0

0

0

0

1

1

1

1

2

2

2

5 3

V

^ 2

3

4

5

5 6

^ 1

2

3

5 4

0

1

52
50

iV

^ 0 wegen (51)
— \ <; N ^ i

0 ^ JV ^ 2

5 i „ (50)

5 1 „ (50)

^0 „ (51)
0 < N ^ 1

5 i „ (50)

5 1 „ (50)

^0 „ (51)

5 i „ (50)

5 1 » (50)

5 1 „ (50)

(54)
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Diskussion :

Nach (52) kommen fur A), B), C) und E) nur 1., 2. und 4. in Betracht.
Nach (45) mùssen bei A) und B), da die Flâche einseitig ist und ferner

bei D) und E) indikatrixumkehrende Operationen (Randiïbergànge oder
einufrige Ruckkehrschnitte) vorkommen. Danach muB n oder q von Null
verschieden, also sicher £ > 0 sein. Fur A), B), D) und E) fallen somit
1., 2. und 3. weg.

Andererseits durfen, nach (45), bei C) keine indikatrixumkehrenden
Operationen vorkommen, d. h. es muB q 0 sein und 0 02, also
Ç 2n + q 2tz gerade! Fur C) fâllt 4. weg.

Fassen wir dièse Oberlegungen zusammen, so bleiben nur folgende
Môglichkeiten ûbrig:

A): 4.

B): 4.

C): 1. und 2. (55)
D): 4., 5. und 6.

E): 4.

Die funf nach Tabelle (55) in Betracht kommenden Fâlle lassen sich
weiter spezialisieren :

1. 0 02 n 0 q 0 v 3

2. 0 02 n 0 q 0 v 4

4. a 0 02 7t 0 q=l v 2

b 0 — 0X n 1 £ 0 v 2

5. a 0 02 n 0 q \ v 3 (56)
b 0 =z= 01 7t l q 0 v 3

6. a 0 02 n 0 q 2 v 1

b 0 0X n l q 1 v 1

c 0 0t n 2 q 0 v 1

[d 0 02 n l q 0 t>=l
DieserFall hat nur indikatrix erhaltende Operationen und kommt fur D)
nicht in Frage!.]

Von hier an beschrânken wir uns, wie schon angekûndigt, auf die aus-
fuhrliche Behandlung des Wiman'schen. Falles C). Um die an die Spitze
gestellte Formel ((45) und (46)) zu beweisen, setzen wir

nn O /y I O I / Kf7\7l=£Z-f-/i-f-jU, \Di

wobei jit ^ 0 vorausgesetzt werde. (58)
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Es wird sich dann zeigen, da8 /u > 0 ausgeschieden werden muB, und
daB andererseits eine Lôsung fur ju 0 existiert, welche mit allen Be-

dingungen vertrâglich ist. Damit wird die Behauptung fiir den Fall C)
bewiesen sein.

Wenn wir ftir -y- zur Abkûrzung at setzen, und dann nach (55) und (54)

die Hurwitz-Relation (21) spezialisieren, erhalten wir die Gleichungen:

C) 1. % + a2 + as n — z + 2

2. % + a2 + a3 + &4 2n — z + 2

Hieraus und aus (57) werde z eliminiert und dann die Bedingung ju, ^ 0

(58) geltend gemacht:

C) 1. 2(% + a2 + a3)— ^ — 6^0
2. 2 (ai + a2 + a3 + a4) — Sn — 6 ^ 0

Die im 1. Abschnitt als Grund- und Vollstândigkeitsrelationen be-
zeichneten Bedingungen, ferner die in den Beziehungen (60) ausgedruckte
Forderung /u ^ 0, werden jetzt gestatten, einen fur die Ordnung n noch
zu gewinnenden Ausdruck immer mehr einzuengen, bis schlieBlich aus der
Diskussion einer tabellarischen Aufstellung der Môglichkeiten die einzige
brauchbare Lôsung der Hurwitz-Relation hervorgeht.

Der Fall C 1. (Vergleiche (55) und (56)

Es gelten die Relationen

(27) 1fL +f +f 0 (mod. ») (62)
A A A

Die ganzen Zahlen — a>i sind Teiler von n, (63)

Wenn jetzt (av a2) a ist, so folgt aus (61) und (63)

(o3aB, a) =¦ 1 und aus (62)

0*3^3 x n — #1% — cr2a2 fa-

Dann ist (0*3^3, a) (fa, a) a 1 und somit

(%, *a) 1
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Analog ist (a2, a3) 1

und (a8, %) 1

und deshalb n a1a2a3m, wo m ^ 1.

(60) liefert dann 2 — a1a2azm — 6^0

(64)

(65)

(66)

Man erkennt leicht, daB dièse Bedingung nur fur m 1 erfullt werden

kann: n %a2a3 und (67)

r 2 (a1 + a2 + a3) — %a2a3 — 6^0 (68)

Danach bestehen folgende vier Môglichkeiten, wobei av a2 und as als

gleichterechtigt aufzufassen sind :

-8)

y)

n ^Y^

ax

n
n
Y
n
T

>a1>2 Y^

a2

1

2

2

H

1

1

2

T

>0
0

^ 0 fiir n ^4

< 0

(Beweis folgt
(69)

Diskussion :

a) kommt wegen Xt ^2, a{ -^- ^ -^- gar nicht in Frage.
xf 2

/vi y y y

Setzt man die Werte — —, — 2, -y- 1 in (59) ein, so folgt
Â! 2 Â2 >i3

2 (z + 1) und dann aus (57) /n 0. (70)

Die Lôsung ist, wie man sich leicht ûberzeugen kann, mit allen Bedin-

gungen vertràgKch.

y) n ^ 4 kann nicht maximale Ordnung sein, da schon im Falle

p 2, z 4 durch /?) die Losung n 2(2; + l)=10 sichergestellt ist.

<5) Es ist der Beweis nachzuholen fur r < 0.

64



Sei zunâchst a» 1. Daim ist
n

n — 6 2{a1-\ (- l) —^—6

I \
Wird nun noch a3 um 1 erhôht, so wird dadurch der Ausdruck

2 (% + a2 + ^3) um 2 vergrôBert, dagegen n %a2a3 um mehr als 2.
Es bleibt also fur a3 > 1 : r < 0, w. z. b. w.

2).

Es gilt die Bedingung (60) :

h 2 (% + a2 + a4) — 3w-6 ^
Wegen Xt ^> 2 ist hier a% -y- <J —,

Danach bestehen folgende Môglichkeiten:

«)

P)

y)

n
Y
n
Y
n
Y

_ n

n

a2

n
Y
n
Y
n
Y
n

<T
n

H

n
Y
n
Y *

n
T a

_ n

n

Y

n

_ w

^

h

>o

<o

<o

Diskussion :

Es gilt hier (unter anderen) die Relation (31):

(71)

(72)

(73)

a) Wegen Ât 2 ist hier or2 1, und deshalbl — ,-x->-77-» ~sr >

\ 2 ^J L L

somit 7i= 2. Dies ist aber sicher keine maximale Période fur C).
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P) Hier ist \^j, —, —

J)a a4 ein Teiler von n ist, und n > 2, bleiben nur die Môglichkeiten
4 1 und 2. Dann ist jedoch die Bedingung (71) nicht erfûllt.

y) Hier ist sicher n 6 x, also

a n)

Danach bestehen, da &4 Teiler von n ist, nur die vier Môglichkeiten
a,4 1 ; 2 ; 3 ; 6. Fur die ersten drei derselben ist sofort ersichtlich, daB die
Bedingung (71) nicht erfullt ist. Aber auch die Lôsung a4 6 genûgt ihr
nicht. Denn nach dem Wert x 1, der sicher keine maximale Ordnung
liefert, kommt als nachst hôherer wegen (74) erst x 5, also n 30 in
Betracht, so daB (71) wieder nicht erfullt wird.

Zusammenfassend stellen wir fest, daB der Fall C 2) fur die maximale
Periodenordnung wegfàllt. (75)

Zusammenfassung.

(70) und (75) liefern das Résultat und damit die Bestàtigung der ent-
sprechenden Behauptung des Satzes (45) : Fur den Wiman'schen Fall C)
besteht, topologisch, nur eine einzige Lôsung, nàmlich :

Cl) : 0 02, n 0, q 0, v 3,

(wobei Xx 2 A2 —, A3 n)

bei welcher, fur p > 1, die maximale Perioden-Ordnung n 2 (2 p + 1)
erreicht wird.

Wie schon gesagt, kônnen die entsprechenden Formeln fur die Fâlle A),
B), D) und F) auf ganz àhnliche Weise hergeleitet werden. Fur A), D)
und E) findet man hierbei, wie fur C), nur eine einzige topologische
Realisierung der hôchsten Periodenordnung; fur B) dagegen ergeben sich
deren drei. Die folgende Tabelle gibt AufschluB ûber die ermittelten
Modelldarstellungen mit Modulflâche 0, Ûberlagerungsflâche F und deren
Verzweigungsart.
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Ûbersicht der Ûberlagerungsmodelle fur die maximalen Perioden-Ordnungen.

F p Indikatri# 0 n q v ^ a* K

A)

B)

C)

E)

Tx u*) —

F2 u,g Erhalten!

F2 u Umgekehrt

F2 g Umgekehrt

2p

2(P—1)

2(2p+l)

-1)

02 0 1 2

02 0 1 2

$j 1 02

*! 1 0 2

#2 0 0 3

^201
0! 1 0 2

W
2 »——— ——— ^ /£ ——

Tt' ju iv ——

^ 2 » -2

2^ n

72- % 2

iv —— -—— ^5 -
4

*) u bedeutet ,,ungerade", g ,,gerade".

Modellmâfiige Beschreibung eines Beispiels.

Zur Veranschaulichung der arithmetisch gewonnenen Resultate be-
schreibe ich zum SchluB ein einfaches konkretes Beispiel etwas aus-
fuhrlicher, so da6 dann bei allen ûbrigen Fâllen die Auslegung der
formelmàBigen Ergebnisse dem Léser tiberlassen werden kann.

Die Flâche F sei einseitig und vom Geschlechte p 3. Wir haben es

also mit dem Fall A) zu tun. Die hôchste Période ist n 2 p 6. Die
Modulflâche, welche zweiseitig ist und das Geschlecht 0 und einen ein-
zigen Rand besitzt, denken wir uns in Form einer Kreisscheibe gegeben.
Ihr Zentrum Z und einen beliebigen weiteren Punkt K markieren wir
als Verzweigungsstellen und fïïhren von ihnen aus in entgegengesetzten
Richtungen je einen radialen Schnitt naeh dem Rande hin.

Dann legen wir sechs solche, von 1 bis 6 numerierte, Blâtter iiber-
einander und verknûpfen sie folgendermaBen : An den Rândern je 1 mit 2,

3 mit i, 5 mit 6 ; am Schnitt von K kreuzweise (mit Selbstdurchdringung
der Flâche) ebenfalls je 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6 ; am Schnitt von Z kreuzweise

(mit Durchdringung) nach dem Schéma
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Man erkennt, daB die gebildete geschlossene Flâche einseitig ist, und
daB bei Z zwei dreiblâttrige, bei K drei zweiblâttrige Verzweigungspunkte

entstanden sind, wie es durch Xx 2 und A2 — 3 gefordert wird.

Ein Weg lângs der Kreisperipherie schlieBt sich, wenn man auf die Ver-

knûpfungen und Selbstdurchdringungen achtet, erst nach 6 Umlâufen

(Ql n 6).

Figur 1 Figur 2

Um nun die Abbildungsgruppe anschaulicher zu beschreiben, fûhren

wir unser Ûberlagerungsmodell in eine Kreuzhauben-Normalform tiber.

1

Dann erkennen wir, daB sich die Flâche schraubenartig dreimal um Z
herumwindet und deshalb auseinandergewickelt werden kann. Jetzt
stellen wir uns noch vor, die Zentriwinkel um Z herum und damit die

ganze Flâche wurden sich auf den dritten Teil zusammenziehen, so daB

jedes der urspriinglichen sechs Kreis-Blâtter auf einen Sektor von —
o

zusammenschrumpft. Bei der so entstehenden zweiblâttrigen Flâche

liegen wieder die Schnittrânder
5 6

1 2
einander gegeniiber und kônnen,

diesmal ohne Durchdringung anderer Blâtter, verbunden werden. Die
fertige, wieder geschlossene Flâche besteht jetzt aus zwei ûbereinander-
liegenden Kreisblâttern, die lângs der Rânder vereinigt und auBerdem in
drei regelmâBig angeordneten jjKjeuzschlitzen" kreuzweise zusammen-
geheftet sind (Figur 2). Dies ist aber nichts anderes als eine in ihre
Âquatorebene plattgedrûckte Kugel mit drei Kreuzhauben. Die ehemals
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dreiblâttrigen Verzweigungspunkte Z, jetzt mit schlichtartigen Um-
gebungen, bilden ihre Pôle.

Die zyklische Abbildungsgruppe dieser Mâche wird erzeugt von einer
sechs-zàhligen Drehspiegelung mit der Âquatorebene als Dreh- und
Spiegelebene.

Eine entsprechende Modelldarstellung làBt sich im Falle A) fur be-

liebig groBes Geschlecht p geben.

(Eingegangen den 25. April 1935.)
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