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Die maximalen Ordnungen
periodischer topologischer Abbildungen
geschlossener Flachen in sich

Von Franz STEIGER, Solothurn

Einleitung

In seiner Habilitationsschrift ,,Zur Theorie der endlichen Gruppen
topologischer Abbildungen von geschlossenen Flichen in sich“l) und in
der Abhandlung ,,Uber periodische Transformationen von Flichen‘‘?) hat
W. Scherrer, im AnschluBl an Arbeiten von Brouwer und v. Kerékjarto,
die Grundlagen und die Methoden zur Untersuchung der endlichen
topologischen Gruppen von Flichen verallgemeinert und ausgebaut.
Die dort aufgestellten Relationen und Sitze ermoglichen es, die hochste
Ordnung der periodischen Transformationen wvon geschlossenen Flichen
herzuleiten, und zwar fiir einseitige und zweiseitige Fldchen von beliebi-
gem Geschlecht. Dies darzutun ist das Ziel vorliegender Arbeit. Fiir die
indikatrixerhaltenden periodischen Transformationen einer zweiseitigen
Flache vom Geschlecht p betrigt, nach dem fiir algebraische Kurven
vom Geschlecht p ausgesprochenen Satz von Wiman®), die maximale
Ordnung n = 2 (2p + 1). Fiir diesen Satz ergibt sich hier ein topologischer
Beweis. AuBlerdem werden die maximalen Ordnungen aufgestellt fiir die
periodischen Abbildungen der einseitigen Flichen und fiur die indika-
trixumkehrenden Abbildungen der zweiseitigen Flidchen. In den beiden
letzten Fiéllen liefern gerades und ungerades Geschlecht p verschiedene
Formeln. Nebenbei ergibt sich das Resultat, daf, mit einer einzigen Aus-
nahme, die Abbildungen von maximaler Periode nicht zwei ,,verschie-
dene‘, das will hier sagen, topologisch indquivalente Realisierungen auf
der Fliache gestatten.

Die Beweise bestehen im wesentlichen aus Uberlegungen arithmeti-
scher Natur, da das Geometrische bereits restlos in den zugrunde liegenden
Beziehungen eingefangen ist. Zur Vermeidung von Wiederholungen und
unumgéanglichen Fallunterscheidungen, welche die Lektiire und den
Uberblick nur erschweren konnten, findet der Leser nicht alle Varianten

1) Erschienen in den ,,Commentarii Mathematici Helvetici‘, Heft II/MCMXXIX, S. 69.

2) Vierteljahresschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, LXX, 1925, S. 278.
8) Stockholm, K. Svenska vetenskap. Akademie. Bihang till Handlingar, 21, 1895, S. 4.
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bis ins einzelne durchgefiihrt, sondern nur den Wiman’schen Fall der
indikatrix-erhaltenden Abbildungen zweiseitiger Flichen. Dafiir ist am
Schlul der Abhandlung eine modellméfige Beschreibung eines be-
stimmten Beispieles angefiigt.

In der Bezeichnungsweise halte ich mich mdglichst an die zitierten
Arbeiten von Scherrer.

1. ABSCHNITT

Allgemeine Beziehungen

Gegenstand der vorliegenden Untersuchungen sind endliche Gruppen
von eineindeutigen und stetigen Abbildungen geschlossener Flichen auf
sich selber. Man denke sich die Fliache ¥ vom Geschlecht p zunéchst etwa
in einer der in der Flachentopologie gebrduchlichen Normalformen
gegeben, beispielsweise der ,,Henkelform®, oder, bei einseitigen Flichen,
der Kugel mit p Kreuzhaubent). Die betrachtete Gruppe von Abbildun-
gen habe die Ordnung ». Ein beliebiger Punkt P der Fliche wird dann,
falls er nicht gerade Fixpunkt der Transformationsgruppe oder einer
ihrer Untergruppen ist, durch die » — 1 von der Identitdt verschiedenen
Abbildungen der Gruppe der Reihe nach in n — 1 verschiedene Punkte
iibergefiithrt. Die Stetigkeit der Transformationen hat zur Folge, dal
man die ganze Flache liickenlos in » unter sich topologisch dquivalente
Gebiete einteilen kann, derart, dal bei Ausiibung jeder Transformation
der Gruppe jedes Gebiet als Ganzes in eines der andern iibergefiihrt wird.
Dabei gehen aneinandergrenzende wieder in aneinandergrenzende iiber.
Die Ausiibung aller Operationen der Abbildungsgruppe auf einen einzigen
(aber beliebigen) dieser Fundamentalbereiche 148t eine vollstindige und
einfache Uberdeckung der Fliache entstehen. Anschauliche Beispiele sind
etwa die durch beliebige stetige Deformation aus den reguldren Polyedern
hervorgehenden Flichen vom Geschlechte null mit ihren zugehérigen
Abbildungsgruppen, den bekannten Polyedergruppen. Dall der Funda-
mentalbereich keineswegs einfach zusammenhingend zu sein braucht,
zeigt das Beispiel eines Torus, der etwa einer Spiegelung an einer ihn
symmetrisch (im topologischen Sinne) schneidenden Ebene unterworfen
wird. Er zerfiallt ndmlich hier in zwei Kreisringe. Bei einer einseitigen
Fliache kann auch der Fundamentalbereich einseitig sein.

%) Siehe z. B. B. v. Kerékjdrté, Vorlesungen tiiber Topologie, Bd. 1, Springer,
Berlin 1923, S. 151.
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LaBt eine Untergruppe von Abbildungen einen Punkt fest (Fixpunkt),
so gehort er zu allen durch die Untergruppe permutierten Bereichen,
sei es als gemeinsamer Eckpunkt, oder, bei einer einfachen Spiegelung,
als innerer Punkt eines fest bleibenden Bogens, der die zwei benachbarten
Gebiete trennt.

Die Vorstellung der Fliche in ihrer Normalform als Kugel mit Henkeln
und Kreuzhauben ist wohl recht anschaulich und allenfalls zur Beschrei-
bung fertiger Ergebnisse tauglich. Fiir Untersuchungen der beabsichtigten
Art hat sich aber die Vorstellung einer aus mehreren iibereinander
gelagerten Blattern aufgebauten Fliche besser bewéahrt. Wahrend bei der
Henkelform die Fundamentalbereiche nebeneinanderliegen, denken wir
sie uns kiinftig iibereinandergeschichtet und passend verkniipft. Wir
gebrauchen also den nach dieser zweiten Vorstellung benannten Begriff
der Uberlagerungsfliche. Eine gewisse Vertrautheit mit ihm muB deshalb
fiir das folgende vorausgesetzt werden?®).

Nach einem grundlegenden, von Brouwer aufgestellten und von
Scherrer erweiterten Satze darf die betrachtete geschlossene Fliche F,
die einer endlichen Gruppe von Abbildungen unterworfen ist, als regulire
Uberlagerungsfliche einer Modulfliche @ aufgefaBt werden. Die Ab-
bildungsgruppe ist dann die Gruppe der Decktransformationen der Uber-
lagerungsfliche /. Wenn » ihre Ordnung ist, so besteht F' aus = iiber-
einanderliegenden Blattern, ndmlich aus n nach bestimmten Vorschriften
zusammengehefteten Exemplaren der mit einem geeigneten Schnitt-
system versehenen Modulfliche @. Jeder Punkt P der ,,Grundfliche” @
ist gemeinsamer Spurpunkt von 7 iibereinanderliegenden (gelegentlich
zusammenfallenden) Punkten P,, P,,---, P, von F. Uber dem Innern
von @ liegen endlich viele Verzweigungspunkte von F, iiber den Réndern
von @ jeweilen n Faltungslinien und endlich viele Faltverzweigungs-
punkte.

Seine volle Bedeutung erhilt der erwédhnte Satz erst, wenn der
,,Monodromiesatz‘‘ hinzugenommen wird. Ordnet man der Durchlaufung
von n Kurven auf ¥, die auf @ dieselbe geschlossene Spurkurve haben,
nach bestimmter Vorschrift eine Substitution 8 zu*), so erhélt man eine
endliche Gruppe von Substitutionen, die sogenannte Monodromiegruppe.

5) loc. cit.  ¢) (S. 158) und 1) (8. 78).

*) Die n ubereinanderliegenden laufenden Punkte der Kurven fithren von einer gewissen
Ausgangslage (P, Py, +++, Pp) in die Endlage (P,;1 , Piz s v, Pin) tber. Die Substi-
tution S ist die dadurch definierte Permutation der n Blitter und ist bestimmt durch die
Art, in der die Blatter langs der Schnitte oder Rander zusammengeheftet sind. Aus-
fiihrlichere Darlegung des Verfahrens auf S. 87 der unter 1) zitierten Arbeit.
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Sie ist also die Gruppe der Verzweigungssubstitutionen im allgemeinsten
Sinne. Es gilt dann der

Monodromiesatz : Die Monodromiegruppe einer reguliren Uberlage-
rungsfliche ist vollstindig isomorph mit der Gruppe der Decktrans-
formationen unter Vertauschung der Faktorenfolge.

Man kann daher von der durch die Zusammenheftung der Blétter
bestimmten Monodromiegruppe sofort auf die Decktransformationen
schlieBen und umgekehrt.

Als Verzweigungssubstitutionen kommen in Frage:

1. Vy, Vg, -+, V, fiir die Umkreisung der Verzweigungspunkte (Uber-
schreiten der nach den Verzweigungspunkten hingefiihrten Schnitte);

2. Ry, R,, -, R, fiir das Uberschreiten der zu den Réndern hinfiihrenden
Schnitte;

3. §,; fiir die Randiibergéinge auf dem k-ten Bogen des ¢-ten Randes;

4. V,,, fir das Umfahren der Faltverzweigungspunkte auf dem i-ten
Rande;

5. Ay, By, Ay, By, -+, A,, B_ fiir das Uberschreiten der Schnitte eines
kanonischen Schnittsystems auf @ (x = Geschlecht von @), wenn @
zweiseitig ist, 4,, 4,, -+, 4,,, wenn @ einseitig ist.

Es bestehen nun folgende Grundrelationen :
I Vi VyV,B R, RQAI B, A' B! - A, B, A7 B =1, (1)
falls @ zweiseitig ist;

I' V,Vy--V,R Ry~ R, A} A} A% =1, (2)
falls @ einseitig ist.

Diese Relation besagt, dafl in dem Punkte, von dem aus das Schnitt-
system gelegt wurde, beim Zusammenheften der n Blidtter keine Ver-
zweigung auftreten darf.

II Si‘i’)\'*'lsis)\:—v’l:,;\ 2=1’2’ "','U,;—"‘]. (3)
III R;! S; 1 B Sm,i = Vt_’vi )

Die Relationen IT und 11T ergeben sich, wenn man iiberlegt, wie durch
das Zusammenheften der Rinder und der nach den Rindern hingefiihrten
Schnitte Faltverzweigungen entstehen.
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Falls ein Rand keine Faltverzweigung tragt, gilt
11T R'S;R,8;, =1 (es ist 8, fiir 8,; gesetzt) (5)

Falls Rénder auf @ (nicht aber auf F'!) iiberhaupt vorhanden sind, gilt

weiter
n = 0 (mod. 2) | ©)

Schlieflich ist
V Vi =1  i=12 "0 (7)

(4;, die Ordnung der Verzweigung, ist ein Teiler von n)

Vi 7= T hEe
?

k=1,2,: v (8)

?

Dazu kommt noch die erweiterte ,, Hurwitz- Relation‘*:
(H) 2—z-—n(2—§)—2n<1——-—1~>—— V"ﬁ<1———}—> (9)
o) A Gw 2 Wik
Hierbei bedeutet

z = 2 p, + p, die Zusammenhangszahl der (geschlossenen) Uber-
lagerungsfliche F, (10)

{ = 2ama, + m, + o diejenige der Modulfliche @, (11)
o die Anzahl Rénder auf ®.

Ist F zweiseitig, so ist z = 2 p, (p = p, = Geschlecht) (12)

ist ' einseitig, so ist z = p, (p = 2 p, + p, = Geschlecht) (13)
Ebenso gilt:

wenn @ zweiseitig ist: { = 2x 4 o, (14)

wenn @ einseitig ist: (= x4 o (w = Geschlecht) (15)

SchlieBlich brauchen wir noch folgenden Saiz :

Eine endlichblittrige Uberlagerungsfliche ist dann und nur dann ein-
seitig, wenn die Monodromiegruppe eine Relation enthilt, in welcher die
unter Beriicksichtigung der Multiplizitdten festgestellte Anzahl der
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indikatrixumkehrenden erzeugenden Operationen ungerade ist. Als
indikatrixumkehrende Operationen sind dabei diejenigen Substitutionen
bezeichnet, welche einem Randiibergang oder einem einufrigen Riick-
kehrschnitt entsprechen. (16)

Damit sind die erforderlichen Grundlagen zusammengestellt, und wir
konnen dazu iibergehen, sie fiir den Fall periodischer Transformationen,
also fiir den Fall einer zyklischen Gruppe zu spezialisieren :

Das erzeugende Element derselben bezeichnen wir mit S, die Ordnung
mit %, so daB} die definierende Relation besteht

Sn = 1. (17)

Wegen der Kommutativitdt reduziert sich die Relation I (1) fiir zwei-
seitige Modulfliche @ auf

I VyVy V,R Ry R, = 1. (18)

Eine zyklische Gruppe enthilt hochstens en Element von der Ordnung 2,
und zwar dann, wenn » gerade ist.

Die Randiibergangssubstitutionen §;, sind deshalb alle identisch,
namlich:

Six = SE(: S5) (19)
in Verbindung mit n = 0 (mod. 2).

Sofort folgt jetzt aus (3) und (4), da3
Vie=1, (20)

d. h., daB gar keine Faltverzweigungen vorkommen koénnen. III" (5)
liefert keine neue Beziehung. In der Hurwitz-Relation fillt die Summe
iiber die Faltverzweigungen weg. Wir schreiben sie in der Gestalt

b

—=nw4+—2)—z+2 (21)

n
D) 115

(v bedeutet die Anzahl Verzweigungsstellen iiber @).

Wir stellen jetzt die Verzweigungssubstitutionen durch die erzeugende
Substitution S folgendermaBen dar®):

O'T:n

V.=8%, wo (0;,, A,)=1. (22)

®) loc. cit 2), S. 280.

53



Wir bedienen uns hier des in der Zahlentheorie gebrduchlichen Symbols
(a, b, ---) fiir einen Modul bezw. ein Ideal zur Bezeichnung des gréBten
gemeinsamen Teilers der ganzen Zahlen a, b, ---. (g;, 4,) = 1 bedeutet
also, die Zahlen ¢; und 4, seien teilerfremd.

Twn
R, =8 %, wo (Ti 02) =1 (23)
S, =82=28, (vergl. (19)) (24)
A;,=8 %, wo (0, a;) =1 (25)
By
B;=8"% ,wo (B, B)=1 (26)

Unter Verwendung dieser Formeln nehmen die ,,Grundrelationen’ 1
und I" ((18) und (2)) die Gestalt an:

Fiir zweiseitige Modulfliche @ = @,

v g, ¢ 7,
%% 5% =0 (mod. n) i(27)
g=1 Z;‘ =1 0;
Fiir einseitige Modulfliche @ = @,
onn -1 Zrin e :‘_j 292%™ — o (mod. n) (28)
1=1 4g 1=1 04 i=1 O

Zu diesen Grundrelationen treten weitere 4 Beziehungen, die ich kurz
als ,, Vollstindigkeitsrelationen'‘ bezeichne. Es sind die Bedingungen dafiir,
daB3 die Gruppen durch die jeweilen angegebenen erzeugenden Ver-
zweigungssubstitutionen erschépft, d. h., dafl wirklich Gruppen von der
Ordnung » erzeugt werden.

@ einseitig, ohne Rénder: ¢ = 0.

Erzeugende Substitutionen: V,, 4,; ¢=1,2,---,v

Ek=12,---,x
'
on OyM OvM N abm OnN
("}""’T:"': 7.’ ’ y ey m) =1 (29)
1 2 v O o ar
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@ einseitig, berandet: o > 0.
Erzeugende Substitutionen: V;, 4,, §;; eventuell R,.
i=1,2,0 k=12 7 =12,

an Gom TyM TeM 1N N n)
Ty "y ’ s ""T ’ ;"':—““3‘_:1 30
<l1 Ao’ 0y Qe &4 O~ 2 (30)
@ zweiseitig, ohne Rander: p = 0.
Erzeugende Substitutionen: V,, 4,, B;;
1=1,2,--,0v. k=1,2,---,m. I =1,2,..-, 7.
(‘fﬂ_‘,...,_"f’”, &”,...,a"n,m,...,_ﬁ_ﬂ,n>= 1 (31)
A Ao’ oy ar B B
@ zweiseitig, berandet: o > 0.
Erzeugende Substitutionen: V,, 4,, B,, S;; eventuell R,,.
t=1,2,,0. k=1,2,--,;n. I=1,2,---;m. m=1,2,.-- p.
(01__” LD T Ten an | g fin | fen By (sy)
1’ b AU b Ql, b QQ, al’ b an’ ﬂl b 3 ﬁn’ 2/

Alle diese Bedingungen sind fiir die ,, Vollstdndigkeit* der Gruppe not-
wendig und hinreichend.

Die in einem Satze (16) ausgesprochene Bedingung fiir die Nicht-
orientierbarkeit bezw. Orientierbarkeit einer Uberlagerungsfliche 148t
sich bei den zyklischen Gruppen fiir fiinf Félle spezialisieren. Die ge-
wonnenen Bedingungen nenne ich dann kurz ,,Orientierbarkeitsrelationen:

1. @ sei zweiseitig und unberandet. Dann ist F sicher zweiseitig, weil
gar keine indikatrixumkehrende Substitution existiert. (33)

2. @ sei zweiseitig und berandet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dal F einseitig ist, besteht darin, dal wenigstens eine
Relation folgender Art besteht:

Sy = VP Vg Vi Rl RUC AT A B:...Br, (34)

WO %, Y, z;, und ¢, irgend welche ganze Zahlen sind. Unter Verwendung
der Formeln (22) bis (26) nebst (17) 148t sich dann schreiben:

n an o,n " ocin (S‘in
82:871'1‘;—4'%7:+'--+y1‘5:‘+-"+31 a, +"'+51T+"'+q"
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Der Exponent auf der rechten Seite moge in der fiir mehrgliederige
Moduln oder vielmehr Ideale gebrduchlichen Weise dargestellt werden :

’

(aln ao M X0 an pim )
oo co e —_— ce e n
)

Ty T s "t ’ ’ ) ’ ) *°
A7 Ay 01 21 [

Dann folgt aus (35)

(aln mn an  fin n) . (oln Twn oan fin n)
’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ) — PR 2" 9"y "%y
A 01 0 B Ay 01 ay B1 2
(36)

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ¥ = F,, wenn @ = @,
und berandet.

3. @ sei zweiseitig und berandet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir,da ' zweiseitig ist, besteht darin, daf3, trotzdem Vor-
handensein der Randiibergangssubstitution §;, fiir beliebige x,, y;, 2,, ¢,
keine Relation (34) existiert. Dies kommt darauf hinaus, entsprechend
(36) zu schreiben:

N Y CY U C S Y
AT AT T T BT A e e’ T 2
(37)
Diese Bedingung 148t sich noch schérfer fassen:
(2123 Lan. e fin n) __:z(fﬂ L an L an fin _'n__>
M Te Tt BT AT e Ta’ T B 02
(38)

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ¥ = F,, wenn @ = &,
und berandet.

4. @ sei einseitig, berandet oder unberandet. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daBl F einseitig ist, besteht darin, dal wenig-
stens etne Relation folgender Art besteht:

APAT - AZS =VVVV. VIURP RZ - R, (39)

__ {0 oder
=11
Y:,2; iIm tlibrigen aber beliebige ganze Zahlen bedeuten, welche auch
Null sein konnen.

wobei & sein kann, ferner § + ¥ x; = 1 (mod. 2)'ist, die x;,
1 K
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Wenn wir wieder die Formeln (22) bis (26) einsetzen und die Exponen-
ten der entstehenden Relation vergleichen, so folgt

aim

€

a2n 0‘17%

T LN RS ”+-~+qn (40)
2’1 1

Ly

+

mit obigen Zusatzbedingungen.
Dies 148t sich so formulieren: Die Beziehung

(g_@n_nn>: (EJ_%M R 9_213 Ty >(41,
A 01 Ay 01 a

soll gelten fiir mindestens ein System (z;, 4), wobei 6 = 3(1) , z; irgend
welche ganze Zahlen, und 6 4+ X'z, = 1 (mod. 2).

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ¥ = F;, wenn @ = @,.
(Wenn @ unberandet ist, so gilt natiirlich stets § = 0).

5. @ sei einseitig, berandet oder unberandet. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daBl F' zweiseitig ist, besteht darin, da bei
beliebigen ¥, und z; fiir ketn System (z;, d), wo 6 4+ X'z, = 1 (mod. 2) ist,
eine Relation (39) besteht. Also gilt

(%n L n);é(zﬁ N L ﬂb+ 9_2_n+ +5_)(42)
2'1 H 91 L] ’ 21 ’ ’ Ql H H 2
fiir jedes System (z;, ), wobei § = ;1 und § + X'z, = 1 (mod. 2).

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir ' = F,, wenn @ = @,.
(Wenn @ unberandet ist, gilt 6 = 0).

Es ist bequem, noch folgende Kombinationen der Vollstindigkeits-
relationen und Orientierbarkeitsrelationen vorzunehmen:

(32) und (36) ergeben

om TR an ﬁl 3
- 1 (43)
( A 01 4y /
als notwendige und hinreichende Bedingung fiir F = F, und Erschépfung
der Gruppe, wenn @ = @, und berandet.

Ferner liefern (32) und (38)

b b b

(01” L an  an  pin n>= 9 (44)
A o ay ’ﬁ1’ ’
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als notwendige (aber nicht hinreichende!) Bedingung fiir F = F, und
Erschoépfung der Gruppe, wenn @ = @, und berandet.

Hierzu ist zu bemerken: Es konnte sehr wohl (44) erfiillt sein, aber
trotzdem weder (32) noch (38)! Ist aber (32) sicher erfiillt, so ist (44) fiir
das gleichzeitige Bestehen der beiden erwihnten KEigenschaften auch
hinreichend.

2. ABSCHNITT

Die maximalen Ordnungen periodischer Abbildungen geschlos-
sener Flichen

Im 1. Abschnitt wurden die Hilfsmittel fiir eine speziellere Unter-
suchung der periodischen Transformationen geschlossener Flidchen bereit-
gestellt. Bevor wir an die Hauptaufgabe, die Aufstellung der maximalen
Ordnungen, herantreten, mogen einige Bemerkungen, teils historischer
Art, vorausgeschickt werden.

Wiman untersuchte die periodischen Transformationen algebraischer
Kurven in sich. Er bewies mit den analytischen Methoden der Kurven-
theorie den Satz, daBl die maximale Ordnung der periodischen Trans-
formationen einer algebraischen Kurve vom Geschlechte p in sich durch
den Ausdruck n = 2 (2 p + 1) gegeben sei.

Nun sind bekanntlich die Begriffe ,,Geschlecht einer algebraischen
Kurve‘ und ,,ein-eindeutige Transformation einer algebraischen Kurve
in sich‘‘ einerseits und andererseits die Begriffe ,,Geschlecht einer zwei-
seitigen geschlossenen Fliche” und ,ein-eindeutige Abbildung einer
solchen Fliche auf sich* nur zwei verschiedene Erscheinungsformen ein
und desselben topologischen Sachverhalts. Der Zusammenhang sei ganz
kurz angedeutet. Eine algebraische Gleichung f(x, y) = 0 in zwei Varia-
blen definiert einerseits, wenn z und y als Punktkoordinaten gedeutet
werden, eine algebraische Kurve; andererseits bestimmt sie, wenn x
und y als komplexe Variable aufgefal3t und je durch Punkte von Gaul}’
schen Ebenen dargestellt werden, zwei Riemann’sche Fldchen, die 2- und
die y-Flache, welche sich ein-eindeutig entsprechen.

Von der Funktionsgleichung ausgehend, gelangt man durch den in den
Lehrbiichern iiber algebraische Kurventheorie beschriebenen Abzéhlungs-
prozeB (Abzdhlung von Tangenten, singuliren Punkten usw.) zu der
Formel von Clebsch fiir das Geschlecht einer algebraischen Kurve:

(n—1) (n—2)

p= 5 —d—r
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n = Ordnung der Kurve; d = Anzahl der Doppelpunkte; r = Anzahl
der Riickkehrpunkte.

Andererseits erreicht man durch genau denselben, aber entsprechend
anders gedeuteten Abzdhlungsproze8 (Abzdhlung von Verzweigungs-
punkten usw.), die in den Funktionentheorie- und Topologielehrbiichern
abgeleitete Formel von Riemann (Spezialfall der Hurwitzrelation) fiir das
Geschlecht einer Riemann’schen Fliache

w

p=—2——m—}—1

w = Summe der Verzweigungsordnungen aller Verzweigungspunkte;
m = Blatterzahl.

Gewisse Aussagen, wie der Satz von Wiman, iiber Transformationen
algebraischer Kurven gelten somit, bei sinngeméfler Interpretation, ohne
weiteres fiir topologische Abbildungen geschlossener zweiseitiger Flachen.
Das Bediirfnis, sie auch mit den Methoden der Fliachentopologie zu
beweisen, ist daher nichts als natiirlich. Gleichzeitig dienen diese Beweis-
methoden dazu, die Aussagen auf einseitige Flachen auszudehnen. Wir
stellen die Ergebnisse in Form eines Satzes voran.

Satz: Die maximalen Ordnungen n» der periodischen Abbildungen
geschlossener zweiseitiger oder einseitiger Fldchen F vom Geschlecht p
betragen :

A) wenn F einseitig, p ungerade (p >2) n=2p
B) wenn F einseitig, p gerade (p>2) n=2(p—1)
C) wenn F zweiseitig, p beliebig (p > 1),
fiir indikatrixerhaltende Abbildungen n = 2 (2 p 4 1)
(Wiman!)
D) wenn F zweiseitig, p ungerade (p > 1),
fiir indikatrixumkehrende Abbildungen n = 4 (p — 1)
E) wenn F zweiseitig, p gerade (p > 1),
fiir indikatrixumkehrende Abbildungen » = 4 (p + 1). (45)

Als Grundlage fiir den Beweis dieses Satzes, dem dieser 2. Abschnitt
gewidmet ist, dienen die im 1. Abschnitt aufgestellten Relationen.

Der Gang der Uberlegungen sei kurz auseinandergesetzt. Zuerst werden
mit Hilfe der Hurwitz-Relation diejenigen Uberlagerungsflichen aufge-
sucht, welche iiberhaupt zu den im Satz behaupteten maximalen oder
eventuell noch hoheren Ordnungen Anlafl geben kénnten. Dann kann
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man die weiteren Bedingungen dazu beniitzen, um in den einzelnen Féllen
nachzuweisen, daf3 héhere als die behaupteten Ordnungen nicht moglich
sind. Gleichzeitig lassen sich aber Fille mit den behaupteten maximalen
Ordnungen wirklich aufstellen und ihre Vertrédglichkeit mit allen Be-
dingungen erhérten.

Obschon bei diesem Beweisverfahren die fiinf Einzelfille A) bis E)
und die bei ndherer Untersuchung hinzutretenden Varianten teilweise
gemeinsam behandelt werden kénnen, 148t sich doch von einer gewissen
Stelle an eine recht umsténdliche Fallunterscheidung und Einzelbehand-
lung nicht wohl vermeiden. Im Interesse der leichteren Lesbarkeit und
der Ubersichtlichkeit des Beweisganges soll deshalb nur der Wiman’sche
Fall C) in allen Einzelheiten durchgefiihrt werden. Fiir die andern vier
Falle 148t sich der Beweis auf demselben Weg erbringen, ohne daf} sich
hierbei prinzipielle Abweichungen ergeben.

Vorldufig mégen die Fille noch gemeinsam untersucht werden.

Wenn wir statt des Geschlechtes p die Zusammenhangszahl z ver-
wenden, so sind die maximalen Ordnungen nach der Behauptung des
Satzes (siehe (12) und (13)):

A n=22
B) n=2r—1)
C) n=2(r+1) (46)
D) n=2((—2)
E) n=2@r+2)
Dabei ist stets vorausgesetzt: z > 2. (46a)
Wir ziehen jetzt die Hurwitz-Relation (21) heran; aus ihr folgt
n=222 (47)
wobei N=v—|—(§——2——§il-—ist. (48)
1A

Ein Punkt ist nur dann wirklich ,,Verzweigungspunkt®, falls dort
A= 2 ist. (49)

Dann schlieBt man aus (48) und (49) :
N =v+ C———-2——v~;—, also
Nz —’2’— +r—2. (50)
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Andererseits ist
N<ov+¢—2 (51)

Wir suchen jetzt alle Fille, bei denen die Ordnung » = 5%2 grofler

oder gleich derjenigen ist, von welcher wir in (46) behaupteten, sie sei die
maximale. Dies gibt dann eine Bedingung fiir N (es wird stets voraus-
gesetzt 2 > 2):

z2—2
=
A) N = 2% N<i
Z2— 2
s > —
B) 7 =2((z—1) N<i
o z——2> N~ 1
) v =2(k+1) <3z (52)
D) 2 Zz2¢—2 N<1i
g—2
E) v =2(+2) N<}
Fiir alle Fille ist auflerdem N>0 (53)

Wir stellen, unter Beriicksichtigung von (50), (51), (52), (53) eine
Tabelle auf:

T
e
=

1Y)

wegen (51)

|
O o
IAIA

o
VIEVIEVIE A VIEVIE = A VIEVEE = =20

S T N T
e DN

, (1) (64)
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>~ b

Ped

»  (50)
. (50)
»  (50)
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Viorow ~ = m~rooooo

(S1]
VI VI
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Diskussion :

Nach (52) kommen fiir A), B), C) und E) nur 1., 2. und 4. in Betracht.

Nach (45) miissen bei A) und B), da die Flédche einseitig ist und ferner
bei D) und E) indikatrixumkehrende Operationen (Randiibergdnge oder
einufrige Riickkehrschnitte) vorkommen. Danach muf} = oder ¢ von Null
verschieden, also sicher { > 0 sein. Fiir A), B), D) und E) fallen somit
1., 2. und 3. weg.

Andererseits diirfen, nach (45), bei C) keine indikatrixumkehrenden

Operationen vorkommen, d.h. es muBl ¢ = 0 sein und @ = @,, also
{=2n + ¢ = 2a = gerade! Fiir C) fillt 4. weg.

Fassen wir diese Uberlegungen zusammen, so bleiben nur folgende
Moglichkeiten tibrig:

A): 4.

B): 4.

C): 1. und 2. (565)
D): 4., 5. und 6.

E): 4.

Die fiinf nach Tabelle (55) in Betracht kommenden Fille lassen sich
weiter spezialisieren:

1. b= D, =0 o=20 v=3

2. b = D, mw =0 o=20 v=4

4.a O = D, w=20 o=1 9= 2

b ® =@, =1 0=20 v=2
5.a b =P, 7w =0 o=1. v=3 (56)

b d =D, == 1 0=20 v=3

6. a d =D, =0 o =2 v=1

b b =D, =1 o=1 v =1

c ® =9, 7w =2 0=20 v=1

[ d b= P, 7t == 1 0=20 v=1

Dieser Fall hat nur indikatrix erhaltende Operationen und kommt fiir D)
nicht in Frage!.]

Von hier an beschrinken wir uns, wie schon angekiindigt, auf die aus-
fithrliche Behandlung des Wiman’schen Falles C). Um die an die Spitze
gestellte Formel ((45) und (46)) zu beweisen, setzen wir

n=2z+ 2+ u, (57)

wobei u = 0 vorausgesetzt werde. (58)
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Es wird sich dann zeigen, dal 4 > 0 ausgeschieden werden muf}, und
dafl andererseits eine Losung fiir g = 0 existiert, welche mit allen Be-
dingungen vertriglich ist. Damit wird die Behauptung fiir den Fall C)
bewiesen sein.

Wenn wir fiir _;_z_ zur Abkiirzung a, setzen, und dann nach (55) und (54)

die Hurwitz-Relation (21) spezialisieren, erhalten wir die Gleichungen:

C) 1. a+at+a;= n—z42

(59)
2. ay+ay+a;t+a,=2n—z+ 2

Hieraus und aus (57) werde z eliminiert und dann die Bedingung ¢ = 0
(58) geltend gemacht:

C) L 2(a, +a,+azs)— n—6=0 (60)
2. 2@ +ay,t+az+a,)—3n—6=0

Die im 1. Abschnitt als Grund- und Vollstindigkeitsrelationen be-

zeichneten Bedingungen, ferner die in den Beziehungen (60) ausgedriickte

Forderung x4 = 0, werden jetzt gestatten, einen fiir die Ordnung n noch

zu gewinnenden Ausdruck immer mehr einzuengen, bis schlieBlich aus der

Diskussion einer tabellarischen Aufstellung der Moglichkeiten die einzige
brauchbare Losung der Hurwitz-Relation hervorgeht.

Der Fall C 1. (Vergleiche (55) und (56)!).

Es gelten die Relationen

‘64N OGN O3
31 1,2,3,n)=1 61
(31) % 7 (61)
(27) "ll”’ + ";” + ";” = 0 (mod. n) (62)
2 3
Die ganzen Zahlen Aﬁ = a, sind Teiler von =. (63)

Wenn jetzt (a,, a,) = a ist, so folgt aus (61) und (63)
(6323, a) =1 und aus (62)

0323 = & N — 0,3, — 03y = fa.

Dann ist (o3a5, a) = (fa, @) = a = 1 und somit
(21, 25) = 1
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Analog ist (2gs @3) = 1 (64)
und (ag,a;) =1

und deshalb n = a,3,a3m, wo m = 1. (65)
(60) liefert dann 2 (a; + a, + a3) — a,8,a;,m — 6 =0 (66)

Man erkennt leicht, dafl diese Bedingung nur fiir m = 1 erfiillt werden
kann: n = a,a,a5; und (67)

r=2(ay + a, + az) —a,a,a3—6 =0 (68)

Danach bestehen folgende vier Moglichkeiten, wobei a,, 2, und a4 als
gleichberechtigt aufzufassen sind:

a, a a, r
Q) n 1 11 >0
n
p) 3 2 1 =0
) - 2 2 20 firn =4
Y 4 < >
n n _
d) —2—>a1>2 ST a>2 51 < 0 (69)
(Beweis folgt !)
Diskussion :
n __mn oy
a) kommt wegen 4; = 2, a;, = T < & gar nicht in Frage.
B) Setzt man die Werte 2= :'3’_’ LA 2, X =1in (59) ein, so folgt
A 20 Ay As
n = 2 (z 4+ 1) und dann aus (57) u = 0. (70)

Die Losung ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann, mit allen Bedin-
gungen vertraglich.

y) n <4 kann nicht maximale Ordnung sein, da schon im Falle
p = 2,z = 4 durch g) die Losung » = 2 (z + 1) = 10 sichergestellt ist.

6) Es ist der Beweis nachzuholen fiir » < 0.
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Sei zunéchst a;, = 1. Dann ist

r=2(a1+a2+a3)~—n-——6=2(a1+§+ 1) —n—6 =
1

2 /n
33 oo

Wird nun noch a; um 1 erh6ht, so wird dadurch der Ausdruck
2 (a; + a, + a3) um 2 vergroert, dagegen n = a;a,a; um mehr als 2.
Es bleibt also fira; > 1:7 < 0, w. z. b. w.

Der Fall C 2).
Es gilt die Bedingung (60):
h=2(@ +a,+a;+a,)—3n—6=0 (71)

Wegen 4, = 2 ist hier a;, = %L— = —722—
t

Danach bestehen folgende Moglichkeiten:

a, a ER a, h
n n n n
9 3 E) 7 5z =0
n n n n
ZA ) El FERE]
(72)
N
¥) E) F) 3 M=
_n _n _n _n <0
) =72 =73 <7
_n _n _n _n <0
<”§' <'§‘ < 3 < 3
Diskussion :
Es gilt hier (unter anderen) die Relation (31):

a) Wegen A, = 2 ist hier ¢; = 1, und desha,l‘b(—%,—22?'—;ﬁ —2”'—, n> == ],

2 b
somit n= 2. Dies ist aber sicher keine maximale Periode fiir C).

5§ Commentarii Mathematici Helvetici 65



n

B) Hier ist (—— —Z——,

ro| 3

n
2, ,0’4&4,”):(3—,0‘434>=1.
Da a, ein Teiler von n ist, und n > 2, bleiben nur die Méglichkeiten
a, = 1 und = 2. Dann ist jedoch die Bedingung (71) nicht erfiillt.

y) Hier ist sicher n = 6 z, also

(—g—, —-7274, 03——;;&—, Oy Ay, n):: (3x, 3z, 2037, 044y, 6) = (2, 04ay) = 1. (74)

Danach bestehen, da a, Teiler von » ist, nur die vier Moglichkeiten
a, = 1;2; 3; 6. Fiir die ersten drei derselben ist sofort ersichtlich, daB3 die
Bedingung (71) nicht erfiillt ist. Aber auch die Losung a, = 6 geniigt ihr
nicht. Denn nach dem Wert x = 1, der sicher keine maximale Ordnung
liefert, kommt als ndchst hoherer wegen (74) erst x = 5, also n = 30 in
Betracht, so dafl (71) wieder nicht erfillt wird.

Zusammenfassend stellen wir fest, daBl der Fall C 2) fiir die maximale
Periodenordnung wegfallt. (75)

Zusammenfassung.

(70) und (75) liefern das Resultat und damit die Bestédtigung der ent-
sprechenden Behauptung des Satzes (45): Fiir den Wiman’schen Fall C)
besteht, topologisch, nur eine einzige Losung, ndmlich:

Cl): ©=d,, m =10, 0 =0, v=3,

= Ay =m),

bei welcher, fiir p > 1, die maximale Perioden-Ordnung » = 2 (2 p + 1)
erreicht wird.

Wie schon gesagt, konnen die entsprechenden Formeln fiir die Falle A),
B), D) und F) auf ganz dhnliche Weise hergeleitet werden. Fiir A), D)
und E) findet man hierbei, wie fiir C), nur eine einzige topologische
Realisierung der héchsten Periodenordnung; fiir B) dagegen ergeben sich
deren drei. Die folgende Tabelle gibt Aufschlull iiber die ermittelten
Modelldarstellungen mit Modulfléiiche @, Uberlagerungsfliche ¥ und deren
Verzweigungsart.
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Ubersicht der Uberlagerungsmodelle fir die maximalen Perioden-Ordnungen.

F p Indikatriz Nmax D =nop v: a, Gy 01 Ay Ay Ag
A)|F, u*) e 2p D, 012 — — n 21;'————
®, 012 — — —’21 2 n —

B)|F, g% — 2(p—1)(|P; 102 n — — 2 n —
@, 102 .-g. 2 on —

C) F, u,g Erhalten! |2(2p+1)|®; 003 — — — 2%— n
D) Fy, w Umgekehrt!| 4(p—1) | @&, 201 n n — 2 — —
E) F, g Umgekehrt! | 4(p+1) @, 10 2\ n — — Z—Z— —

*) u bedeutet ,,ungerade‘’, g ,,gerade‘.

Modellmdfige Beschreibung eines Beispiels.

Zur Veranschaulichung der arithmetisch gewonnenen Resultate be-
schreibe ich zum SchluB ein einfaches konkretes Beispiel etwas aus-
filhrlicher, so daBl dann bei allen iibrigen Fillen die Auslegung der
formelmafBigen Ergebnisse dem Leser iiberlassen werden kann.

Die Fléche F' sei einseitig und vom Geschlechte p = 3. Wir haben es
also mit dem Fall A) zu tun. Die hochste Periode ist n = 2 p = 6. Die
Modulfliche, welche zweiseitig ist und das Geschlecht 0 und einen ein-
zigen Rand besitzt, denken wir uns in Form einer Kreisscheibe gegeben.
Ihr Zentrum Z und einen beliebigen weiteren Punkt K markieren wir
als Verzweigungsstellen und fithren von ihnen aus in entgegengesetzten
Richtungen je einen radialen Schnitt nach dem Rande hin.

Dann legen wir sechs solche, von 1 bis 6 numerierte, Blitter iiber-
einander und verkniipfen sie folgendermaflen: An den Réndern je 1 mit 2,
3 mit 4, 5 mit 6; am Schnitt von K kreuzweise (mit Selbstdurchdringung
der Fliache) ebenfalls je 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6; am Schnitt von Z kreuz-
weise (mit Durchdringung) nach dem Schema

123456 Y
(345612)(Flgur 1).
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Man erkennt, daBl die gebildete geschlossene Flidche einseitig ist, und
daB bei Z zwei dreiblittrige, bei K drei zweiblittrige Verzweigungspunkte

entstanden sind, wie es durch 4; = 2 und 4, = —g-z 3 gefordert wird.

Ein Weg lings der Kreisperipherie schlieBt sich, wenn man auf die Ver-
kniipfungen und Selbstdurchdringungen achtet, erst nach 6 Umliufen
(0, = n = 6).

Figur 1 Figur 2

Um nun die Abbildungsgruppe anschaulicher zu beschreiben, fithren
wir unser Uberlagerungsmodell in eine Kreuzhauben-Normalform iiber.

Wir losen zu dem Zwecke am Schnitt von Z die Verbindungen (? g) .

Dann erkennen wir, dafl sich die Fliche schraubenartig dreimal um Z
herumwindet und deshalb auseinandergewickelt werden kann. Jetzt
stellen wir uns noch vor, die Zentriwinkel um Z herum und damit die
ganze Fliche wiirden sich auf den dritten Teil zusammenziehen, so dafl

jedes der urspriinglichen sechs Kreis-Bliatter auf einen Sektor von —2—:-;1

zusammenschrumpft. Bei der so entstehenden zwesblidttrigen Fliche

liegen wieder die Schnittrander (? 9

diesmal ohne Durchdringung anderer Blitter, verbunden werden. Die
fertige, wieder geschlossene Fliche besteht jetzt aus zwei iibereinander-
liegenden Kreisblattern, die lings der Rénder vereinigt und auBerdem in
drei regelméfBig angeordneten , Kreuzschlitzen kreuzweise zusammen-
geheftet sind (Figur 2). Dies ist aber nichts anderes als eine in ihre
Aquatorebene plattgedriickte Kugel mit drei Kreuzhauben. Die ehemals

einander gegeniiber und koénnen,
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dreiblattrigen Verzweigungspunkte Z, jetzt mit schlichtartigen Um-
gebungen, bilden ihre Pole.

Die zyklische Abbildungsgruppe dieser Fliache wird erzeugt von einer
sechs-zihligen Drehspiegelung mit der Aquatorebene als Dreh- und
Spiegelebene.

Eine entsprechende Modelldarstellung 148t sich im Falle A) fiir be-
liebig grofes Geschlecht p geben.

(Eingegangen den 25. April 1935.)
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