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Zahlentheorie in rationalen Algebren

Von A. SPEISER, Ziirich

In dieser Arbeit mochte ich an die Methoden meiner Abhandlung
,»Allgemeine Zahlentheorie (Vierteljahrschrift der Naturforschenden
Gesellschaft in Ziirich, Bd. 71, S. 8, 1926), die in etwas veranderter Form
als Kap. 13 in Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927,
abgedruckt ist, ankniipfen und einige Beweise vereinfachen; ferner soll
die Ergidnzung, welche durch die grundlegende Entdeckung des Grup-
poids durch Herrn Brandt gefordert wird, ausgefiihrt und die Struktur
der Ideale einer Algebra dargestellt werden.

Zur Entdeckungsgeschichte des Gruppoids schreibt mir Herr Brandt
folgendes: ,,Der Gedanke, die Gruppoidarbeit zu schreiben, ergab sich
mir gelegentlich der Weierstrawoche in Miinster im Juni 1925 bei einer
Unterhaltung mit Herrn Haupt. Ich erzédhlte ihm von den Verkniipfungs-
gesetzen der Formenklassen bei der Komposition der quadratischen For-
men (die i. a. ein gestortes Gruppoid bilden) und dabei ergab sich der
Wunsch, die Verkniipfungsgesetze in idealisierter Form abstrakt fest-
zulegen.

,,BEhe Ihre Arbeit erschien, hatte ich das Gruppoid der Ideale noch
nicht, auch nicht bei den Quaternionen. Ich betrachtete aber die ,Ideal-
produkte’ aus Rechts- und Linksidealen einer Ordnung. War die Ordnung
auch als ,Einheitsideal‘ aufzufassen, so zeigte sich, dafl unter den ,Ideal-
produkten‘ auch ,Halbeinheiten‘ vorhanden waren. So erhielt ich fiir ein
Rechtsideal g durch die Multiplikation mit dem inversen Ideal a~! die
Halbeinheit ¢ a~1=19’. Da erhielt ich Thre Arbeit. Was mir am meisten
daraus auffiel, war die darin enthaltene versteckte Multiplikation
a~lg = p. Als ich sie bemerkte, durchfuhr mich wie ein Blitz der Gedanke:
Einheiten und Halbeinheiten sind gleichberechtigt, und die Idee des
Gruppoids der Ideale war geboren zunichst fiir die Quaternionen.

,,Wihrend ich nun mit dem Ausbau der Quaternionenarbeit beschéftigt
war, iiber die ich in Freiburg vortrug, wurde ich auf die Modultheorie
gefiihrt, welche sich auf beliebige Dedekindsche Systeme iibertragen lieB.
Das fiihrte mich auf Grund Ihrer Arbeit zu der klaren Erkenntnis, daf3
der Gruppoidsatz der Ideale allgemeine Giiltigkeit hat fiir einfache
Systeme iiber algebraischen Zahlkoérpern, welche Behauptung ich daher
in die Einleitung der Quaternionenarbeit (Math. Ann. 99, S. 1) aufnahm,
als ich die Arbeit im Januar 1927 einreichte und im Durchschlag Ihnen
zusandte.‘

391



Fiir die Literatur verweise ich auf das Buch von Deuring ,,Algebren*.
Zur Erginzung sei noch erwidhnt: Verhandlungen der Schweiz. Natur-
forschenden Gesellschaft, Basel 1927, II. Teil, H. Brandt: Zur allgemeinen
Idealtheorie, A. Speiser: Uber Gruppen und Gruppoide. Dieselben Ver-
handlungen, Davos 1929, H. Brandt: Primidealzerlegung in einer Dede-
kindschen Algebra.

I. Aufstellung der Ideale und der Ordnungen

1. Wir legen eine Algebra im Gebiet der rationalen Zahlen zugrunde
und beginnen mit dem Fall, dafl das Restesystem der ganzen Zahlen einer
Ordnung (mod p) eine vollstindige Matrixalgebra in einem Galoisfeld
bildet. Die Basisgr6fen gegeniiber dem Galoisfeld seien mit e,;, bezeichnet.
Sie geniigen den bekannten Gleichungen

lir* Cm = 0 fiir k 1 und e, e, = €;,, (mod p).

Nun betrachten wir die Algebra (mod p”) und wihlen ein beliebiges
System von Groflen aus, das (mod p) den e,;, kongruent ist und wieder
mit e,;, bezeichnet werden soll. Wir beweisen nun den

Satz 1: Man kann die Groflen e,;, (mod p") so auswihlen, daBl sie den-
selben Gleichungen (mod p”) geniigen, wie (mod p).

Beweis: Wir kénnen zunédchst wie in Dickson S. 278 ohne Schwierigkeit
zeigen, daBl die GroBen e,; als Idempotente auch (mod p”) gewéhlt werden
kénnen. Man bildet zu diesem Zweck die Potenzen; wird nun e}, = e}’
(mod p"), so ergibt sich e unmittelbar als ein Idempotent, das an Stelle
von e;; verwendet werden kann.

Diese neuen GroBen bezeichnen wir wieder mit e;; und ersetzen nun
die bisherigen Reprisentanten e, durch folgende: e,; e, €., die wieder
mit e;, bezeichnet werden sollen.

Jetzt mogen die Gleichungen bestehen:
€ € = Ppa (mod p?).

Wenn wir links mit e;, multiplizieren und ! von ¢ verschieden ist, so erhal-
ten wir eine durch p? teilbare Zahl, ebenso rechts, wenn ! von k verschieden
ist. Daher wird a = a,, ¢;;, (mod p), wo a,, irgend eine Grofe des Galois-
feldes ist. Nun bilden wir die Ausdriicke

€ — P (251 € taip €0 + o0 + Qi 4-1 €;,i-1 T i, 441 i e41 T o T a‘i,nei.") .
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Wir bezeichnen sie wieder mit e;; und finden durch Ausrechnen, daB sie
den Gleichungen geniigen

¢; = e, (mod p®) und e,; e, = 0 (mod p?) fiir i = k.

In derselben Weise kann man fortfahren und man findet ein System
von Idempotenten, die (mod p7) zu einander orthogonal sind. Mit diesen
normiert man die bisherigen e,; durch Multiplikation e, e, e,; und erhilt
das im Satz geforderte System.

Wir bemerken noch, da8 die GroBen des Galoisfeldes nicht so normiert
werden konnen, daBl sie auch (mod p") ein Galoisfeld bilden. Das wird
aber im folgenden nicht stéren. Die einzige hier in Betracht kommende
Tatsache ist, daB} wir die 0 sofort auch modulo einer beliebigen Zahl
normieren kénnen, ndmlich durch die 0 der Algebra.

2. Die Gesamtheit der Reste (mod p) einer Ordnung & kann in folgen-
der Weise dargestellt werden:

R+ pR + p? R” + +-- 4 pr-1 Rr-1)

Hierbei bedeuten die R jeweils die Gesamtheit der Matrizen mit n Zeilen
und Kolonnen, deren Koeffizienten unabhéngig von einander die Gréflen
des Galoisfeldes, irgendwie (mod p") normiert, durchlaufen. Jedoch ist
zu bemerken, dafl die GréBen von R) nur (mod pr—7) festgelegt zu sein
brauchen. Die Gesamtheit aller Zahlen der Ordnung &, von der wir aus-
gegangen sind, kann dargestellt werden in der Gestalt

R -+ pRI L pr—l R(r-1) + prg ,
wo § alle Zahlen der Ordnung durchléuft.

3. Wir bilden jetzt ein in p” enthaltenes Rechtsideal a von folgendem
Typus: S moge die Gesamtheit der Matrizen bezeichnen, deren =, erste
Zeilen beliebig sind, wihrend die iibrigen lauter Nullen enthalten.
S’ bedeute entsprechend die Matrizen, deren n, erste Zeilen beliebig sind,
wihrend die iibrigen Zeilen nur Null enthalten, ebenso §/) die Matrizen,
deren n; erste Zeilen beliebig sind, wihrend die iibrigen verschwinden.
Dann bilden wir das Rechtsideal

a=8+pS + 48 4 pr .
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Weil mit dem Restesystem S auch p8 in ¢ vorkommt, muB S8 in 8’
enthalten sein und wir haben daher die Ungleichungen

O<my=n = =n,<n.

Zu diesem Rechtsideal bilden wir ein Linksideal und fiihren folgende
Bezeichnung ein:
N— Ny = My—qy veey B — Ny = My .

Dann verstehen wir unter 7" die Matrix, deren m; letzte Spalten
beliebig mit Resten des Galoisfeldes ausgefiillt sind, wahrend die vor-
herigen Spalten sdmtlich 0 sind. Offenbar gilt

0<my=m; = =m_; <n.

Die Gesamtheit der Reste in
B - T +pT’ —{-— oo + pr-—l T(T‘—l) (mod pr)

bildet ein Linksideal, das ich frither (Dickson, S. 294) als das zu ¢ kom-
plementére Ideal bezeichnet habe.

4. Nun bilden wir das Produkt ba der beiden Ideale, indem wir in der
iiblichen Weise darunter das Produkt einer beliebigen Zahl aus b mit
einer beliebigen Zahl aus ¢ und die Summen solcher Produkte verstehen.
Indem man

(T + pT’ e pr-1 Tr=1) 4 pr §) (8 + - 4+ p™1 8D  pr )

nach dem Distributivgesetz ausmultipliziert, findet man, daB alle Grofen
durch p" teilbar sind. Denn es ist ptT')pkSk) = pi+kT )8k Falls nun
1 + k < r ist, so wird das Produkt der beiden Matrizen = 0. Dagegen
kommt im Produkt jedes Vielfache von p” vor. Denn es ist ein zweisei-
tiges Ideal, welches insbesondere 7' p™ § enthélt. Wir kénnen den Faktor
p" weglassen und 7' S untersuchen. Weil wir ein zweiseitiges Ideal vor uns
haben, kommt auch §7'§ darin vor. Dies reduzieren wir (mod p) und
erhalten R T R. Bedenken wir nun, daB 7' nicht die Nullmatrix ist,
sondern dafl mindestens eines der e;; mit einem von Null verschiedenen
Faktor auftritt, so sehen wir, da R 7' R die vollstindige Matrixalgebra,
(mod p) ist. Daher ist das zugehorige Ideal das Ideal (1), also die Ordnung
S selber.
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Wir bekommen daher die Gleichung
ba =19p"3;
indem man setzt b/p"™ = a~1, erhilt man das zu ¢ inverse Ideal, das die

Gleichung erfiillt:
ala=(1)

5. Um das Weitere iibersehen zu kénnen, ist es bequem, die Matrix-
darstellung des Restesystems (mod p7), die durch den Satz 1 gegeben
ist, zu verwenden. Die Ordnung besteht (mod pr) aus den Matrizen von
n Zeilen und Kolonnen, deren Koeffizienten unabhiangig voneinander
die numerischen Reste (mod p7), welche das Zentrum (mod p7) bilden,
durchlaufen. Das Ideal ¢ besteht aus denjenigen Matrizen, deren n,
erste Zeilen beliebig sind, wéhrend die néachsten n,—n, Zeilen simt-
liche durch p teilbaren numerischen Reste enthalten usw. Bezeichnen
wir das System aller Reste mit M, das System, aus welchem in der soeben
angegebenen Weise das Ideal a gebildet wird, mit 4, so sieht man ohne
weiteres, dall 4 = P M ist, wo P eine Matrix ist, welche auflerhalb der
Hauptdiagonalen mit 0 ausgefiillt ist, widhrend in der Hauptdiagonalen
zuerst ny,-mal 1 steht, hierauf (n,—mny)-mal p usw.; am SchluB8 steht
(n—n,_;)-mal 0. Entsprechend wird das Linksideal b von den Matrizen
M@ gebildet, wo @ wieder eine Diagonalmatrix ist, deren n, erste Dia-
gonalstellen mit 0, die ndchsten n,—n, Stellen mit p™—! usw. ausgefiillt
sind, so dal P@Q = p" E ist, wo E die Einheitsmatrix bedeutet. SchlieBlich
wird das Ideal ¢~ zu M P1.

Man findet jetzt, daBl dem Produkt a¢b das folgende Matrixsystem ent-
spricht : PMMQ = PMQ. Hier geniigt die Betrachtung (mod p”)
nicht, sondern wir miissen zunéchst zu den Idealen selber iibergehen.
a besteht aus den Zahlen von PM -+ p" § und b aus den Zahlen MQ+prs.
Es wird ab = (PM 4+ p'S) (MQ + p*S). Multipliziert man aus, so findet
man, daB in ab jedenfalls p?>" § enthalten ist, so dafl dieses Produkt aus
Restklassen (mod p?7) besteht. Verstehen wir nun wieder unter M das
System aller Matrizen, deren Koeffizienten die Zentrumsreste (mod p2)

durchlaufen, so wird
ab = PMQ (mod p*).

6. Es ist niitzlich, sich von dem System P M@ eine deutliche Vorstellung
zu machen. Zu dem Zweck teile man das Quadrat von n Zeilen und Kolon-
nen in Teilrechtecke ein, indem man nach der n,ten Zeile und Kolonne
(k = 0,1, ..., r—1) einen Teilungsstrich durch das ganze Quadrat zieht.
Man erhilt so 72 rechteckige Felder. Die Einteilung ist symmetrisch zur
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Hauptdiagonalen, so daB die Felder, welche von ihr durchschnitten
werden, quadratisch sind. Numerieren wir die Felder nach dieser Eintei-
lung, so daf} sie durch zwei Zahlen (¢, k) bezeichnet sind, deren erste sich
auf die vertikale Einteilung nach r horizontalen Streifen, die zweite auf
die horizontale Einteilung nach r vertikalen Streifen bezieht, so wird das
Feld mit der Nummer (¢, £) von allen Resten des Zentrums (mod p?27)
ausgefiillt sein, die durch p?+7—* teilbar sind. Hierbei soll die Numerierung
in ¢ und % von O bis r—1 gehen. In der Tat wird der Faktor P den iten
Horizontalstreifen mit p* multiplizieren und der Rechtsfaktor @ den
kten Vertikalstreifen mit pr—*. Spiegelt man die Matrix an der Haupt-
diagonalen, so bedeutet das die Vertauschung von ¢ und % und man sieht,
daf} Felder, die spiegelbildlich zur Hauptdiagonalen stehen, mit Potenzen
von p multipliziert sind, deren Produkt p?" ergibt. '

7. Das Produkt ab besteht aus allen Zahlen der Gestalt PMQ -+ p** .
Wir dividieren sie nun durch p” und erhalten damit ga—1=PM P-14p'S.
Dieses System, das gegeniiber § auch gebrochene Zahlen enthilt,
bezeichnen wir mit K. Es enthilt die Haupteinheit, denn die Haupt-
diagonale ist mit beliebigen ganzen Zahlen zu besetzen, da sie vorher
genau durch p” teilbar sein mufite. & ist eine Ordnung, denn es wird
K& = PMP1PMP1= PMP1

Fiir PM P! gelten entsprechende Satze, wie friither fiir PMQ. Felder,
welche spiegelbildlich zur Hauptdiagonalen liegen, sind mit Potenzen
von p multipliziert, deren Produkt 1 ist. Die Anzahl der Reste (mod p")
ist in M und PM P-1 dieselbe.

Die Diskriminante der Ordnung & ist gleich derjenigen von . Denn
die Substitutionsmatrix, welche eine Basis von & in eine solche von §
iiberfiihrt, hat die Determinante 1, weil die Anzahl der Reste (mod p”)
in beiden Ordnungen dieselbe ist. Was an ganzen Zahlen von § verloren
geht, wird an gebrochenen Zahlen wieder gewonnen. Wenn daher § eine
maximale Ordnung ist, deren Diskriminante ein Minimum ist, so ist auch
f eine maximale Ordnung.

& = aa! ist die Linksordnung des Ideales 4. Denn es gilt Ka =
aa~1lg = q. Hieraus ergibt sich der Satz von Brandt fiir unseren Spezial-
fall:

Satz 2: Ein Rechtsideal ¢ der Ordnung & ist stets auch Linksideal
der Ordnung g¢a—! = K.

8. Um einen beliebigen Rechtsidealteiler von p* zu bestimmen, beniitzt
man wieder die Matrizendarstellung. Wir suchen in dem Rechtsideal
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Matrizen, deren Rang », (mod p) mdéglichst groB ist; es gibt also in jenen
Matrizen genau n, Zeilen, welche (mod p) unabhingig sind. Unter allen
Matrizen mit diesem maximalen Rang (mod p) wihlen wir diejenigen
aus, deren Rang (mod p?) maximal ist. Dieser Rang sei n, 4+ n,. In dieser
Weise fahren wir fort und wir erhalten eine Matrix von hochstem Gesamt-
rang. Nun fiihren wir diese Matrix in eine Normalform iiber. Wir bringen
n, Zeilen, die (mod p) unabhangig sind, in der Matrix nach oben an die
Stelle der n, ersten Zeilen. Alsdann fiigen wir lineare Kombinationen
dieser Zeilen zu den iibrigen hinzu so, da@ sie alle durch p teilbar werden.
Unter diesen durch p teilbaren Zeilen suchen wir n; (mod p?) unab-
hiéngige aus und setzen sie unterhalb der vorigen, also an die Stelle der
(ng + 1)ten bis zur (ny + n,)ten Zeile. Am Ende bekommen wir »,_,
Zeilen, welche durch p™! teilbar sind und schlieBlich %, Zeilen, welche
mit 0 ausgefiillt sind. Die Operationen, welche mit der Matrix M vor-
genommen worden sind, ndmlich die Vertauschung von Zeilen und die
Hinzufiigung linearer Kombinationen gewisser Zeilen zu andern Zeilen,
sind Zusammensetzungen von links her mit Matrizen, deren Determinante
von O verschieden ist. Unser Resultat ist also folgendes: man kann eine
Matrix A angeben, deren Determinante zu p prim ist und fiir welche AM
die normale Gestalt hat, daB die »n, ersten Zeilen (mod p) linear unab-
héngig sind, die n, darauf folgenden durch p teilbar, aber (mod p?) linear
unabhéngig usw. Ich bezeichne diese Zeilen mit

Zyy s Zongs DTyt s Dmysnys o -

Nun behaupte ich, daB die von den Potenzen von p befreiten Zeilen
Z, s Zipgt1, - €benfalls linear unabhéngig sind (mod p). Denn bestinde

eine Beziehung
Zpyi1 =812y + o + a,, 2y, (mod p) ,

so ergibe sich durch Multiplikation dieser Kongruenz mit p eine Bezie-
hung zwischen den n, + 1 ersten Zeilen der Matrix (mod p?), was nach
der Voraussetzung nicht der Fall ist. In derselben Weise kommt man zu
einem Widerspruch, wenn die Beziehung zwischen andern Zeilen besteht.

9. Die Matrix AM ist normal und kann in ein Produkt PZ zerlegt
werden, wobei P eine Matrix ist, welche auflerhalb der Hauptdiagonalen
mit 0 ausgefiillt ist, wihrend in der Hauptdiagonalen von oben an zuerst
n,-mal 1 steht, hierauf »,-mal p, dann n,-mal p? usw. Am SchluB steht
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n,-mal 0. Die Matrix Z besitzt die Zeilen Z,, Z,, ... in dieser Reihenfolge,
die n, letzten Zeilen kénnen ganz beliebig ausgefiillt werden, weil sie mit
0 multipliziert werden. Wir kénnen daher annehmen, dafl die Determi-
nante von Z zu p prim ist.

Nun sei S eine ganz beliebige Matrix (mod p”). Die Gleichung
ZX = 8 (mod p")

besitzt als Losung X = Z-18, ist also stets auf eine Weise 16sbar. Daher
durchlduft ZX mit X das ganze System der Matrizen (mod p7).

Weil das vorgegebene Rechtsideal die Matrix 4-! PZ enthilt, so ent-
hilt es simtliche Matrizen 4-1PM. Nun mull noch gezeigt werden, dal}
damit schon das ganze Ideal erfaflt ist. Nehmen wir an, es gebe im Ideal
noch eine weitere Matrix, etwa 7T, so bilden wir A7 und erhalten eine
Matrix U, welche nicht die Gestalt PX hat. Das heillt aber, irgend ein
Koeffizient wird nicht durch diejenige Potenz von p teilbar sein, welche
seine Zeile erfordert. Wieder geniigt es, ein Beispiel zu behandeln. Es
moge also etwa in der (ny 4 1)ten Zeile ein zu p primer Koeffizient vor-
kommen. Weil wir ein Ideal vor uns haben, so diirfen wir zu B eine
beliebige Matrix von PX addieren, ohne aus dem Ideal herauszukommen.
Wir diirfen also insbesondere annehmen, daf3 die n, ersten Zeilen ganz
beliebige Reste (mod p) enthalten, wihrend der Koeffizient in der
(ny + 1)ten Zeile sich (mod p) nicht gedndert hat, denn die addierten
Matrizen sind ja in jener Zeile sdmtlich durch p teilbar. Damit kénnen
wir aber eine Matrix herstellen, deren Rang (mod p) grofler als n, ist
und die trotzdem zum Ideal gehort, was einen Widerspruch ergibt. Damit
erhalten wir den

Satz 3: Ein beliebiger Rechtsidealteiler von p” entsteht stets aus einem
normalen Rechtsteiler durch Linksmultiplikation mit einem zu p primen
Rest.

Bedenken wir weiter, daB3 auch die normalen Ideale entstehen, indem
man das Gesamtsystem aller Matrizen (mod ") links mit dem durch P
repriasentierten Rest multipliziert, so erhalten wir fiir unseren Fall den

Satz 4: Samtliche Rechtsidealteiler von p” sind Hauptideale (mod p"),
d. h. sie lassen sich in der Gestalt a § (mod p”) darstellen, wo a ein Rest
ist. Umgekehrt sind sdmtliche Systeme a S (mod p7) Idealteiler von p”.

Korollar: Mit denselben Mitteln beweist man, daB3 simtliche Ideale
der vollstindigen Matrixalgebra im Gebiet der rationalen Zahlen Haupt-
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ideale sind. Denn die Reduktionen welche wir vorgenommen haben,
nimlich die Vertauschung von Zeilen und die Hinzufiigung von Zeilen
zu andern, nachdem man sie mit ganzen Zahlen multipliziert hat, ent-
sprechen ja der Zusammensetzung von links her mit Matrizen, welche
ganzzahlig sind und eine Determinante -+ 1 haben.

10. Der Satz 4 148t sich nun ohne Miihe auf irgendwelche zur Diskri-
minante prime Rechtsideale ausdehnen. Betrachten wir zunédchst den Fall,
dal das Restesystem (mod p) eine direkte Summe von vollstindigen
Matrixalgebren ist, so zeigt man ohne weiteres, dafl auch das System
(mod p7) in eine direkte Summe zerfillt. Man hat blo die Hauptein-
heiten e,, e,, ..., ¢, durch Potenzierung zu orthogonalen Einheiten (mod p")
zu machen, dann ist die Zerlegung bereits ausgefiihrt (vgl. Dickson,
Kap. 13, Satz 10, pg. 278 und pg. 279). Jeder der Summanden in der
direkten Summe bildet eines der bereits behandelten Systeme und der
allgemeine Rechtsteiler von p” ist direkte Summe von Rechtsidealen in
den einzelnen Summanden. Diese letzteren sind aber Hauptideale von
der Gestalt a,,, wo @, den kten Summanden, a, irgend einen Rest des-
selben darstellt. Bildet man a = a, e, + a,e, + -+ a, ¢;,, so ist das
ganze Rechtsideal offenbar identisch mit dem Hauptideal a § (mod p7).

Nun seien f und g zwei ganze, zu einander prime Zahlen und ¢ ein
Rechtsidealteiler von fg. Bilden wir das Rechtsideal q¢ + ¢, d. h. addie-
ren wir simtliche Vielfachen von g, so erhalten wir einen Rechtsidealteiler
a von f. Entsprechend wird q 4+ f ¥ = b ein Rechtsteiler von g. Wir
setzen voraus, dafl Satz 4 fiir die Teiler von f und die Teiler von g be-
wiesen ist und beweisen ihn fiir den Teiler von fg. Es sei ¢ = a § (mod f)
und b = b (mod g), dann wird q = (ga + fb) § (mod fg), also ein Haupt-
ideal.

11. Wir behandeln nun die Diskriminantenteiler. Ist p ein solcher, so
besitzt das System der Reste (mod p), das mit R bezeichnet sei, ein von
0 verschiedenes Radikal R. Wieder nehmen wir zunichst den Fall, daB3
die Differenzalgebra % — N einfach, also eine vollstindige Matrixalgebra
in einem Galoisfeld ist. Im folgenden bezeichnen wir Repréisentanten der
Reste (mod N), stets mit P, gleichgiiltig nach welchem Modul sie redu-
ziert werden; ihre Zahl ist gleich der Zahl der Reste von R — R, da sie
eben diese Algebra reprisentieren.

Nun betrachten wir die sukzessiven Potenzen von R (mod p?). Es sei
RM+1 die erste durch p teilbare Potenz, also enthalte R noch Reste
(mod p?), die nicht durch p teilbar sind. Setzen wir N+ = pM (mod p?),
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so ist M (mod p) betrachtet ein zweiseitiges Ideal. Wenn daher irgend ein
Rest in M vorkommt, der nicht in N enthalten ist, so muB MW = R (mod p)
sein, denn R enthilt auBer sich selbst nur solche zweiseitigen Teiler, die
in N liegen. Es bestehen also nur die beiden Moglichkeiten: entweder es
ist M+1=pR (mod p2) oder es ist N+ in pN enthalten. Im zweiten Fall
wird R2A in pNA enthalten sein und ich habe gezeigt (Dickson, pg. 283),
dal man hier den Integritétsbereich erweitern kann durch Hinzufiigung
von N /p. Wenn wir also von vorneherein einen maximalen Integritéts-
bereich voraussetzen, so wird stets N+ = p R (mod p2).

12. Wir gehen wieder zu den Resten (mod p) zuriick und nehmen einen
Rest v aus RN, der nicht in N? liegt. Jetzt bilden wir das System »9P. Die
Anzahl der Reste in 9 sei v. Diese Zahl ist gleich k2p’/, wo k den Grad der
Matrixalgebra § bedeutet (die sogenannte Kapazitit) und p’ die Ordnung
des Galoisfeldes. Ich behaupte, daB »9 ebenfalls v Reste enthilt, die
samtlich (mod MN?) verschieden sind. Denn im andern Fall lige eine Ver-
bindung v (a,, €1, + 315613 + * + apr €x) in N2 Multipliziert man
links mit e; und rechts mit e,;, so folgt, daB der generelle Summand
a;.¢; Schon in N2 liegt, also auch » (e;; + €55 + *** + €;,), was der Vor-
aussetzung widerspricht, da e,; + €55 + - + €, = 1 die Haupteinheit
ist.

In derselben Weise zeigt man, dal P» (mod RN?) genau v Reste enthilt.
Nehmen wir nun an, daBl R (mod N?) selber nur v Reste enthilt, so
konnen diese sowohl durch 9§, als durch $» repriasentiert werden und
wir erhalten »P = P» = N (mod N?). Das heiBlt aber, daB N (mod N?)
ein Hauptideal ist. Ich beweise nun, daf unter dieser Voraussetzung auch
N (mod p) das Hauptideal »R ist. Was wir bis jetzt gezeigt haben, ist,
daBl N = »P + N? (mod p) ist, denn nach Voraussetzung wird eine belie-
bige Grofle von N (mod N?) einer GroBe va kongruent, wo a in P liegt,
dies ist aber gerade obige Formel. R? besteht aus allen Produkten von
zwei GroBen aus N und aus den Summen solcher Produkte. Betrachten
wir also ein solches Produkt » (a+pu) v (a’+p'), wo p und p’ in N liegen.
Es liefert va v a’ + p, wo p in N3 liegt, weil jeder seiner Summanden
mindestens drei GroBen aus R als Faktor besitzt. Nun konnen wir aber
nach oben a » = » a” (mod N?) setzen, d.h. a » = va" 4+ o, wo o in N?
liegt. Es wird nun va va’ = vva” a’ (mod RN?) und wir haben das Resultat,
daB jede GroBe von N2 einer GroBe der Gestalt »29 kongruent ist (mod N3).
In derselben Weise zeigt man fiir jeden Exponenten j, daB % einer
Grofe »'P kongruent ist (mod Ni+!), daB also alle Differenzalgebren
NI — NI +1 zweiseitige Hauptideale sind. Nehmen wir nun irgend eine
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Zahl v aus N, so kénnen wir eine Zahl aus v subtrahieren so, daB die
Differenz in R? liegt, hierauf eine Zahl aus »*P subtrahieren, so daB die
Differenz in N2 liegt usw., und es ergibt sich

v = va, + v%a, + - + va, (mod p)

d. h. dasIdeal R ist (mod p) ein Hauptideal »R, ferner ist N? = »2R usw.
Dasselbe gilt auch (mod p*).

13. Die ganze Schwierigkeit ist nun darauf zuriickgefiihrt, zu beweisen,
daB die Differenzalgebra ®t — N? die Ordnung v hat, dieselbe wie die
Algebra 9.

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir das obige Verfahren etwas
verfeinern. Es sei wieder » eine Zahl aus R, welche nicht in N? liegt.
Wir bilden die simtlichen Produkte e,; » ¢,; (mod N?). Mindestens eines
derselben liegt aullerhalb von N2, denn die Summe aller ist ». Es sei
etwa e,, ve;; = v;; aullerhalb M. Dann setzen wir e, v,, e,; = v,
Diese k? GroBen sind linear unabhéngig (mod RN?), was wie oben bewiesen
wird, sie liefern ein System von v Gréfen und dieses bildet ein zwei-
seitiges Ideal 11 (mod N2). Denn PUP = U (mod N?), weil allgemein gilt

eim Vi = 0fallsm #£1¢, e, v; = v, (mod N?)

Falls ® mit 11 nicht identisch ist, so gibt es einen weiteren Rest x in
N, der nicht in 1 enthalten ist. Wir behandeln ihn wie vorher », nehmen
an, dafl u,, = e;, ue,, auBerhalb von U liegt und bilden das System
Hy; nebst simtlichen linearen Verbindungen im Galoisfeld. Wir erhalten
wieder v Reste, welche verschieden sind und mit den Resten aus 11 keinen
gemeinsamen haben. Dieses neue System sei mit B bezeichnet. Nun
nehmen wir an, daB alle Reste erschopft sind, dafl also | = U 4+ B ist.
Wir bilden jetzt
RN = N + NV (mod NA+2)

Bedenken wir, daB 11 und 9B in RN enthalten sind, dagegen N2 enthalten,
so miissen N1 und NV zweiseitige Ideale sein, welche durch p teilbar,
dagegen in pN enthalten sind. Solcher Ideale gibt es aber nur zwei,
némlich (p) und pR. Wire nun N 1 = pRN (mod p?), so ergibe sich durch
Linksmultiplikation mit ® die Gleichung R+ 11 = pN? (mod p%). Nun
ist aber MM! = (p), also erhalten wir den Widerspruch pll = pN?
(mod p?). Daher wird Rl = N*B = (p) (mod p?). Multiplizieren wir
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links mit N, so bekommen wir NA+1 11 = NA+1 B. Nun ist aber R+ =pUl
und NM+1W = pB. Wir bekommen daher pil = pB (mod p2) und daraus
den Widerspruch 1l = 9B (mod p).

14. Nun kann man fortfahren wie im vorigen Fall. Ich will es fiir die
Teiler von RN? kurz ausfithren. Die folgenden Gleichungen sind stets als
Kongruenzen (mod RN?) aufzufassen.

Man kann zunéchst die ¢;; als Idempotente (mod N?) annehmen durch
Potenzierung. Mit diesen bildet man e, ve;; = »;;. Nun wird e;e;, =
a;; vy Jetzt bildet man die neuen Gréflen:

€ii — i1 Vy1 —— B2 Vo — " T 8y -1 Vig—1 7 @it Vigtr 7 T Vik

und findet, daf sie orthogonale Idempotente (mod RN?) sind. Mit diesen
bildet man nun aufs Neue e,; » ¢;; = »,;. Aus diesen GroBen kann man
v ausklammern, weil R Hauptideal ist und man kann sie etwa mit »b,,
bezeichnen. Hierauf kann man das ganze Restesystem in eine Matrix von
k Zeilen und Kolonnen bringen und wie friither weiterfahren. Man hat
nur p durch » zu ersetzen.

Hiermit sind auch diese Ideale als Hauptideale nachgewiesen. Fiir den
Fall, daf} das System R — N halbeinfach aber nicht einfach ist, verweise
ich auf die ,,Erste Reduktion‘ in Dickson § 147, S. 287. Wir erhalten so
den

Satz b: Ist m eine beliebige ganze rationale Zahl, so ist jeder Ideal-
teiler von m ein Hauptideal im System der Reste (mod m).

Mit den gewonnenen Resultaten 148t sich nun der Kristallbau der Ord-
nungen und Ideale einer Algebra vollig iiberblicken; er ist von grofler
Schonheit. Dies soll den Inhalt des zweiten Abschnittes bilden.

II. Die Struktur aller Ordnungen und Ideale einer Algebra.

15. Nachdem die Gesamtheit der Rechtsideale einer Ordnung auf-
gestellt ist, konnen wir die Rechts- und Linksideale simtlicher Ordnungen
in ihrer Beziehung untersuchen. Wir denken uns die Ordnungen nume-
riert und mit 1, die ste unter ihnen bezeichnet. Ferner bedeute u,, ein
Ideal, das links zu 1,, rechts zu 1, gehort, so da also 1, 1, 1, = u,; ist.
Die Rechtsideale von 1, gehoren zu verschiedenen Linksordnungen und
es gilt a;, a7; = 1,. Wenn das Ideal b,, im Ideal 4,, enthalten ist, d.h.
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wenn alle Zahlen des ersten Ideales auch Zahlen des zweiten sind, so ist
By, 673 = ¢, ein ganzes Ideal. Denn ist a;, > b,,, so wird

51 67 = 1; > by 037 = €4
Weiter folgt aus derselben Bedingung a7 < bii, also
Bry 01 = Crs < Bry By = 1

Gilt ferner a,, > b,, > B,,, so ist D, a7; ein ganzes Ideal, das ¢, umfaBt,
und ist umgekehrt f,; ein ganzes Rechtsideal von 1,, das ¢;; umfaBt, so
ist f,; a;; ein Ideal zwischen q,;, und b,,.

16. Wir ordnen nun (vgl. Brandt [7] bei Deuring) jedem Rechtsideal
einer fest vorgegebenen Ordnung einen Punkt eines Punktsystems zu
und konstruieren einen Graph in folgender Weise: Wenn das Ideal b im
Ideal a enthalten ist und zwischen ¢ und b kein weiteres Ideal liegt, so
verbinden wir den Punkt ¢ mit dem Punkt b durch einen Pfeil, der von
a nach b gerichtet ist. Dieses System von Punkten und Pfeilen heiflt die
Struktur der Rechtsideale in der Ordnung.

Zwel Strukturen heiflen identisch, wenn ihre Punkte so aufeinander
eineindeutig bezogen werden konnen, daBl auch die Pfeile in gleich-
gerichtete Pfeile iibergefiihrt werden. Nun gilt der fundamentale

Satz 6: Die Strukturen der Rechtsideale in den verschiedenen Ord-
nungen sind identisch.

Beweis: Es sei 1, eine beliebige Ordnung. Wir bilden durch Basis-
multiplikation 1, X 1, = d;;. Nun wird 1, = bd;, dj;. Ordnet man
dem Ideal g, das Ideal a,;, d;, = b,; zu, so erhilt man eine eineindeutige
Zuordnung der Rechtsideale von 1, und 1,. Ist ferner ¢, in g,, enthalten,
ohne daB ein Zwischenideal eingeschaltet werden kann, sind also die
beiden Punkte durch einen Pfeil verbunden, so wird dasselbe auch von
6ax0x und €50, gelten, d. h. Pfeile werden auf Pfeile mit Erhaltung
des Richtungssinnes abgebildet. Die verschiedenen Ordnungen unter-
scheiden sich nur durch die Stellung der Eins, also durch die Perspektive,
in der sie die Struktur erblicken. Ist d,, ein Ideal, das links zu 1, gehort,
so kann man diesem Punkt die Ordnung 1, zuordnen, er reprisentiert
das Einheitsideal derselben. Man mul} nun die Punkte umnennen, indem
a,, jetzt mit dem Ideal a,, d3; bezeichnet wird. Die Pfeile, welche von
diesem neuen Einheitspunkt ausgehen, fithren nach den Primidealen usw.
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17. Die Struktur gestattet Deckoperationen. Denn ist q,, ein zwei-
seitiges Ideal, so kann der entsprechende Punkt ebenfalls als Ausgangs-
punkt fir die Ordnung 1, angenommen werden, er ist von der Struktur
gleich umgeben, wie der Punkt 1,. Diese Deckoperationen bilden eine
abelsche Gruppe, welche mit der multiplikativen Gruppe aller zwei-
seitigen Ideale einstufig isomorph ist. Bei diesen Deckoperationen geht
das Ideal g, iiber in das Ideal a;,q,, und dies ist das allgemeinste Ideal,
welches die Linksordnung 1, und die Rechtsordnung 1, hat, wie man
unmittelbar beweist. Die Gesamtheit dieser Punkte liefert daher gerade
die Gesamtheit der Ausgangspunkte fiir die Ordnung 1,. Das kann man
auch direkt beweisen: Nimmt man den Punkt g,, als Ausgang fir 1,,
so hat man alle Ideale mit g;} rechts zu multiplizieren, um die neue
Zuordnung zu erhalten. Zwei Ideale, welche sich friiher nur um ein
Ideal q,, unterschieden, b,; und b,,q,,, werden jetzt zu b,, a75 und
By 911 a7 Nun ist aber q,, a7 = 673 (0,191, 675) und das Ideal in der
Klammer ist ein zweiseitiges Ideal g, in 1,. Es ist also in der Tat b,,q,,97;
= By 073 Qi -

Ersetzt man in der Struktur der Rechtsideale jedes Ideal durch die
zugehorige Linksordnung, so erhélt man eine neue Struktur, die Struk-
tur der Ordnungen. Hier hat man die Gesamtheit der Punkte, welche
dieselbe Bezeichnung besitzen, also die Punktgruppe der unter den Deck-
operationen in einander iibergefiihrten Punkte, als einen Punkt anzu-
sehen. Diese Struktur weist gegeniiber der fritheren neue Eigenschaften
auf. Frither kam man, wenn man in der Richtung der Pfeile fortlief,
stets in neue Punkte, jetzt wird man in den Anfangspunkt zuriickkommen,
sobald man einen Polygonzug durchlaufen hat, der ein zweiseitiges Ideal
liefert.

18. Die Zerlegung eines Ideales in Primideale geschieht folgendermaBen.
Wir nehmen zunéchst an, dafl das Ideal ganz ist. Dann kann es von 1, aus
durch einen Polygonzug verbunden werden, der stets vorwirts weisende
Pfeile enthilt. Die Ideale, welche wir bei der Durchlaufung treffen, seien
8,15 Bg1, ¢;o Dann erhidlt man ¢, = (¢,,57%) (b, 070) (a,,). Die Ideale in
den Klammern sind lauter Primideale, freilich in verschiedenen Ord-
nungen. Dies ist die Zerlegung in Primideale. Da die Struktur zusammen-
hingend ist, so kann man zwei beliebige Rechtsideale a,; und b,, durch
einen Polygonzug verbinden. Man erhilt auf diesem Weg den Quo-
tienten ga;; b;; in Primfaktoren zerlegt, die den Exponenten + 1 oder
— 1 haben, je nachdem der Pfeil dieselbe Richtung hat, wie der Weg,
oder die entgegengesetzte.
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19. Um die Struktur der Linksideale aller Ordnungen zu erhalten,
verfihrt man einfach so: man ersetzt in der Struktur der Rechtsideale
jedes Ideal durch das inverse. Dann erhilt man zunichst die Hierarchie
der Linksideale in 1,, aber offenbar ist die Pfeilrichtung umgekehrt.
Hieraus ergibt sich der

Satz 7: Die Struktur der Linksideale entsteht aus derjenigen der
Rechtsideale durch Umkehrung der Pfeilrichtung; die beiden Strukturen
sind zueinander reziprok.

20. Neben den Deckoperationen, welche durch die zweiseitigen Ideale
geliefert werden, gibt es eine andersgeartete Gruppe, welche auf dem
Begriff des Hauptideales beruht. Ordnen wir dem Ideal g;, das Ideal
pa;, zu, wo u irgend eine GroBle der Algebra bedeutet, die eine inverse
besitzt, so erhalten wir wieder eine Gruppe von Deckoperationen, welche
der multiplikativen Gruppe jener Zahlen i. a. mehrstufig isomorph ist.
Wenn nidmlich x4 eine Einheit des Zentrums ist, so ist die Operation die
Identitdt. Ideale, welche bei jenen Operationen ineinander ibergehen,
heiBen linksidquivalent. Falt man sie wieder als einen Punkt auf, so
erhdlt man die Struktur der Linksklassen. Sie enthilt nur endlich viele
Punkte, wie Artin bewiesen hat.

Kombiniert man die beiden Strukturen, so erhidlt man eine noch
kleinere Struktur, die gebildet wird von den #dquivalenten Ordnungen,
wenn man zwei Ordnungen als dquivalent ansieht, die durch Transforma-
tion mit einer Zahl auseinander hervorgehen. Man erhilt sie aus der
Gesamtstruktur, indem man zwei Ideale als dquivalent ansieht, die sich
nur um einen numerischen Linksfaktor und ein zweiseitiges Ideal als
Rechtsfaktor unterscheiden. Alle diese Definitionen sind strukturinva-
riant. Denn nehmen wir zwei dquivalente Ideale q,; und ua;; ¢,, und
betrachten wir sie vom Punkt b,, aus, so liefern sie die beiden Ideale
a,,57% und ua;,q,, b5 . Diese sind aber auch dquivalent als Rechtsideale
in1,, denn esist das zweite jener Ideale = u a;; b7} 41xs WO Qrz = Br1q11 b7k
ist.

21. Ist u eine ganze Zahl der Ordnung 1, und a,, ein ganzes Rechtsideal
derselben Ordnung, so ist u 4;, zwar stets ein ganzes Ideal in 1,, aber es
ist im allgemeinen nicht in g,, enthalten. Dies trifit ndmlich nur dann
ein, wenn u auch eine ganze Zahl der Linksordnung 1, ist. Die Struktur
wird zwar auf sich selber strukturtreu abgebildet, wenn man die Ideale
links mit x4 multipliziert, denn aus a;, > by, folgt pa,,> uby,, aber bei
dieser Abbildung darf man nicht an eine Translation im euklidischen
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Sinne denken. Denn das Gesetz vom Parallelogramm gilt nicht. Man
kann wohl sagen: u g liegt zu x4 b, wie ¢ zu b, denn verbindet man ¢ und b
durch irgendein Polygon der Struktur, so erhilt man daraus durch Multi-
plikation mit x ein isomorphes Polygon zwischen g a und ub. Aber man
kann nicht daraus schlieBen, dafl auch a4 zu ga liegt, wie b zu ub. Die
Polygone, welche ¢ und pa verbinden, sind im allgemeinen anders-
geartet, als die Polygone zwischen b und ub.

22. Beschrinken wir uns auf die Hauptideale, oder legen wir von vorne-
herein eine Algebra zugrunde, deren Ideale Hauptideale sind, so erhalten
wir die Struktur der Hauptideale. Ihre Punkte liefern im ersten Falle
nicht simtliche Ordnungen, sondern nur diejenigen, welche aus 1, durch
Transformation mit Zahlen hervorgehen. Gehen wir von 1, aus zu einem
ganzen Ideal, indem wir stets in der Pfeilrichtung vorgehen, so liefern
uns die Zwischenpunkte eine Zerlegung in ganze Primideale. Sie ist aber
nicht mit der Zerlegung in ganze Zahlen identisch, da die Faktoren im
Innern ganze Zahlen in andern Ordnungen sind, also in 1, nicht mehr
ganz zu sein brauchen. Um die Zerlegung innerhalb der ganzen Zahlen
zu erhalten, muBl man die Struktur anders aufstellen. Wir sagen: das
Ideal ua ist Nachfolger des Ideales g, falls u eine ganze Zahl von 1, ist.
Wie schon oben bemerkt, ist ein Nachfolger im allgemeinen nicht im
Vorginger enthalten. Fiir die Normen gilt freilich der Satz, dafl Nm (ua)=
Nm (u) Nm (a), gleichgiiltig was fiir ein Ideal g ist. Der tiefere Grund
fiir diese Moglichkeit einer zweiten Struktur bei Hauptidealen liegt darin,
daB u 1, stets ein Ideal von derselben Norm ist, wenn es auch in gewissen
Ordnungen ganz, in andern gebrochen ist und je nach der Wahl der
Ordnung 1, verschieden ausfillt.

(Eingegangen den 9. Mirz 1936.)
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