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Zur Théorie der Verschiebung bei schlichter
konformer Abbildung
Von Herbert Grotzsch, Leipzig

"Dber die âlteren, sozusagen klassisch gewordenen Existenzsàtze hinaus-
gehend, beschâftigen sich neuere Untersuchungen mit dem genauen
Mechanismus der Géométrie der lconformen Abbildung, im besonderen mit
Wertannahmeproblemen bei speziellen Klassen von schlichten konformen
Abbildungen eines vorgegebenen schlichten Bereiches. In dieser Arbeit
handelt es sich im wesentlichen um die sog. sternigen Abbildungen des

schlichten Bereiches | z \ > 1 der 2-Ebene, der kurz mit B bezeichnet wird.

Durch w f(z) mit der Entwicklung w z + — + -^f + ••• z + ((0))

werde B eineindeutig konform auf einen schlichten Bildbereich B der

w-Ebene abgebildet. Wenn im besonderen die Berandung R von B sternig
in bezug auf w 0 ist, d. h. wenn mit zwei beliebigen, im Endlichen
gelegenen, der Bedingung arg w1 arg w2 mod 2ti genugenden inneren
Punkten wx und w2 von B auch die ganze gerade Strecke mit w1 und w2

als Endpunkten zum Innern von B gehôrt, heiBt eine solche normierte
schlichte konforme Abbildung von B sternig normiert konform, kurz

sternig; w 0 liegt dann notwendig auf R oder wird von R umschlossen.
Bekanntlich ist dann auf jedem Kreise \z\ 1 + p(p > 0) argw mono-
ton verânderlich. Ûber die Géométrie der sternigen Abbildungen von
\z\ > 1 werden im folgenden die nachstehenden Sâtze von elementarer
anschaulich-geometrischer Natur bewiesen:

Satz 1 (Hilfssatz) : Wird |2| > 1 durch w f(z) sternig abgebildet,
dann hat bei beliebigem a mit | a | 1 und beliebigem komplexem b die

z _| 1=6 hôchstens zwei Wurzeln z mit absolutem
z I a

Betrage > 1, ausgenommen den Fall, daB f(z) z -\ und zugleich

6 1 ist, wo die Gleichung zur Identitât wird; d. h. die Bildflâche, auf
/ a\die / (z) : lz-\ B konform abbildet, ist hôchstens zweiblâttrig (im
\ z)

Ausnahmefalle reduziert sie sich auf den Punkt 1).

Satz 2 (Verschiebungssatz fur sternige Abbildungen von \z\ > 1): Sei

zx ein beliebiger innerer, dann festzuhaltender Punkt ^ oo von B. Dann
liegt bei jeder sternigen Abbildung von B der Bildpunkt wx f(zx) von
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zx auf der abgeschlossenen Kreisflâche K(z1) \\w1 — zx\ ^-.—-.[. Ein
a

' '%l ' '
cPunkt z1 + -j—| (| a | 1) auf dem Rande von K(zx) ist nur bei w z + -\zi I 2

mit c a^ : 1^1 Bildpunkt von zx.

Durch die Transformationen £ -, w — entsprechen die sternigen
z w

Abbildungen von B umkehrbar eindeutig denjenigen speziellen schlichten,
in bezug auf r\ 0 sternigen Abbildungen von \S\ < 1, die durch fur
111 < 1 konvergente schlichte Potenzreihen der Form r\ S + 63 f3 +
64f4 + • • • mit verschwindendem Koeffizienten von f2 vermittelt wer-
den. So folgt aus Satz 2 sofort der

Satz 3 (Verschiebungssatz fur spezielle sternige Abbildungen von | f | < 1) :
Bei spezieller sterniger Abbildung von 111 < 1 durch rj Ç -\- bzè3 +
64|4 + • • • liegt der Bildpunkt ^(fx) eines beliebigen inneren Punktes
f 7»£ 0 von || | < 1 auf der abgeschlossenen Kreisflache mit dem Mittel-
punkt Si - (1 — I £il4) und dem Halbmesser | fj8 : (1 — | IJ4). Ein belie-
biger Punkt auf dem Rande dieser Kreisflache ist nur bei der Funktion
rj | : (1 + a|2) Bildpunkt von |1? bei durch £x eindeutig bestimmtem a
mit |a| 1.

Jetzt werde B durch w f(z) z -{—- + -| + • • • eineindeutig kon-

form auf einen schlichten Bildbereich B der ^-Ebene abgebildet, dessen

Berandung R eine geschlossene konvexe Kurve sei, die auch zu einem
geradlinigen Schlitze ausarten kann. Eine solche Abbildung von iï heiBe
konvex normiert konform, kurz konvex; dann gilt der

Satz 4: Bei konvexer Abbildung w f(z) von B enthalt der
Bildbereich B von B den Punkt w 0 nicht als inneren Punkt ; nur bei

w f(z) z + - mit |a| 1 liegt w =¦ 0 auf dem Rande von JS, der

dann ein gerader Schlitz ist1). Die konvexen Abbildungen von B sind
also sternig (in bezug auf w 0).

In Verbindung mit Satz 2 folgt aus Satz 4 sofort der Satz 5 (Verschiebungssatz

fur konvexe Abbildungen von \z\ > 1): Bei beliebiger konvexer
Abbildung von \z\ > 1 ist der genaue Wertebereich des Bildpunktes
w1 f(z1) eines beliebigen inneren Punktes 2^00 von \z\ > 1 die

abgeschlossene Kreisflache | w1 — zx\ <ï -—-. Betrefifs ihres Randes gilt
\zi\

dasselbe wie bei Satz 2.

x) Dieser Satz 4 ist, zum mindesten implizite, wohl schon bekannt.
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Man bemerke, daB in den Sâtzen 2, 3 und 5 die Extremalfunktionen,
bei denen der Bildpunkt des festgehaltenen Originalpunktes am Rande
seines genauen Wertebereiches liegt, fur aile Originalpunkte gleichzeitig
Extremalfunktionen sind, was bei Wertannahmeproblemen im allge-
meinen keineswegs der Fall ist.

Literatur: Von Satz 5 ist mêmes Wissens bisher nur das Teilergebms explizite bekannt,

dafi | zx | — ^— < | f{zx) | < | zx | + JL ist (K. Lowner, Math. Zeitschr. 3, 1919, S. 65-77).—
I h 1 I zi I

Fur schlichte konvexe Abbildungen von | z\ -< 1 durch w— z -f- a2z2 + • • • lst das Versehie-
bungsproblem fur w(zx) gelost (E. Strohhacker, Math. Zeitschr. 37, 1933, S. 356-380,
insbes. S. 363, § 2, II. Satz) ; desgleichen fur allgememe sternige Abbildungen von | z | -< 1

durch w z -f a2z2 + (E. Strohhacker, a a. O., S. 369, VI. Satz). Der Sonderfall
a2 0 von Satz 3 der vorhegenden Mitteilung kann aus dem Ergebnis von Herrn E.
Strohhacker nicht ohne weiteres entnommen werden. — Weiterhin sehe man betreffs anderer
spezieller stermger Abbildungen: Kiyoshi Noshiro, Journal of the Faculty of Science,
Hokkaido Impérial University (Sapporo, Japan), Séries I, Vol. II (1934), S. 129-155. —
Das Verschiebungsproblem fur behebige schlichte normierte konforme Abbildungen eines
behebigen schhchten Bereiches mit oo als mnerem Punkte behandelt même Mitteilung
Leipz. Ber. math.-phys. Klasse 83, 1931, S. 254-279.

Die Beweise der genannten Sâtze erfordern keine Flâcheninhalts-
betrachtungen, sondern sie werden im wesentlichen mit Hilfe des Prin-
zips des Arguments des Satzes von der Charakteristik des Randes

gefûhrt, — eine bekannte Méthode bei der Untersuchung der Wurzeln
von Gleichungen, die ich auch in Leipz. Ber. math.-phys. Klasse 87,

1935, S. 145—158 und S. 159—167 zur Fûhrung von Unitâtsbeweisen
benutzt habe.

Beweis von Satz 1. Es geniigt, den allgemeinen Fall anzunehmen, daB
ç2lC

die B sternig abbildende Funktion w f(z) keine der Funktionen z -\

e2ic Z

ist, bei reellem c, da sonst Satz 1 klar ist. — Sei £ z H (c reell,
z

0 ^ c <n)\ w f(z) werde als Funktion von £ aufgefafit und mit w(Ç)
bezeichnet. w(Ç) bildet den genau von dem geraden Schlitze mit den

Endpunkten 2eic und —2eic begrenzten schlichten Bereich B der
y»

|-Ebene sternig ab, wegen der Entwicklung w f + -j + • • • && Un-

endlichen. Sei rj(£) w(i): f. Zu beweisen ist, daB die Bildflâche B', die

r}(Ç) uber der rç-Ebene als Bild von B entwirft, hôchstens zweiblâttrig ist.
Sei e eine sehr kleine positive Zahl. Da w f(z) B sternig abbildet,

ist in der w-Ebene das Bild Ke von \z\ 1 + s bekanntlich2) ebenfalls

2) Vermoge §=l:zf^ l:ti;ist dies m der Tatsache enthalten, dafi die |^| -< 1

sternig abbildende, fur | § | <: 1 konvergente Potenzreihe rj | -f o213 + az ^3 + von
|£| 1J (1 + €) ein© Bildhnie entwirft, die sternig m bezug auf y 0 ist. Hierzu ist
bekanntlich die Bedmgung E (£ y' (^) : rj (^) >-0 fur | £ | *c: 1 notwendig und hinreichend,
und dièse Bedmgung ist wegen der Sternigkeit von y (|) erfullt.
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sternig in bezug auf w 0, d. h. jeder Halbstrahl arg w konst. schnei-
det K£ in genau einem Punkte. Die Funktion we(z) w ((l + b)z):
(1 + e) bildet also B sternig ab, mit der richtigen Normierung im Un-
endlichen, und ebenso B, wenn we (z) als Funktion von | aufgefaBt und
mit we(Ç) bezeichnet wird. Ke umschlieBt den Nullpunkt.

Sei rjE(Ç) we(£): £. Die Bildflâche, die rje(Ç) von B liber der r\e-

Ebene entwirft, sei B'e. Wàre B ûber irgendeiner Stelle der rç-Ebene

mehr als zweiblàttrig, so miiBte dasselbe von B'B gelten, bei geniigend
kleinem e, da ja lim B'E E ist — dieser Grenzûbergang ist so zu ver-

stehen, daB dabei Windungspunkte einer Grenzlage zustreben oder auch
mehrere Windungspunkte zu einem Windungspunkte hôherer Ordnung
in der Grenze zusammenrucken kônnen. — Aus der f-Ebene werde die
Kreisflàehe ||| =r herausgestanzt, bei sehr kleinem positivem r. So

entsteht aus B ein schlichter Bereich B'r, dessen vollstândige Begrenzung
gebildet wird von der geraden Verbindungsstrecke der Punkte ré° und
2eic — ihre beiden Ufer bilden zusammen den Randbogen b[ der Beran-
dung von B'r —, von dem Halbkreise 111 r, c ^ arg f ^ c + ^ —
dieser Halbkreis ist der Randbogen b'2 von B'r —, von dem geraden Ver-
bindungsschlitze der Punkte —re™ und —2eic — seine beiden Ufer
bilden den Randbogen 63 von B'r—, und dem Halbkreise | Ç\ r, c+jt ^
arg | ^ c + 2n — dieser Halbkreis ist der Randbogen b\ von B'r. Ver-
môge we(f) entsprechen den beiden Uferpunkten Null der geraden
Verbindungsstrecke der Punkte £ 2e^ und | —2eic zwei verschiedene
Punkte Px und P2 auf KB, mit einer Argumentdifferenz ô, die man als

>0 und ^Ltc annehmen kann. Vermôge we(£) entsprechen b'2 und 64

zwei kleine Bôgen in der Nâhe von Px und P2, die von wB 0 aus gesehen

unter sehr kleinem Winkel erscheinen.

B'E r sei das Bild, das r?£(|) von B'r ûber der %-Ebene entwirft. Der

Rand von B'B setzt sich aus den Bildern der b'k (Jc= 1, 2, 3, 4) zusammen.

Das Bild von b'k sei Z'k. Die Berandung von B'T werde in positivem Sinne

monoton durchlaufen; el9 e2, bedeuten im folgenden absolut ge-
nommen sehr kleine réelle Zahlen, die mit r -> 0 ebenfalls gegen Null
gehen. Auf b[ ist arg f konstant; arg^£(|) variiert monoton wachsend,

da Ke in bezug auf w 0 sternig ist; also nimmt auf b[ arg rje(Ç) um
(d + gj) oder (2 n — à + et) zu. Auf b'2 nimmt arg f monoton um n zu,

und arg we(f) um e2; also nimmt auf b2 arg rj8 um (n — e2) ab. Auf 63

nimmt entsprechend arg rje monoton zu, und zwar um (2tt — ô + e3)

oder um (ô + e3), je nachdem auf 6^ die Argumentânderung von rçe(l)
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(ô + «1) oder (%n — à + ex) ist. Auf b\ nimmt entsprechend arg rje um
(n — e4) ab.

Bei r -> 0 streben b'2 und 64 gegen r\b — 00, und auf ihnen konvergiert
| jd arg r\t | gegen n ; b[ und 63 schneiden oder beruhren sich selbst nicht,
da auf ihnen arg rje sich monoton àndert, und zwar um einen Gesamt-

winkel < 2n; bei lim r 0 miindet jede der Linien lim b[ und lim 63

unter bestimmtem Winkel in den Punkt r\£ 00 ein.

Sei a ein beliebig gewâhlter, dann festzuhaltender endlicher Punkt der

%-Ebene, der auf keiner der Linien lim b[ oder lim 63 liegt. Die

GrôBe J \jd arg (rj8 — a)|, erstreckt uber den Rand von B'r bzw. B'B r,
bei geniigend kleinem r, ist ^ der Summe der vier GrôBen | $d arg (?]c-a) |,

die liber 6^ erstreckt werden (i 1, 2, 3, 4). Die zweite und vierte
dieser GrôBen sind jede — da jede der Linien b'2 und 64 bei r -> 0 sich in
ihrer Gestalt verhâltnismâBig immer mehr einem sehr groBen, gegen 00
strebenden Halbkreise mit einem festen, von r unabhàngigen Punkte,
etwa dem Nullpunkte, als Mittelpunkt nâhert, wie man leicht sieht —
kleiner als (n + e5). Da jede der Linien lim b[ und lim 63 in zwei

bestimmten, und zwar voneinander verschiedenen Richtungen sich nach

rj£ 00 hin erstreckt, und wegen der monotonen Ànderung von arg rje

auf ihnen um einen Gesamtwinkel < 2 n, ist auf b[ und 63 bei geniigend
kleinem r \ jd arg (rje — a) | < In — p, wobei 0 < p < 2n ist, und p von
dem geniigend kleinen r unabhângig ist. Bei lim r 0 ist daher von
einem gewissen r ab stets J < (2tt — p) + (^ + £5) + (2?r — p) +
(n + £5), d. h. es ist J < 6tz — 2 p + 2e5 und auch J < 6tz — p; d. h.

die Berandung von B'£r hat dann um den Punkt rjt= a hochstens die
Umlaufzahl 2, also enthâlt das ganz im Endlichen gelegene B'£ r den
Punkt rjc a hochstens zweimal als inneren Punkt. Aus lim r 0 folgt
dies auch fur B'8 lim B'£ r. Da dies fur aile nicht auf lim b[ und

r->0 r->0
lim 63 gelegenen Punkte a gilt, folgt dies auch fur aile endlichen Punkte

a iiberhaupt, d. h. B'£ und lim B'£ Br sind hochstens zweiblâttrig.

Beweis von Satz 2. Sei bei | zx \ > 1 P ein Punkt auf dem Rande von

Kfa)^Uw— Zil^j—r Fur genau eine der B sternig abbildenden

Funktionen z + - mit | a\ 1 ist zx -] P ^ 0. Sei w /(z) noch
z Zj
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eine andere, von dieser Funktion z + - verschiedene, B sternig abbil-
z

dende Funktion, fur die ebenfalls f(z1) P ist. Nach Satz 1 bildet die

nichtkonstante Funktion rj(z) f(z) : (z + - B auf ein hôchstens zwei-

blattriges Flâchenstuek F tiber der ^-Ebene konform ab. Nach Annahme
ist yj(z^) 1. Im Unendlichen hat, wie man sofort nachrechnet, rj(z)

die Entwicklung: rj(z) 1 + ^\ + ¦— + d. h. ??(z) nimmt im Un-
z z

endlichen den Wert 1 mindestens, und wegen der Zweiblâttrigkeit von
F also auch genau zweimal an (die vorher betrachteten Flâchen B[ und
B' sind also wirklich stets zweiblàttrig). Wegen r}{z^) 1 bei zx ^ oo

muBte F aber mindestens dreiblâttrig sein; also gilt nur bei w z + -z
die Gleichung w{z^) P.

Sei bei der sternigen Abbildung w — f(z) von B der Bildpunkt / (2^)

von zx auBerhalb K(zx) gelegen. Die Funktionen wr — fr(z) -f(rz)
fur positiv réelles r ^ 1 bilden B ebenfalls sternig ab, mit der richtigen

Normierung im Unendlichen. Es ist lim fr(z) z. Bei festgehaltenem
r->oo

Zj erfullen bei von 1 nach 00 monoton variierendem r die Punkte

fr(zx) -firz-i) eine stetige, sich eventuell selbst trefïende Linie, die,

nach Annahme, fur r 1 von einem Punkte aufierhalb K(zx) ausgeht

und fur r -> 00 in den Mittelpunkt zx von K{z^) einmlindet. Fur

wenigstens ein r > 1 liegt also P - f (rzx) auf dem Rande von K^).r 1

Nach dem soeben Bewiesenen mlifite dièse Funktion - / (rz) eine der Funk-
T

tionen z + - bei | a \ 1 sein, wâhrend sie doch | z | 1 keinen gerad-

linigen Schlitz entsprechen lâBt, wie es jedes w z + -mit |a| l tut.
z

— Es ist leicht zu sehen, daB bei mehr als einer einzigen sternigen
Abbildung von B das Bild von zx ein beliebig vorgegebener innerer Punkt
von K (Zj) sein kann.

Satz 3 ist schon oben aus Satz 2 hergeleitet worden.

Beweis von Satz 4. w f(z) bilde B konvex normiert konform ab.

Angenommen, w 0 sei innerer Punkt des Bildbereiches B von B, oder

w 0 liège auf dem Rande R von J3, und in diesem Falle sei zugleich
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W f{z) keine der Funktionen z + - mit | a | 1. B ist daim kein gerader
a

z
Schlitz. Bei z H— mit |a| 1 entsprieht \z\ 1 ein gerader Schlitz,

der mit sa bezeichnet wird, und auf der Geraden ga liegt. Es gibt ein a

mit | a | 1, so da8 die nicht auf ga liegenden Punkte von B nur in einer
einzigen der beiden Halbebenen liegen, in die ga die Ebene zerlegt. Es
gibt Zahlen a von beliebig kleinem absoluten Betrage, so, dafi f(z) + a

B auf einen Bereich abbildet, dessen Berandung Ba mit sa gar keinen

Punkt gemeinsam hat, und daB sicher sa auBerhalb Ba liegt. Durch

rj^z) f(z) + « — (z + -)> wobei a die gegebene Bedeutung hat, wird

B auf ein beschrânktes Riemannsches Flàchenstûck Fa uber der r?a-

Ebene konform abgebildet. Da sa ganz auBerhalb i?a liegt, hat nach der
Betrachtung auf S. 149-150 in meiner Mitteilung: ,,Zur Théorie der kon-
formen Abbildung schlichter Bereiche" (Leipz. Ber. math.-phys. Klasse
87, 1935, S. 145—158) — wobei es nichts ausmacht, daB an Stelle des
einen dort betraehteten Sehlitzes hier eine geschlossene Kurve tritt —
der Rand von J^a in bezug auf den Punkt rça 0 die Umlaufzahl Null.
Also enthâlt F^ nach dem Prinzip des Arguments den Nullpunkt nicht
als inneren Punkt, und vermôge lim a 0 gilt dies auch fur die Flàche

/ a\F lim Fa, auf die rj (z) / (z) — z + - B konform abbildet ; wegen

rj(oo) 0 mtiBte aber F den Nullpunkt als inneren Punkt enthalten,
womit Satz 4 bewiesen ist.

Die konvexen normierten konformen Abbildungen von B sind also

sternig, und daher wird der Beweis von Satz 5 durch den Beweis von

Satz 2 mitgeliefert; man hat nur zu bemerken, daB z + - bei |a| 1

B auch konvex normiert konform abbildet. DaB bei mehr als einer
konvexen normierten konformen Abbildung von B das Bild von z1 ^ oo

(\zt\ > 1) ein beliebig vorgegebener innerer Punkt von K(z^) sein kann,
ist nicht schwer zu ûberlegen.

Verhalten der sternigen Abbildungen am Bande von \z\ > 1. w f(z)
bilde B sternig ab. Sei zx ein beliebiger, dann festzuhaltender Punkt auf

\z\ 1. Sei lim zln zx bei |2ln| > 1 (n 1, 2, 3, Jeden

Hâufungspunkt der Punkte f(zln) nennen wir einen Randbildpunkt f(z±)
des Randpunktes zx von JB; ûber dièses f(zx) gilt der folgende Verschie-

bungssatz:

388



Satz 6: Bei sterniger Abbildung von \z\ > 1 ist der genaue Werte-
bereich jedes Randbildpunktes w1 f{zx) von z^lzj 1) die abge-
schlossene Kreisflâche K(z1) {1^ — zx\ ^ 1}. Ein von null verschie-
dener Randpunkt zx+ei(p (ç> reell) von K(z1) ist nur bei der Funktion

pif 2
z _| 1 Randbildpunkt f(zx); der Randpunkt wx — 0 von K(zx) ist

Z
z2

bei z LRandbildpunkt/(z1), aberdiesgilt auch nochbei anderen, von

jedem z -\— bei | a | 1 verschiedenen, B sternig abbildenden Funk-

tionen w f(z).

Beweis: Nach Satz 2 gehôrt /(zljn) der abgeschlossenen Kreisflâche

L" — zhn | ^ r- an; da aus lim z1$w zx lim

folgt, gehôrt f(z1) der abgeschlossenen Kreisflâche ^(Zi) an. P^ 0

liège auf dem Rande von K(z1). Pur genau ein a mit |a| 1 gilt fur die

Funktion z + - die Gleichung zx H P. Angenommen, fur eine B
z Zl a

sternig abbildende, von dieser Funktion z + - verschiedene Funktion

w f(z) gelte fur eine geeignete Folge von Punkten zx n mit lim zx n= zx
n->-oo

(w=l, 2, 3...) die Gleichung lim /(zln) =P. Die Funktion t](z)=f(z) :

l z + - bildet nach Satz 1 B auf ein zweiblattriges Flâchenstûck F ûber

der ^-Ebene konform ab. Wegen lim f(zln) P und P ^é 0 ist lim r\

(zx n) i; d. h. die Punkte rj(zVn) liegen bei genûgend groBem n in
beliebiger Nàhe von rj 1. Da z oo dem zweiblâttrigen Windungs-
punkte ?7 1 von .F entspricht, wtirden dièse Punkte rj(z1 n) also min-
destens dreimal von F bedeckt, wâhrend F doch nicht mehr als zwei-

blâttrig ist. Dièse SchluBweise versagt, wenn P der Nullpunkt ist. In
der Tat gilt fur z^lzj 1) und lim zln zt bei geeignetem sternigen

w /(z) die Gleichung lim /(zln) 0, wenn das Bild M von |z| 1

n->-oo

aus mehr als zwei von w=0 ausgehenden geraden Strecken besteht, wenn
nur dièse Strecken geeignet gewâhlt werden. DaB bei innerhalb jBl(z1)

liegendem P die Gleichung f(zx) P | ^x| 1) fiir mehr als ein einziges,
-B sternig abbildendes w / (z) erfullbar ist, ist nicht schwer zu iiber-
legen. — Dièse Betrachtung ûbertrâgt sich sinngemâB auf die Abbil-
dungen von Satz 3.

Derselbe Zusatz wie fur Satz 2 ist hinsichtlich der konvexen normierten
konformen Abbildungen auch fur Satz 4 zu machen, nur daB hier die
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Sonderstellung des Randbildpunktes w 0 von K(zx) wegfâllt, indem,

wenn w=0 Randbildpunkt ist, stets notwendig w=z-\— mit |a| l ist.
z

Es werde noch auf das hier nicht zur Behandlung kommende Ver-
schiebungsproblem fur f{z^) {\zx\ > 1) hingewiesen, wenn w f(z) mit

der Entwicklung w z -\—- H—1+ B sternig in bezug auf den

Punkt w a ^ 0 konform abbildet, wobei dann bekanntlich notwendig
|a| <g 2 sein muB, damit solche Funktionen existieren.

Zusatz. Unter einer allgemeinen sternigen Abbildung von B {| z \ > 1}
verstehen wir eine eineindeutige schlichte konforme Abbildung von B

durch eine Funktion w=f (z) mit der Entwicklung w z +ao-|—- +
z ^

wobei a0 nicht wie in Satz 2 null zu sein braucht, und der Bildbereich B
von B stets in bezug auf w 0 sternig ist (w 0 ist also kein innerer

Punkt von -B). Bekanntlich ist dann |ao| ^2, und |ao| 2 gilt nur bei
a2 / a\2

den Funktionen z + 2aH z(l -\—) mit |a| 1, bei denen B von

einer geraden, vom Nullpunkt ausgehenden Strecke der Lange 4 begrenzt
wird. Bildet w f(z) B allgemein sternig ab, so zeigt das Beweisverfahren

von Satz 1 in sinngemâBer Ûbertragung, daB rj(z) =f{z) : (z + 2a -\

bei |a| 1 B auf ein nur einblâttriges Flâchenstuck F der
a2

konform abbildet, wobei 17(00) 1 ist, und F nur bei /(z) z -f 2a -\
z

| a | 1) sich auf den Punkt 1 reduziert. Ist | z± \ > 1, so zeigt der Beweis

von Satz 2 in sinnentsprechender Ûbertragung, unter Benutzung der

Umblâttrigkeit von F, daB bei allgemeiner sterniger Abbildung w f(z)
von B die Punkte w1 f(zx) dem abgeschlossenen Innern der Linie

/ a \2
wx zx 11 H bei verànderlichem | a | 1 angehôren, wobei der Rand

\ Zl! a2
dièses Gebietes nur bei den Funktionen w — z + 2a -| mit | a | 1

z
erreicht wird (Verschiebungssatz fur allgemeine sternige Abbildungen von
\z\ > 1). Durch die Transformationen z* 1 : z, w* 1 : w ergibt sich
der Satz VI von Herrn E. StrohhâcJcer a. a. O., S. 369. — Betreffs der
Verschiebung des Randbildpunktes f(z1) von zx {\zx\ 1) gilt Analoges
wie bei Satz 6.

(Eingegangen den 15. Februar 1936.)
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	Zur Theorie der Verschiebung bei schlichter konformer Abbildung.

