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Zur Theorie der Verschiebung bei schlichter
konformer Abbildung

Von HERBERT GROTZSCH, Leipzig

Uber die ilteren, sozusagen klassisch gewordenen Existenzsiitze hinaus-
gehend, beschiftigen sich neuere Untersuchungen mit dem genauen
Mechanismus der Geometrie der konformen Abbildung, im besonderen mit
Wertannahmeproblemen bei speziellen Klassen von schlichten konformen
Abbildungen eines vorgegebenen schlichten Bereiches. In dieser Arbeit
handelt es sich im wesentlichen um die sog. sternigen Abbildungen des
schlichten Bereiches |z| > 1 der z-Ebene, der kurz mit B bezeichnet wird.

Durch w = f(2) mit der Entwicklung w = z + %1 + —z—: + -+ 24 ((0))

werde B eineindeutig konform auf einen schlichten Bildbereich B der

w-Ebene abgebildet. Wenn im besonderen die Berandung R von B sternig
in bezug auf w = 0 ist, d. h. wenn mit zwei beliebigen, im Endlichen
gelegenen, der Bedingung arg w; = arg w, mod 2z geniigenden inneren
Punkten w, und w, von B auch die ganze gerade Strecke mit w; und w,

als Endpunkten zum Innern von B gehort, heiit eine solche normierte
schlichte konforme Abbildung von B sternig normiert konform, kurz

sternig; w = 0 liegt dann notwendig auf R oder wird von E umschlossen.
Bekanntlich ist dann auf jedem Kreise [2| = 1 4 p(p > 0) argw mono-
ton verinderlich. Uber die Geometrie der sternigen Abbildungen von
|z] > 1 werden im folgenden die nachstehenden Sitze von elementarer
anschaulich-geometrischer Natur bewiesen:

Satz 1 (Hilfssatz): Wird |z| > 1 durch w = f(z) sternig abgebildet,
dann hat bei beliebigem a mit |a| = 1 und beliebigem komplexem b die

Gleiéhung f(2): <z -+ —Z#) = b hochstens zwei Wurzeln z mit absolutem
Betrage > 1, ausgenommen den Fall, daBl f(2) =2z + —z—- und zugleich
b = 1 ist, wo die Gleichung zur Identitdt wird; d. h. die Bildfliche, auf
die f(z): <z -+ %) B konform abbildet, ist héchstens zweiblattrig (im

Ausnahmefalle reduziert sie sich auf den Punkt 1).

Satz 2 (Verschiebungssatz filr sternige Abbildungen von |z| > 1): Sei
z, ein beliebiger innerer, dann festzuhaltender Punkt % co von B. Dann
liegt bei jeder sternigen Abbildung von B der Bildpunkt w; = f(z,) von
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z, auf der abgeschlossenen Kreisfliche K (z,) = ;le 2| £—
Punkt 2z, + — A
mit ¢ = az, : |2;| Bildpunkt von z,.

IIS

~ | (Jla| = 1) auf dem Rande von K (z,) ist nur belwnz—{——
1

. . 1 1 . .
Durch die Transformationen & = S = entsprechen die sternigen

Abbildungen von B umkehrbar eindeutig denjenigen speziellen schlichten,
in bezug auf 7 = 0 sternigen Abbildungen von |&| < 1, die durch fiir
| £] <1 konvergente schlichte Potenzreihen der Form 7 = & + b, &% +
b,&* + ... mit verschwindendem Koeffizienten von &2 vermittelt wer-
den. So folgt aus Satz 2 sofort der

Satz 3 (Verschiebungssaiz fiir spezielle sternige Abbildungen von |&| < 1) :
Bei spezieller sterniger Abbildung von |£] <1 durch # = & + b, & +
by &t + ... liegt der Bildpunkt # (&) eines beliebigen inneren Punktes
&, 7 0 von | £] < 1 auf der abgeschlossenen Kreisfliche mit dem Mittel-
punkt & : (1 —|&;|*) und dem Halbmesser |&,|3: (1 — | &;|%). Ein belie-
biger Punkt auf dem Rande dieser Kreisfliche ist nur bei der Funktion
n = &:(1 + a&?) Bildpunkt von &,, bei durch £, eindeutig bestimmtem a
mit |a| = 1.

Jetzt werde B durch w = f(z) = 2 + + —{— . . eineindeutig kon-

form auf einen schlichten Bildbereich B der w- Ebene abgebildet, dessen

Berandung R eine geschlossene konvexe Kurve sei, die auch zu einem
geradlinigen Schlitze ausarten kann. Eine solche Abbildung von B heifle
konvex normiert konform, kurz konvex ; dann gilt der

Satz 4: Bei konvexer Abbildung w = f(z) von B enthilt der Bild-
bereich B von B den Punkt w — O nicht als inneren Punkt; nur bei

w=f()==2 —]—g mit |a] = 1 liegt w = 0 auf dem Rande von B, der

dann ein gerader Schlitz ist!). Die konvexen Abbildungen von B sind
also sternig (in bezug auf w = 0).

In Verbindung mit Satz 2 folgt aus Satz 4 sofort der Satz 5 ( Verschie-
bungssatz fir konvexe Abbildungen von |z| > 1): Bei beliebiger konvexer
Abbildung von |[z| > 1 ist der genaue Wertebereich des Bildpunktes
w; = f(2,) eines beliebigen inneren Punktes z; % co von |z| > 1 die

abgeschlossene Kreisfliche |w;, —z,| < |_z!T . Betreffs ihres Randes gilt
1

dasselbe wie bei Satz 2.

1) Dieser Satz 4 ist, zum mindesten implizite, wohl schon bekannt.
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Man bemerke, dafl in den Sétzen 2, 3 und 5 die Extremalfunktionen,
bei denen der Bildpunkt des festgehaltenen Originalpunktes am Rande
seines genauen Wertebereiches liegt, fiir alle Originalpunkte gleichzeitig
Extremalfunktionen sind, was bei Wertannahmeproblemen im allge-
meinen keineswegs der Fall ist.

Literatur: Von Satz 5 ist meines Wissens bisher nur das Teilergebnis explizite bekannt,

1
daB|z, | ——-—;—T =) | =zl + |—:—I—ist (K. Loéwner, Math. Zeitschr. 3, 1919, S. 65-77).—
Fir schlichte konvexe Abbildungen von ]z] <21 durch w=2z-+ay2% + ... ist das Verschie-
bungsproblem fiir w(z,) gelost (E. Strohhacker, Math. Zeitschr. 37, 1933, S. 356-380,
insbes. S. 363, § 2, II. Satz); desgleichen fir allgemeine sternige Abbildungen von |z| =1
durch w = z + ay22 4 ... (E. Strohhécker, a.a. O., 8. 369, VI. Satz). Der Sonderfall
a, = 0 von Satz 3 der vorliegenden Mitteilung kann aus dem Ergebnis von Herrn E. Stroh-
hacker nicht ohne weiteres entnommen werden. — Weiterhin sehe man betreffs anderer
spezieller sterniger Abbildungen: Kiyoshi Noshiro, Journal of the Faculty of Science,
Hokkaido Imperial University (Sapporo, Japan), Series I, Vol. IT (1934), S. 129-155. —
Das Verschiebungsproblem fiir beliebige schlichte normierte konforme Abbildungen eines

beliebigen schlichten Bereiches mit oo als innerem Punkte behandelt meine Mitteilung
Leipz. Ber. math.-phys. Klasse 83, 1931, S. 254-279.

Die Beweise der genannten Sitze erfordern keine Flicheninhalts-
betrachtungen, sondern sie werden im wesentlichen mit Hilfe des Prin-
zips des Arguments = des Satzes von der Charakteristik des Randes
gefiihrt, — eine bekannte Methode bei der Untersuchung der Wurzeln
von Gleichungen, die ich auch in Leipz. Ber. math.-phys. Klasse 87,
1935, S. 145—158 und S. 159—167 zur Fiihrung von Unitatsbeweisen
benutzt habe.

Beweis von Satz 1. Es geniigt, den allgemeinen Fall anzunehmen, da3

21¢
die B sternig abbildende Funktion w = f(z) keine der Funktionen z ez
24
ist, bei reellem ¢, da sonst Satz 1 klar ist. — Sei & =2z 4 ez" (creell,

0 < ¢ <n); w= f(z) werde als Funktion von ¢ aufgefaBBt und mit w(§)
bezeichnet. w (&) bildet den genau von dem geraden Schlitze mit den
Endpunkten 2ef¢ und —2e?¢ begrenzten schlichten Bereich B’ der

£-Ebene sternig ab, wegen der Entwicklung w = § —l—% + ... im Un-

endlichen. Sei 7 (&) =w(£): . Zu beweisen ist, dal die Bildfliche E’, die
7 () iiber der 7-Ebene als Bild von B’ entwirft, héchstens zweiblittrig ist.

Sei ¢ eine sehr kleine positive Zahl. Da w = f(z) B sternig abbildet,
ist in der w-Ebene das Bild K, von |z] = 1 + ¢ bekanntlich?) ebenfalls
me §=1:2 7 =1: wist dies in der Tatsache enthalten, daB die |§| <1
sternig abbildende, fiir |§| <1 konvergente Potenzreihe 7 = § + a3 &% + a3+ ... von
|§] = 1: (1 + &) eine Bildlinie entwirft, die sternig in bezug auf 7 = 0 ist. Hierzu ist

bekanntlich die Bedingung R (&%’ (§): % (&) ) =0 fir |§| <<1 notwendig und hinreichend,
und diese Bedingung ist wegen der Sternigkeit von 7 (&) erfiillt.
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sternig in bezug auf w = 0, d. h. jeder Halbstrahl arg w = konst. schnei-
det K, in genau einem Punkte. Die Funktion w,(z) = w ((1 4 £)z):
(1 4 ¢) bildet also B sternig ab, mit der richtigen Normierung im Un-
endlichen, und ebenso B’, wenn w, (2) als Funktion von & aufgefaft und
mit w, (&) bezeichnet wird. K, umschliet den Nullpunkt.

Sei 7, (&) = w,(§): 5 Die Bildfliche, die #,(£) von B’ iiber der 7,-
Ebene entwirft, sei B Wire B iiber 1rgende1ner Stelle der 7-Ebene
mehr als zweibldttrig, so miiite dasselbe von BE gelten, bei geniigend

kleinem ¢, da ja lim B, = B’ ist — dieser Grenziibergang ist so zu ver-
e>0

stehen, dafl dabei Windungspunkte einer Grenzlage zustreben oder auch
mehrere Windungspunkte zu einem Windungspunkte héherer Ordnung
in der Grenze zusammenriicken kénnen. — Aus der £-Ebene werde die
Kreisfliche |&| = r herausgestanzt, bei sehr kleinem positivem r. So
entsteht aus B’ ein schlichter Bereich B,, dessen vollstindige Begrenzung
gebildet wird von der geraden Verbindungsstrecke der Punkte re* und
2eic — jhre beiden Ufer bilden zusammen den Randbogen b, der Beran-
dung von B, —, von dem Halbkreise |&| =7, ¢ Sargé <c+nm —
dieser Halbkreis ist der Randbogen b, von B, —, von dem geraden Ver-
bindungsschlitze der Punkte — re®* und — 2¢* — seine beiden Ufer
bilden den Randbogen b, von B, —, und dem Halbkreise | &|=7, c+x <
arg £ <c + 2 — dieser Halbkreis ist der Randbogen b, von B,. Ver-
moge w, (&) entsprechen den beiden Uferpunkten Null der geraden Ver-
bindungsstrecke der Punkte & = 2¢% und £ = —2e% zwei verschiedene
Punkte P, und P, auf K,, mit einer Argumentdifferenz d, die man als
>0 und < annehmen kann. Vermoge w, (&) entsprechen b, und b,
zwei kleine Bogen in der Niahe von P, und P,, die von w, = 0 aus gesehen
unter sehr kleinem Winkel erscheinen.

E;,, sei das Bild, das 7,(£) von B, iiber der 7,-Ebene entwirft. Der
Rand von EH setzt sich aus den Bildern der b, (k=1, 2, 3, 4) zusammen.

Das Bild von b, sei b;. Die Berandung von B, werde in positivem Sinne
monoton durchlaufen; ¢, &, .... bedeuten im folgenden absolut ge-
nommen sehr kleine reelle Zahlen, die mit r — 0 ebenfalls gegen Null
gehen. Auf b, ist arg & konstant; arg w, (&) variiert monoton wachsend,

da K, in bezug auf w = 0 sternig ist; also nimmt auf 51 arg 7,(§) um
(8 + &) oder (2 — 8 + &) zu. Auf b, nimmt arg £ monoton um = zu,

und arg w, (£) um &,; also nimmt auf b, arg 5, um (v — &,) ab. Auf 7);
nimmt entsprechend arg s, monoton zu, und zwar um (27— 0 + &)
oder um (4 + &), je nachdem auf b, die Argumentéinderung von 7, ()
385
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(6 +481) oder (2m — 6 + &) ist. Auf 54 nimmt entsprechend arg , um
(m — &,) ab.
Bei r — 0 streben b, und b, gegen 7, = oo, und auf ihnen konvergiert

| f[d argn,| gegen x; 51 und 53 schneiden oder beriihren sich selbst nicht,
da auf ihnen arg », sich monoton éndert, und zwar um einen Gesamt-

winkel < 2a; bei lim 7 = 0 miindet jede der Linien lim b, und lim b,
r->0 r->0

unter bestimmtem Winkel in den Punkt #, = oo ein.

Sei a ein beliebig gewihlter, dann festzuhaltender endlicher Punkt der

n.-Ebene, der auf keiner der Linien lim b, oder lim b, 1iegt Die
r->0 r>0

GroBe J = | [d arg (1, — a)|, erstreckt iiber den Rand von B, bzw. B, ,,
bei geniigend kleinem r, ist < der Summe der vier GroBen | [d arg (7.~ a) |5

die iiber Zk erstreckt werden (k =1, 2, 3, 4). Die zweite und vierte

dieser GroBen sind jede — da jede der Linien b, und b, bei » — 0 sich in
ihrer Gestalt verhéltnisméflig immer mehr einem sehr groBlen, gegen oo
strebenden Halbkreise mit einem festen, von r unabhingigen Punkte,
etwa dem Nullpunkte, als Mittelpunkt néhert, wie man leicht sieht —
kleiner als (w + ¢;). Da jede der Linien lim Zl und lim 7)3 in zwei
r—>0 r—>0
bestimmten, und zwar voneinander verschiedenen Richtungen sich nach

7. = oo hin erstreckt, und wegen der monotonen Anderung von arg 7,

auf ihnen um einen Gesamtwinkel < 2z, ist auf b, und b, bei geniigend
kleinem r | fd arg (n, — a)| < 2w — p, wobei 0 < p < 2z ist, und p von
dem geniigend kleinen » unabhingig ist. Bei lim r = 0 ist daher von
einem gewissen r ab stets J < (2n—9p)+ (m + &) + (2n—p) +
(m + ¢&;), d.h. es ist J < 67— 2p + 2¢; und auch J < 6z — p; d. h.
die Berandung von ]§” hat dann um den Punkt »,= a hochstens die
Umlaufzahl 2, also enthélt das ganz im Endlichen gelegene B, , den
Punkt 7, = a hochstens zweimal als inneren Punkt. Aus lim » = 0 folgt

dies auch fiir Be = lim Bs’,. Da dies fir alle nicht auf lim b1 und
r->0 r>0

lim 1;3 gelegenen Punkte a gilt, folgt dies auch fiir alle endlichen Punkte
r->0
a iiberhaupt, d. h. B und lim B — B sind héchstens zweiblattrig.

£->0
Beweis von Satz 2. Sei bei |2,| > 1 P ein Punkt auf dem Rande von
K(zI)Ezlw z1|£I H
21
Funktionen 2 + mit |a| =1 ist 2, + — = P #0. Sei w= f(z) noch

Fiir genau eine der B sternig abbildenden
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eine andere, von dieser Funktion z -|—§ verschiedene, B sternig abbil-
dende Funktion, fiir die ebenfalls f(z,) = P ist. Nach Satz 1 bildet die
nichtkonstante Funktion % (2) = f(z): (z + ;) B auf ein héchstens zwei-

blattriges Fliachenstiick F iiber der »-Ebene konform ab. Nach Annahme
ist n(z;) = 1. Im Unendlichen hat, Wie man sofort nachrechnet, %(z)

die Entwicklung: 7(z) = 1 —}— —|— >+ ..., d.h. 5(z) nimmt im Un-

endlichen den Wert 1 mmdestens, und wegen der Zweibldttrigkeit von
F also auch genau zweimal an (die vorher betrachteten Flichen B, und
B’ sind also wirklich stets zweiblittrig). Wegen 7(z;) = 1 bei 2; % oo

miiflite ' aber mindestens dreibléttrig sein; also gilt nur bei w = z + Z
die Gleichung w(z,) = P.

Sei bei der sternigen Abbildung w = f(z) von B der Bildpunkt f(z,)
von z, auBlerhalb K (z,) gelegen. Die Funktionen w, = f{,(z) :; f(rz)
fiir positiv reelles »r = 1 bilden B ebenfalls sternig ab, mit der richtigen
Normierung im Unendlichen. Es ist lim f,(z) = 2. Bei festgehaltenem
z, erfiillen bei von 1 nach oo mong;oo; variierendem r die Punkte

¥o {2y} == ; f(rz,) eine stetige, sich eventuell selbst treffende Linie, die,

nach Annahme, fiir r = 1 von einem Punkte auBlerhalb K (z,) ausgeht
und fir r - co in den Mittelpunkt z; von K(z;) einmiindet. Fir

wenigstens ein r > 1 liegt also P = — f (rz,) auf dem Rande von K(z,).
Nach dem soeben Bewiesenen miifite dlese Funktion — f(rz) eine der Funk-
tionen z -|— bei |a| = 1 sein, wéhrend sie doch [zl = 1 keinen gerad-
linigen Schhtz entsprechen 148t, wie es jedes w = z —i— 2 mit |a|=1 tut.

— Es ist leicht zu sehen, daB8 bei mehr als einer e1nz1gen sternigen Ab-
bildung von B das Bild von z, ein beliebig vorgegebener innerer Punkt
von K (2,) sein kann.

Satz 3 ist schon oben aus Satz 2 hergeleitet worden.

Beweis von Satz 4. w = f(z) bilde B konvex normiert konform ab.
Angenommen, w = 0 sei innerer Punkt des Bildbereiches B von B, oder
w = 0 liege auf dem Rande R von B, und in diesem Falle sei zugleich

387



w = f(2) keine der Funktionen z + g mit |a| = 1. R ist dann kein gerader
Schlitz. Bei z + -S- mit |a] = 1 entspricht |2] = 1 ein gerader Schlitz,

der mit s, bezeichnet wird, und auf der Geraden g, liegt. Es gibt ein a

mit |a| = 1, so daf} die nicht auf g, liegenden Punkte von R nur in einer
einzigen der beiden Halbebenen liegen, in die g, die Ebene zerlegt. Es
gibt Zahlen a von beliebig kleinem absoluten Betrage, so, daB f(z) 4 a

B auf einen Bereich abbildet, dessen Berandung R, mit s, gar keinen
Punkt gemeinsam hat, und daB} sicher s, auBerhalb R, liegt. Durch

7,(2) = f(z) + a — (z -+ g) , wobei a die gegebene Bedeutung hat, wird

B auf ein beschrinktes Riemannsches Flichenstiick F, iiber der 7,-

Ebene konform abgebildet. Da s, ganz auBerhalb I~2a liegt, hat nach der
Betrachtung auf S. 149-150 in meiner Mitteilung: ,,Zur Theorie der kon-
formen Abbildung schlichter Bereiche* (Leipz. Ber. math.-phys. Klasse
87, 1935, S. 145—158) — wobei es nichts ausmacht, daBl an Stelle des
einen dort betrachteten Schlitzes hier eine geschlossene Kurve tritt —
der Rand von F, in bezug auf den Punkt 7, = 0 die Umlaufzahl Null.
Also enthilt F', nach dem Prinzip des Arguments den Nullpunkt nicht
als inneren Punkt, und vermége lim a = 0 gilt dies auch fiir die Fléche
F = lim F,, auf die % (2) = f(2) — (z + iZ) B konform abbildet; wegen

ax->0

7(o0) = 0 miite aber F den Nullpunkt als inneren Punkt enthalten,
womit Satz 4 bewiesen ist.

Die konvexen normierten konformen Abbildungen von B sind also
sternig, und daher wird der Beweis von Safz 6 durch den Beweis von

Satz 2 mitgeliefert; man hat nur zu bemerken, dafl z —l—g bei |a| =1

B auch konvex normiert konform abbildet. Dafl bei mehr als einer kon-
vexen normierten konformen Abbildung von B das Bild von z; # oo
(]z,] > 1) ein beliebig vorgegebener innerer Punkt von K (2,) sein kann,
ist nicht schwer zu iiberlegen.

Verhalten der stermigen Abbildungen am Rande von |z| > 1. w = f(2)
bilde B sternig ab. Sei 2, ein beliebiger, dann festzuhaltender Punkt auf
|2 =1. Sei lim 2,,=2 bei |2,,|>1 (n=1,2,3,....). Jeden

n->ow

Haufungspunkt der Punkte /(2,,,) nennen wir einen Randbildpunkt f(z,)
des Randpunktes 2z, von B; iiber dieses f(z,) gilt der folgende Verschie-
bungssatz :

388



Satz 6: Bei sterniger Abbildung von |z| > 1 ist der genaue Werte-
bereich jedes Randbildpunktes w, = f(z,) von z,(|z,| = 1) die abge-
schlossene Kreisfliche K (2,) = {|w; — 2,| < 1}. Ein von null verschie-
dener‘ Randpunkt z,4 ¢? (¢ reell) von K(z,) ist nur bei der Funktion

z 4 e’ . “ Randblldpunkt f(z,); der Randpunkt w, = 0 von K(z,) ist
bei z — —j Randbildpunkt f(2,), aber dies gilt auch noch bei anderen, von
jedem z + ; bei |a| = 1 verschiedenen, B sternig abbildenden Funk-

tionen w = f(z).

Beweis: Nach Satz 2 gehort f(z, ,) der abgeschlossenen Kreisfliche

K(2y,,) Ez |lw—2 ,| = | an; da aus lim 2, , = 2; lim K (2,) =

‘ 1"| n-> oo n->oco

K (z,) folgt, gehort f(z,) der abgeschlossenen Kreisfliche K (z,) an. P=£ 0
liege auf dem Rande von K (z,). Fiir genau ein a mit |a| =1 gilt fiir die

Funktion 2z + dle Gleichung z, + — = P. Angenommen fiir eine B
sternig abbﬂdende, von dieser Funktlon 2 + — verschiedene Funktion

w = f(z) gelte fiir eine geeignete Folge von Punkten 21, Mit lim 2, ,=2,
n->oo

(n=1,2, 3...) die Gleichung lim f(z, ,) =/P. Die Funktion 7 (2)=f(z):
(z + g) bildet nach Satz 1 B auf ein zweiblittriges Fldchenstiick # iiber
der #-Ebene konform ab. Wegen lim f(z; ,) = P und P =£0 ist lim 5

n-> oo n->oo

(25,,) = 1; d.h. die Punkte 7(z,,) liegen bei geniigend groBiem 7 in
beliebiger Nihe von 7 = 1. Da z = oo dem zweibldttrigen Windungs-
punkte 7 = 1 von F' entspricht, wiirden diese Punkte #(z, ,) also min-
destens dreimal von F bedeckt, wihrend F doch nicht mehr als zwei-
blattrig ist. Diese SchluBweise versagt, wenn P der Nullpunkt ist. In
der Tat gilt fiir 2;(|2;] = 1) und lim 2, , = 2, bei geeignetem sternigen

n-> oo

w = f(2) die Gleichung lim f(z, ,) = 0, wenn das Bild R von |z] =1

7n > oo
aus mehr als zwei von w=0 ausgehenden geraden Strecken besteht, wenn

nur diese Strecken geeignet gewihlt werden. Dafl bei innerhalb K (z,)
liegendem P die Gleichung f(z,) = P (]|z;|= 1) fiir mehr als ein einziges,
B sternig abbildendes w = f(z) erfiillbar ist, ist nicht schwer zu iiber-
legen. — Diese Betrachtung iibertragt sich sinngemif3 auf die Abbil-
dungen von Satz 3.

Derselbe Zusatz wie fiir Satz 2 ist hinsichtlich der konvexen normierten
konformen Abbildungen auch fiir Satz 4 zu machen, nur daf hier die
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Sonderstellung des Randbildpunktes w = 0 von K (z,) wegfillt, indem,
wenn w=0 Randbildpunkt ist, stets notwendig w== +§ mit |a|=1 ist.

Es werde noch auf das hier nicht zur Behandlung kommende Ver-
schiebungsproblem fiir f( zl) |z1| > 1) hingewiesen, wenn w = f(z) mit

der Entwicklung w =z + —}— + B sternig in bezug auf den

Punkt w = a = 0 konform abblldet, wobei dann bekanntlich notwendig
|2] < 2 sein mull, damit solche Funktionen existieren.

Zusatz. Unter einer allgemeinen sternigen Abbildung von B = {|z| >1}
verstehen wir eine eineindeutige schlichte konforme Abbildung von B

durch eine Funktion w=f(z) mit der Entwicklung w==2 —i—ao—l- L

wobei a, nicht wie in Satz 2 null zu sein braucht, und der Blldberelch B
von B stets in bezug auf w = 0 sternig ist (w = 0 ist also kein innerer

Punkt von B). Bekanntlich ist dann [a,| < 2, und |a,| = 2 gilt nur bei
den Funktionen z 4 2a + %ﬁ = z(l + 5—)2 mit |a| = 1, bei denen B von
einer geraden, vom Nullpunkt ausgehenden Strecke der Lénge 4 begrenzt
wird. Bildet w = f(z) B allgemein sternig ab, so zeigt das Beweisverfahren
von Satz 1 in sinngeméBer Ubertragung, daB #(z) = f(2): (z + 2a + ia;)
bei |a| =1 B auf ein nur einblittriges Flichenstiick F der 7-Ebene
konform abbildet, wobei 7(c0) = 1 ist, und F nur bei f(z) = z + 2a -+ ZE

(Ja| = 1) sich auf den Punkt 1 reduziert. Ist |2;| > 1, so zeigt der Beweis
von Satz 2 in sinnentsprechender Ubertragung, unter Benutzung der
Einblattrigkeit von F, dal bei allgemeiner sterniger Abbildung w = f(2)
von B die Punkte w, = f(?;) dem abgeschlossenen Innern der Linie
Wy =2, ( 14 ) bei veranderlichem |a| = 1 angehoren, wobei der Rand

2
dieses Gebletes nur bei den Funktionen w =z 4 2a + — mit |a| =

erreicht wird (Verschiebungssatz fiir allgemeine sternige Abbzldungen von
|2| > 1). Durch die Transformationen z*=1: 2, w' = 1: w ergibt sich
der Satz VI von Herrn E. Strohhdcker a.a.O., S.369. — Betreffs der
Verschiebung des Randbildpunktes f(z,) von z; (|2;| = 1) gilt Analoges
wie bei Satz 6.

(Eingegangen den 15. Februar 1936.)

390



	Zur Theorie der Verschiebung bei schlichter konformer Abbildung.

