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Uber die analytische Darstellung der reguléren
Funktionen einer Quaternionenvariablen

Von Rubp. FUETER, Ziirich

In zwei Abhandlungen habe ich die Theorie der rechts-, resp. links-
reguliren Funktionen w=f(z)= X wu,1, der Quaternionenvariablen
(&)

z= Y x,t, entwickelt!). Diese enthidlt als Spezialfall die Theorie der
*)
gewohnlichen analytischen Funktionen von einer oder zwei complexen

Variablen. Im folgenden setze ich die Kenntnis dieser Arbeiten voraus.
Es ist mir gelungen, den analytischen Ausdruck aller dieser Funktionen
zu finden. Derselbe ist eine besondere Form der Taylor’schen Reihe,
deren Koeffizienten dreifache Integrale iiber die Randwerte der Funktion
sind, und die sich analytisch fortsetzen 1i8t. Damit ist z. B. auch der
Ausdruck fiir alle ganzen rationalen reguliren Funktionen gegeben.

Der Einfachheit wegen beschrinke ich mich auf rechtsreguléire Funk-
tionen. Es gilt jedoch alles entsprechend auch fiir die linksreguldren
Funktionen.

1. Es sei F(z) eine im ganzen endlichen Hyperraume rechtsregulire
Funktion, deren Komponenten ganze rationale Formen n-ten Grades
(n > 0) der reellen Variablen z, seien. Dann gilt der Euler’sche Satz :

nF(z) = Xz, F® (2).
(k)

Da F rechtsregulér ist, muB:

S F®(2)i, =0
(k)
sein. Somit folgt:

nF @) = X F0 () (0 — i) ()

Nun ist aber auch F® (z) rechtsregulir und eine Form (n—1)ten
Grades. Also diirfen wir (1) auch auf F'¥) (z) anwenden. Fahrt man so
nmal fort, so wird:

| - 2 gk, By e e e k) - - :
n!F)=3 X...3XF"% (T, =, To) (Tp, —Tr, To) - « - (Ty,— U3, %)
k1=1 k2==1 kn=1

1) Rud. Fueter: Die Funktionentheorie der Differentialgleichungen Ju=0
und 44u =0 mit vier reellen Variablen.
Comm. Math. Helv. Vol. 7, S. 307. Wird als Fueter I zitiert.
Rud. Fueter: Zur Theorie der regulidren Funktionen einer Quater-
nionenvariablen. Monatshefte f. Math. und Physik. Bd. 43, S. 69.
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Die Groflen Ftk1---kxn) gind als nte Ableitungen konstant. Ferner
sind sie von der Reihenfolge der ¥ unabhingig. Wir setzen jetzt:

1 . . .
Pryngn,y (2) = b (%)(wkl—'—?’kl o) ("31%"“"'1(:8 To) « -+ (Tp,— 2%, %o)

WO N +ny+ny3=m,

und 7, die Zahl der 1, n, der 2 und nyder 3 unter den Zahlen k,, %,,.. .%,,

ist. Die Summe rechts ist iiber alle PP von einander verschiedenen
1 102 FUZ

Permutationen der %, zu erstrecken. Die p(z) sind ganze rationale Formen
nten Grades der z,. Die ersten Werte derselben sind:

P1oo = &1 — 11 Xy Po10 = Tg— 12Xy, Poor = T3 — 3%y,
1 . 9
P200 2‘2‘7 (%1 — 13, %)%, Pogo = - .-

P110 = 12 — X1 Xty — T2 X, Prog = - - -
1 ]
P3oo =ﬁ (T3 — %3 %0)%, Pogo= ...

1 1
— 2 2 . 2 . 3 . .
P210 ““‘2‘(“’1 Xy — XLy — 2 Xy %y Xaty — Ty Tyly +§ Zola), Peor=---

P11 = X1 Ao X3 — XgXa X3ty — XgTy X3e — Lo Ty X3 ,

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Wir setzen wegen spiter noch py, = 1(n=0) .

Somit wird:
B S R}
F(r)= X FOr..1 2.2 343) D ngny (2) + (2)

(ny+ng+ng=n)

Uber die Polynome p gilt nun der

1. Hilfssatz : Die Polynome p(z) sind links- und rechisregulire Funk-
tionen von z.

Nach Definition ist nimlich:

n
n! pﬁ,‘?mn’ = — % ;j(:c,‘,l—z,c1 %) -+ (T4, ;=% ,_1%0) O € P Z,) ...(xkn——zknxo) ,
(r)f=1

3 n .
pEY! pfak,)n,n,"'k =(k2 o (xkl'—?’kl Zo) ---(xk,-_l—"k,._lxo) (xk,.;.l""k,H%) (xlcn_zknx") Vhy -
k=1 r) 7=1
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Durch Addition und Ausklammerung von z;' erhélt man:
3
24%' Pﬁ;’?mns § =y %) E [(90,c — zk To) « o (— By, Zo) -+ (Xp,— g, To) —

— (Tp,— 1k, To) - -+ (Tpey—= T, T) (— T, xo)] s

wo im zweiten Gliede der zu &, gehorige Faktor fehlt. Nun ist jedoch:
(xkl_iklxo) o . .xkr. .o (wkn_'iknxo) - (xkl—‘iklxo) Y .(wkn“"’?:knxo) (Bkr = 0 ’

da z,, reell ist. Somit schreibt sich obige Formel so:

3 n
kEO pg‘l)nznai XX [( , T, o) - - '(xk,“‘“"'k,.xo)~ o (Zp, — g, o) —
( ) r=1

’“‘(xk, — ?’kl o) - « (X, — Ty, To) (%, — B, xo)] .

Da aber die Summe iiber alle Permutationen der k, zu erstrecken ist,
so mul} die rechte Seite null sein. Da die p auBlerdem ganz rational in
den z, sind, so ist p im ganzen endlichen Raume rechtsreguldr. Der
Beweis fiir linksregulir ist entsprechend.

2. Nach fritherm?) ist 4, (2»*2) eine rechtsregulire Form nten Grades
der z,. Dasselbe gilt auch fiir:

4, ((2E)**+2) = n (L) 4.(z"+2), wo T =21 ist, n =0,

und { ein von z unabhiingiges Quaternion £ 0 ist. Wir nehmen letztern
Ausdruck fiir F(z) und berechnen die nten Ableitungen. Wir setzen

ny Ng n3

(A, (L) +R)0TT 22 58 = gy (0, Mgty =

Dann wird nach Formel (12) %) :

q 1737 (C)= —4n(5)_1 C—l[(n+ 1) % ik1 C—-l"' ?:kn C_1+ n‘(:-:)ikx C_l"' ikn-—x C_l iknc-l +

F oo+ g LTt C—‘lJ )
)
wo die k,, ks ...k, in den Summen alle n! Permutationen der =,
1, n, 2 und n; 3 durchlaufen. Daher wird:
CﬂlAz((zC_l)n_*’z) = > Qnyngny (C) Pryngn, (Z) . (3)
(n=n1+ng+ny)

2) Siehe Fueter I, S. 316, Formel (12).
% Siche ).
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Die ersten Werte der ¢ ({) sind:

Qoo (§) = — 4m (£)14?

G100(8) = — 4n(5) 2 &1 (26,87 + 0,07, ...

Qoo (§) = — 40 (E) 2 £ (89,8724, 87Y + dn (01 4+ 2(1, 571 2)

@10 (8) = — 4n (E) 18 (3(91 87108t H-00 29,07 + (6,81 88 442071 4,07Y)),

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Es gilt der

2. Hilfssatz : Die Funktionen gn n n,(2) sind linksregulire Funktionen
von z.

Der Beweis erfolgt wie fiir Hilfssatz 1.

3. Es sei jetzt w=f(z) eine im Nullpunkt rechtsregulire Funktion.
Dann kann w um 0 in eine konvergente Reihe entwickelt werden?) :

=) = Egr [ {024 (@0
(Er)

Diese Integrale kénnen aber berechnet werden mittels (3).

Es wird:
= 3 Cnyngng Pryngng (2) » N =Nq -+ Np + N3,
(n=n;+ng+ng)
(Kr)
WO

1

rsrirs =5 | HOG Gy 0) - @

(H)

Wegen Hilfssatz 2 kann H ein beliebiger Oberflichenraum sein, der
0 im Innern enthilt, und in und auf dem w iiberall rechtsregulir ist.
Somit findet man fiir w die Reihenentwicklung:

o0

w = f(Z) = ¥ > Cnyngng Pnyngng (Z) I.

n=0 (n=ny+ng+ny)

Wegen Hilfssatz 1 ist aber umgekehrt jede solche Reihe I, falls sie in
einer Hyperkugel um 0 gleichmifBig konvergiert, auch rechtsregulér.

Satz: Ist w={f(z) in z=0 rechtsreguliir, so lift sich w in eine gleich-
mdpig konvergente Reihe I entwickeln, deren Koeffizienten ¢ durch (4)
4) Fueter I, S. 323, Formel (14a). Der Einfachheit halber ist hier ¢=0 gesetzt.
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gegeben sind. Umgekehrt stellt jede in einer um 0 gelegemen Hyperkugel
gleichmdifig konvergente Reihe I eine in 0 rechtsregulire Funktion von 2
dar.

Damit kann fiir dierechtsreguliren Funktionen die der Weierstraf’schen
Theorie analoge Theorie entwickelt werden, indem I ein Funktions-
element darstellt. Insbesondere ist durch eine endliche Reihe I der all-
gemeinste Ausdruck derjenigen rechtsreguliren Funktionen gefunden,
die ganz und rational in den z, sind.

In der Reihe I ist die Reihenentwicklung der analytischen Funktion
von zwei komplexen Variablen als Spezialfall enthalten. Man setzt:

2y = %y + 4,23 = 11 (T, — ;%)
2y = Ty + 4 X3 = Xy — 13Ty + %3 (T3 — 93%,) .

Waihlt man jetzt alle ¢ als komplexe Zahlen von ¢,, die noch elementaren
Bedingungen geniigen (Wie Cog;=t; Co10 5 C101=%1C110 > Co11="1 Co20 ="~ 1C0025++) »
so entsteht die Potenzreihe nach z,, 2,.

Setzt man in I fiir f(z) die Funktion p, .., (2), wo » v,v; feste natiir-
liche Zahlen sind, so ergibt Formel (4) :

_—‘ 1,’Vk=’nk, kz 1,2,3.
~ ] 0, v, # n,, fir wenigstens ein k.

——é%— ‘(‘pvlwva (C)dz Qnyngng ©) (5)

(H)
Ferner sieht man aus der Definition der pp,n,n, (2), daB:

1

n n n
= gphiglighs | ...
ntmglng! ™t 2R ’

p Nnyngng (z)
wo in allen iibrigen Gliedern wenigstens ein Faktor x, durch %, ersetzt
ist. Daher ist

on Pnyngng

=1, n=mny+n+n3.
ox 10z, 0y’

Dagegen ist:

anph Vg Vs

7 n n
ox}10xy? 0y’

=0, fiir r,= o, = 2, = ;= 0, falls ein v, % n, .

Daraus folgt, daB man die ¢ in I. auch so berechnen kann:

iy = (a"ﬁ"ms’( (z)) (6)

n n n
0xy 023® 0x3° )
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Man sieht iibrigens leicht aus der Definition, daB} die Gleichungen
gelten:

apnlnsns (Z) . apﬂ1”2n3 (z) S

T = Pny-1ngng (Z) ’ axz = Pryng-1n4 (Z) 2
a pﬂlﬂzns (z)
"““"—‘—"ax3 = Prnynans—1(2) -

4. Weiter ist:

4, (C—2y) = SA,(Er), 2] <100

also nach (3):

A,((—2)1) = E S Qnyngny (§) Drgngng (2) -

n=0 (n=ny+ng+ng
Anderseits ist nach dem II. Hauptsatz®), falls K eine Kugel um 0 ist:
1
w=f(s) = 5 | (OAZA,((E—2)) .

(K)

Hier setze man fiir f({) die Entwicklung I ein:

o 1
e b 3 —_— —_— -1
w= !(z) n=0 (nzn%nz-l-ncs?mzna Snzfpnlnzns (C) dZAz ( (C Z) ) )

(K)

Setzt man fiir 4, (({ — 2)~!) die obige Entwicklung ein, so wird nach
(5) : .
_gngp"ﬂ@zna (C) dZAz ( (C - z)—‘l) == Pryngng (z) .
(K)

Anderseits ist aber auch :’

1
_8—:7—;5 p’h”ans (C) dZC—JAz ( (zc—l)n+2) = pm"z"a (z) ’
(K)
wegen (3) und (5). Somit darf man setzen:
b 1
v==Z = °“s‘;f Pranany () ABL A, ((227)"+) -

n=0 (n=ny+ng+ny)
(K)

5) Fueter I, S. 318.
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Dies ergibt eine bestimmte Reihenentwicklung fiir die holomorphen
Funktionen. Man setzt:

1
Ppingn, (2) = 3 2fp"1"2”s (0)AZL(2L) 2, n=mn; + ny + 0y . (7)

(X)

Die P sind ganze rationale Formen der x, vom Grade n + 2, die von
f(z) vollstandig unabhingig sind. Setzt man dann:

o

W= F(Z) =23 > Crnyngng Pnlngns (Z) s II.

n=0 (n=ny+ng+ng)
so konvergieren auch diese Reihen in K, und es mu8:
AW = w = f(z) .

Die ¢ sind wieder durch (4) gegeben.

Die Funktionen P sind vom Radius der Kugel  unabhiingig. Ist K,
die Einheitskugel um 0 mit d» als Elemeéent, so kann man schreiben:

Pnlnzns (2) = B fpnlnzna (&) ) (xCY)"+2dr . (7Ta)

(K 1)
Ferner ist:

4 an"z”s (Z) = Pryngng (z) . (8)

5. Ebenso kann man den Fall behandeln, da8 w = f(z) eine im Hyper-
raum zwischen und auf zwei Hyperkugeln um den Nullpunkt, K, und Kp,
rechtsregulir ist. Nach dem Beweise von Formel (16) und (16a)¢) kann
man (fiir ein z zwischen den beiden Hyperkugeln) schreiben:

oo

w = f(z) == > Cnyngng Pnyngng (2) -+ J )

n= o (n=ny+ng+nsg)
wo:

J=—% o[ i0dzea, (@)

(Er)
ist. Nun ist aber:

g4, ((Ez)mtt) = Ay ((z7) ) 2t

linksregulir als Funktion von £, und genau die linke Seite von (3), wenn
man dort z mit ¢ vertauscht und die Reihenfolge aller GroBen umkehrt,

%) Fueter I, S. 325 u. fi.
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d. h. von rechts nach links, statt von links nach rechts liest. Daraus
erkennt man, dafl man genau die entsprechende Entwicklung wie dort
ausfiihren kann und die Reihe erhilt:

C.-l 4 z ( (Cz—~1)n+1) = 2 pn1"2”a (C;—q;h"z”a (z) ’

(n=ny+ng+n3)

<
wo ¢ aus q dadurch hervorgeht, dafl man die einzelnen Summanden in
der umgekehrten Reihenfolge schreibt. Es gilt dann der:

<
Hilfssatz 3: qu n,n, (2) 98t eine rechisregulire Funktion von z(z 0) .

Somit wird:
@ <
J = > > dﬂlns"a Qnyngny (z) ’
n=0 (n=ny+ng+ny)
WO.
1
dnlngn, = - “8“7‘_2[]‘(5) denlngng (C) . (9)
(En)

Die ganze Entwicklung lautet somit:

<

W= f(z) = § E c"h"a"a DPnynang (z) + dﬂﬂlzna gm"z"a (z) g II.

n=0 (n=ny+ngtng)

Konvergiert umgekehrt II zwischen und auf zwei Hyperkugeln um 0
gleichméBig, so ist f(z) rechtsregulir in diesem Bereiche.

(Eingegangen den 8. Februar 1936.)
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