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Ober die analytische Darstellung der regulâren
Funktionen einer Quaternionenvariablen
Von Rud. Ftjeter, Zurich

In zwei Abhandlungen habe ich die Théorie der rechts-, resp. links-
regulâren Funktionen w f(z)= £ ukik der Quaternionenvariablen

(k)

z ]£xkik entwickelt1). Dièse enthàlt als Spezialfall die Théorie der

gewôhnlichen analytischen Funktionen von einer oder zwei complexen
Variablen. Im folgenden setze ich die Kenntnis dieser Arbeiten voraus.
Es ist mir gelungen, den analytischen Ausdruck aller dieser Funktionen
zu finden. Derselbe ist eine besondere Form der Taylor'schen Reihe,
deren Koeffizienten dreifache Intégrale iiber die Randwerte der Funktion
sind, und die sich analytisch fortsetzen làBt. Damit ist z. B. auch der
Ausdruck ftir aile ganzen rationalen regulâren Funktionen gegeben.

Der Einfachheit wegen beschrânke ich mich auf rechtsregulàre
Funktionen. Es gilt jedoch ailes entsprechend auch fur die linksregulâren
Funktionen.

1. Es sei F(z) eine im ganzen endlichen Hyperraume rechtsregulàre
Funktion, deren Komponenten ganze rationale Formen n-ten Grades

(n > 0) der reellen Variablen xk seien. Dann gilt der Euler'sche Satz :

nF(z) £xk
Da F rechtsregulâr ist, muB :

(k)
sein. Somit folgt :

(xk — ikx0). (1)

Nun ist aber auch F{k)(z) rechtsregulâr und eine Form (n—l)ten
Grades. Also dtirfen wir (1) auch auf F{k)(z) anwenden. Fâhrt man so

n mal fort, so wird:

n\F(z) v J;... v^(*i *¦•••*») (x^-i^x*) {x^-i^x»).. .(xkn-iknx0).

Rud.Fueter: Die Funktionentheorie der Differentialgleichungen Ju=0
und JJu 0 mit vier reellen Variablen.
Comm. Math. Helv. Vol. 7, S. 307. Wird als Fueter I zitiert.

Rud.Fueter: Zur Théorie der regulâren Funktionen einer Quater¬
nionenvariablen. Monatshefte f. Math. undPhysik. Bd. 43, S. 69.

371



Die GrôBen Fikl •••*»»> sind als nte Ableitungen konstant. Ferner
sînd sie von der Reihenfolge der k unabhângig. Wir setzen jetzt:

P«m2n3(z) —{ Ei^ — H^o) (*h — H2Xo) • • • (xkn — Hnxo)

wo : % + n% + n3 n,

und % die Zahl der 1, n% der 2 und nz der 3 tinter den Zahlen kl9 k2,... kn,

ist. Die Summe rechts ist iiber aile —;—-—: voneinander verschiedenen

Permutationen der kr zu erstrecken. Die p(z) sind ganze rationale Formen
nten Grades der xk. Die ersten Werte derselben sind:

Pioo xi — h xo> Poio X2 — H xo> Pool xz — h xo >

P200 g! (^i — *>o)2 P020 • • •

Puo ^1^2 — xixoi2 — X2xoH > P101

P300 3-f (xi — h xo)z)z

2 2 9 • 2-13-\ _X\X2 ^0^2 2x0XiX2%1 x±xoi2 -f- — xoHj9 P201— • • •P210 —

: Xl X2 X3 X0 X2 XZ *1 X0 Xl X3 *2 X0 Xl X% *3

Wir setzen wegen spâter noch p000 1 (n 0)

Somit wird:

(2)

Ûber die Polynôme p gilt nun der

1. Hilîssatz : Die Polynôme p(z) sind links- und rechtsregulâre Funk-
tionen von z.

Nach Définition ist nàmlich:

(*r) '-1

(M f-1
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Durch Addition und Ausklammerung von x^1 erhâlt man:
3 n T

*=0 (kr) r=l L

— 0*\ — \^o) • • • (Xkn—Hn%o) (— ikr^o)

wo im zweiten Gliede der zu kr gehôrige Faktor fehlt. Nun ist jedoch:

(a\—ikixo). • .*V (&*n— Hn#o) — (a\—H^o)- • .(**w—*^o)^ O

da a;^ reell ist. Somit schreibt sich obige Formel so :

3 n [*

— («*, — ^ «o) • « •!(**„ — *fcn Xo) (^fcr — Hr^o) L

Da aber die Summe iiber aile Permutationen der kr zu erstrecken ist,
so mu6 die rechte Seite null sein. Da die p auBerdem ganz rational in
den xk sind, so ist p im ganzen endlichen Raume rechtsregulâr. Der
Beweis fiir linksregulàr ist entsprechend.

2. Nach friïherm2) ist Az(zn+2) eine rechtsregulàre Form wten Grades
der xk. Dasselbe gilt auch fiir:

Az ((zÇ-1)"*2) n(C)-1 At(rn+2), wo r zÇ-1 ist, n ^0
und £ ein von z unabhàngiges Quaternion ^ 0 ist. Wir nehmen letztern
Ausdruck fur F(z) und berechnen die wten Ableitungen. Wir setzen

^Az (z£-i)n+2)<*ï~r 2T2 8T^)
qnin2ns (f) Wl + n, + n, n

Dann wird nach Formel (12)3) :

wo die klt k2 kn in den Summen aile n\ Permutationen der

1, n2 2 und % 3 durchlaufen. Daher wird:

a) Siehe Fueter I, S. 316, Formel (12).

8) Siehe 2).

(3)
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Die ersten Werte der q (£) sind:

?2oo(C)

Es gilt der

2. Hilîssatz: Die Funktionen qninana(z) sind linksregulâre Funktionen
von z.

Der Beweis erfolgt wie fur Hilfssatz 1.

3. Es sei jetzt w f(z) eine im Nullpunkt rechtsregulàre Funktion.
Dann kann w um 0 in eine konvergente Reihe entwickelt werden4) :

w f(z) Jg
(Kr)

Dièse Intégrale kônnen aber berechnet werden mittels (3).

Es wird:

(n=»ni+n8+«8)

wo:

^-^J /(?) rf^ 2*1*2*3 (f •Cnxn2nz ^-^J /(?) rf^ 2*1*2*3 (f • (4)
(H)

Wegen Hilfssatz 2 kann jff ein beliebiger Oberflâchenraum sein, der
0 im Innern enthàlt, und in und auf dem w iiberall rechtsregulâr ist.
Somit findet man ftir w die Reihenentwicklung :

n=0

Wegen Hilfssatz 1 ist aber umgekehrt jede solche Reihe I, falls sie in
einer Hyperkugel um 0 gleichmâBig konvergiert, auch rechtsregulâr.

Satz : Istw — f(z) inz 0 rechtsregulàr, so lâftt sich w in eine gleich-
mâfîig konvergente Reihe I entwickéln, deren Koeffizienten c durch (4)

4) Fueter I, S. 323, Formel (14a). Der Einfachheit halber ist hier c=0 gesetzt.
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gegeben sind. Umgekehrt stellt jede in einer um 0 gelegenen Hyperkugel
gleichmàfiig Jconvergente Reihe I eine in 0 rechtsregulâre Funktion von z
dar.

Damitkannfiïr die rechtsregulâren Funktionen die derWeierstrafi 'schen
Théorie analoge Théorie entwickelt werden, indem I ein Funktions-
element darstellt. Insbesondere ist durch eine endliche Reihe I der all-
gemeinste Ausdruck derjenigen rechtsregulâren Funktionen gefunden,
die ganz und rational in den xk sind.

In der Reihe I ist die Reihenentwicklung der analytischen Funktion
von zwei komplexen Variablen als Spezialfall enthalten. Man setzt:

Wàhlt man jetzt aile c als komplexe Zahlen von il9 die noch elementaren

Bedingungen geniigen(wie c^^c^ c^^c^, c^^c^ =--ixc002,...)

so entsteht die Potenzreihe nach zx, z2.

Setzt man in I fur f(z) die Funktion p^r.v.OO, wo v1v2v3 feste natiir-
liche Zahlen sind, so ergibt Formel (4) :

tr\S l>v*=nk9 k= 1, 2,3.
n1n1nIig-| Oj Vfc ^ nfc, fur wenigstens ein ifc. W

(H)

Ferner sieht man ans der Définition der pnin2nz (z), daB :

wo in allen iibrigen Gliedern wenigstens ein Faktor xk durch a:0 ersetzt

ist. Daher ist

Dagegen ist:

J!Ç^s_ O, fiir ^-^ ^=^3 0, falls eîn

Daraus folgt, daB man die c in I. auch so berechnen kann :
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Man sieht iïbrigens leicht aus der Définition, daB die Gleichungen
gelten:

~~ ^ni ~ 2

4. Weiter ist :

also nach (3):

Anderseits ist nach dem II. Hauptsatz5), falls K eine Kugel um 0 ist:

w /(z)

Hier setze man fur /(£) die Entwicklung I ein:

00 1 (*

(K)

Setzt man fur A
z (£ — 2;)-1) die obige Entwicklung ein, so wird nach

(5):

Anderseits ist aber auch:

wegen (3) und (5). Somit darf man setzen

W __ /(2) _= X ^ Cnini,

») J'weter I, S. 318.
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Dies ergibt eine bestimmte Reihenentwicklung fiïr die holomorphen
Funktionen. Mansetzt:

Die P sind ganze rationale Formen der xk vom Grade n -f 2, die von
z) vollstàndig unabhàngig sind. Setzt man dann :

W= F(z) 1 s cnin2na PMlW2M3 (z) IL
n0 (n++)

so konvergieren auch dièse Reihen in K, und es muB :

AW w f(z)

Die c sind wieder durch (4) gegeben.

Die Funktionen P sind vom Radius der Kugel r unabhàngig. Ist Kx
die Einheitskugel um 0 mit dr als Elément, so kann man schreiben:

(7a)

Ferner ist :

^ P«lW2% (^J Pnm2n3 (Z) (8)

5. Ebenso kann man den Fall behandeln, daB w f(z) eine im Hyper-
raum zwischen und auf zweiHyperkugeln um denNullpunkt, Kr und KR,

rechtsregulàr ist. Nach dem Beweise von Formel (16) und (16 a)6) kann
man (fur ein z zwischen den beiden Hyperkugeln) schreiben:

00

wo:

ist. Nun ist aber:

linksregulâr als Funktion von f, und genau die linke Seite von (3), wenn
man dort z mit C vertauscht und die Reihenfolge aller GrôBen umkehrt,

6) Fueter I, S. 325 u. fî.
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d. h. von rechts nach links, statt von links nach rechts liest. Daraus
erkennt man, daB man genau die entsprechende Entwicklung wie dort
ausfûhren kann und die Reihe erhâlt:

wo q aus q dadurch hervorgeht, daB man die einzelnen Summanden in
der umgekehrten Reihenfolge schreibt. Es gilt dann der:

Hilîssatz 3: qnin2nB (z) ist eine rechtsregulare Funktion von z(z=£O)

Somit wird:

wo:

^/ ^ (f • (9)

Die ganze Entwicklung lautet somit :

gfn1n2na(2) IL
n=0 («=

Konvergiert umgekehrt II zwischen und auf zwei Hyperkugeln um 0

gleichmâBig, so ist f(z) rechtsregulâr in diesem Bereiche.

(Eingegangen den 8. Februar 1936.)
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