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Sur les systémes isogonaux de courbes
dont le rapport des courbures est constant

Par M. PLANCHEREL, Zurich

1. Un probléme de la théorie de 1’élasticité a conduit mon collégue,
M. le prof. Ritter, & me poser la question suivante:

Trouwver tous les systémes orthogonaux de courbes planes pour lesquels
le rapport des courbures en un point arbitraire (des deux courbes du systéme
passant par ce point) est constant.

La réponse est trés simple. Appelons isogonale (w) d’une famille de
courbes planes, une courbe coupant les courbes de la famille sous I’angle w.
q® désignant le rapport constant des carrés des courbures et w étant
défini par

cotg w = + ¢, (1)

la solution générale de la question est donnée par le systéme des isogonales
(w) et (w -+ —g—> d’ume famille arbitraire de droites. Cette propriété est un

cas particulier d’une proposition générale concernant les systémes isogo-
naux de courbes, que nous établirons ci-dessous.

Nous dirons de deux familles monoparamétriques de courbes F,, F,
qu’elles forment un systéme isogonal d’angle 6, lorsque les courbes de la
famille F, sont les isogonales (0) de la famille F,. Introduisons un sens de
rotation positif dans le plan et convenons de prendre pour 6 I’angle
compris entre —-——g— et %
tourner autour de son point de contact P pour se superposer a la
tangente en P a la courbe de F, passant par ce point. Désignons encore
par »x, et x, les courbures respectives des courbes de F, et de F, et par ¢>

dont la tangente & une courbe de F;, doit

2
le rapport (;:-2-) . On a alors le théoréme:

1

Tout systéme isogonal d’angle 0, pour lequel le rapport des carrés des

2
courbures (—z—g) = q* est constant, est formé par les isogonales (w), (w -+ 0)
1
d’une famille de droites ou w est délerminé par
sin 6
= . 2
tgw +g—cos b (2)
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Réciproquement, les isogonales (w), (w + 0) d’une famille arbitraire de
droites ont leurs courbures en rapport constant :

(_}t_g_)”:(sin(w—l—ﬂ))z . @)

7y sin w

Etant donnés une courbe L, différente d’une droite, une constante

¢* =0 et un angle 6 (—% =0=< —72E->, on peut chercher a déterminer un

systéme isogonal F', F,, d’angle 0, tel que L soit une courbe de la famille 7,
et pour lequel le rapport des carrés des courbures soit égal & g2 Le
théoréme ci-dessus donne une construction géométrique simple d’'un tel
systéme. Il montre de plus que si ¢ > 0, il y a deux systémes isogonaux
répondant a la question. Il y a de méme deux systémes isogonaux d’angle
— 0 répondant aux mémes conditions pour L et ¢2; ils coincident avec

les précédents si 0 = 4 ——275— . 8i g = 0, F, est une famille de droites; il n’y

a qu’'un seul systéme isogonal d’angle 0 et un seul systéme d’angle —0,
pour lesquels L est une courbe de F,; ces deux systémes sont identiques

lorsque 6 = + % Le cas particulier ou la famille de droites est un fais-

ceau donne le systéme isogonal formé de deux familles de spirales loga-
rithmiques.

2. Pour éviter des confusions, nous affecterons, 14 ou cela sera utile,
de I'indice 1 les grandeurs se rapportant & la famille 7, et de I'indice 2
celles se rapportant a la famille F,. Si

¥, = f(2,91) (4)

est I’équation différentielle de la famille F, les courbes de F, coupant
celles de F, sous ’angle 6 auront pour équation différentielle

r f(x,ya) +T
s = 1—tf(2,9) °

en notant tg 6 = 7. Par suite,

y']'. =fx (%, y,) + fy (, yl) f(xs Y1) >

y"= 1+12
: [I_Tf(x’yz)]3

|1 (@00 A=z (@90) + fu(m90) (Hm v+ 1) |
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Les courbures #,, %, au méme point (x, y) auront donc les valeurs

. Y Lt
T E e T
oo Y LA + (=)
: (1 + g™ Vi+2 1+ )%

En égalant & ¢? le carré des rapports de ces courbures, on aura

fol—f) +f,(f +7) = £q VI F 2 (f. + f1,) .

¢? étant donné, ¢ n’est déterminé qu’au signe prés; il suffira donc de
traiter la premiére des deux équations précédentes.

3. Le probléme est donc réduit & l'intégration de 1’équation aux
dérivées partielles suivante pour z = f(z, y)

0
(1——q|/1+12——-rz)g—%—}- (‘r+z(1———q[/1+1:2))a—:7=0. (5)

L’intégration du systéme différentiel de ses caractéristiques

dx . dy _dz
1—-—qV1—{—z2—rz r—!—z(l—q]/l—{—rz) 0

donne sa solution générale sous la forme paramétrique

2= [1—gVT+ 7= —12()] = + %),

y=[r+2%0) (1 —gVTF2] = + %), ©

= zo(‘”) ’

dans laquelle z,(v), %,(v), 20(v) sont des fonctions arbitraires du para-
métre v. La surface réglée que ces formules représentent a ses génératrices
paralléles au plan xy et passe par la courbe

&= o(v), ¥ = Yo(v), 2= 24(v).

Lorsque z,(v) est une constante a, la surface est le plan z = a et
I’équation différentielle (4) est celle d’une famille de droites paralléles.
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Le systéme isogonal est alors formé de deux familles de droites paralléles
et le rapport des courbures est indéterminé.

Lorsque z,(v) n’est pas une constante, I'intersection du plan z = z,(v)
et de la surface (6) est une droite faisant avec 1’axe des z l’angle a
donné par

tor g T 2@ (1—gqY1+7)
= 1—q V12— 72 (v)

Introduisons I’angle w donné par

T sin 0
tgw = =
gyl+12—1 g—cos @
On a
2o+ tgw
tga 1 —ztgow ’
d’ou

2o (v) =tg(a+ w) .

Substituons aux parameétres u, v les parameétres a, ¢ définis par

T Zo (V)

to = , b= )
g (@ + ®) = 2(v) R p—

La surface (6) est alors représentée sous la forme

e= (1—qVTH 7 + 7ig (a + 0) )~ ,

y=((1—gVT ) tz(a+0)—7)— + 0(a), )

z =1tg(a + w),
ou D(a) = Yo(v) — 20(v) tg @
est une fonction arbitraire de a. La famille de droites

y=2xtga-+PD(a) (8)

représente les projections des génératrices de la surface (7) sur le plan
: __lzgx;enons 4 D'équation différentielle (4). La condition nécessaire et

suffisante pour que la famille F, qu’elle représente et la famille #, de ses
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isogonales (0) aient leurs courbures en rapport constant est que
z = f(x,y) soit de la forme (7). Considérons la courbe intégrale qui passe
par un point arbitraire du plan et menons la droite (8) qui passe par ce
point. L’angle de cette courbe intégrale avec I’axe des z est a4+ w, et
celui de cette droite (8) avec l'axe est a. La courbe intégrale coupe
donc la droite (8) sous I'angle w. Elle est, par conséquent, une isogonale
(w) de la famille de droites (8).

Il est ainsi établi qu’a tout systéme isogonal de courbes planes pour
lequel le rapport des courbures est constant correspond une famille de
droites et réciproquement; il est formé par les isogonales (w) et (w - 0)
de cette famille.

La réciproque du théoréme démontré peut aussi se vérifier directement
en calculant la courbure d’une isogonale (w) de la famille (8). Un calcul
élémentaire donne pour cette courbure

. cos a sin w , n (#(w - 0)\2  sin?(w + 0)
%(@) = & x -+ & (a) cos?a d'ot ( % () ) st

En construisant I’enveloppe de la famille (8) et en désignant par [ la
distance d’un point (z,y) d’'une droite (8) au point de contact de cette
droite et de I’enveloppe, on démontre que ! cos a = x4 @D’ (a) cos? a. Par

suite, »(w) = 4- sn;w . Cette formule donne une construction simple

du cercle de courbure des isogonales d’une famille de droites, construction
due & G. Scheffers (Leipziger Berichte, 50, 1898, p. 276). Elle montre
aussi que les isogonales qui passent par un point fixe arbitraire ont en
ce point des cercles de courbure qui ont un second point commun.
Cette derniére propriété est d’ailleurs, comme I’a remarqué E. Cesaro
(Geometria intrinseca, 1896, p. 115, édition allemande, p. 147—148)
encore vraie lorsque la famille de droites est remplacée par une famille
de courbes.

(Regu le 21 octobre 1935).
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