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Richtungsfelder und Fernparallelismus
in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten

Von E. STIEFEL, Ziirich

Einleitung

1. Die n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, welche in dieser Arbeit
betrachtet werden, sollen geschlossen und stetig differenzierbar sein?).
Die Frage, ob in einer solchen Mannigfaltigkeit ein ausnahmslos stetiges
Richtungsfeld existiert, wird durch den folgenden bekannten Satz
beantwortet?):

Satz A,. Dann und nur dann existiert in der Manmigfaltigkeit M™ ein
singularititenfreies stetiges Richtungsfeld, wenn die Euler’sche Charak-
teristik von M™ den Wert 0 hat (§ 5, Nr. 2).

Dabher sind einerseits unter allen geschlossenen und orientierbaren
Flachen diejenigen vom topologischen Typus des Torus die einzigen,
welche die Anbringung eines stetigen Richtungsfeldes erlauben3); an-
dererseits kann man jede Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionszahl,
insbesondere also jede dreidimensionale Mannigfaltigkeit, mit einem
stetigen Richtungsfeld ausstatten (§ 6, Nr. 1).

Da aber nicht zu erwarten ist, dal sich alle Mannigfaltigkeiten unge-
rader Dimensionszahl beziiglich der in ihnen existierenden stetigen
Richtungsfelder ganz gleichartig verhalten, wird man durch den soeben
formulierten Gegensatz (z. B. zwischen n = 2 und n = 3) veranlaf3t,
eine Verfeinerung der urspriinglichen Frage zu suchen. Es liegt nahe,
folgendermaBen zu fragen: Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M™
und eine Zahl m aus der Reihe 1, 2, ..., n seien vorgelegt; gibt es in M™
etn System von m stetigen Richtungsfeldern, welche in jedem Punkt der M™
linear unabhingig sind?

Diese Frage, die fiir m = 1 durch den Satz A4, beantwortet wird, und
die besonderes und selbstindiges Interesse fir m =n—1 und m = n
beanspruchen darf (vgl. Nr. 5 dieser Einleitung), bildet den Gegenstand

1) Man vgl. Kap. XIV, § 4, der ,,Topologie‘ (1. Band) von Alexandroff und Hopf.
(J. Springer, Berlin, 1935.) Dieses Buch, dessen Terminologie wir in dieser Arbeit folgen,
wird im folgenden kurz als ,,AH‘ zitiert.

) AH: Kap. X1V, § 4, Satz III.

3) Poincaré: Journal de Liouville, 4e série, t. I., p. 203—208.
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der vorliegenden Arbeit. Die Frage wird zwar nicht in dem Sinne voll-
stindig beantwortet, da, in Verallgemeinerung des Satzes A,, eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Systemes
von m unabhingigen Richtungsfeldern — im folgenden kurz ,,m-Feld*
genannt — aufgestellt wird; jedoch werden einige Sitze bewiesen, welche
einerseits das Problem in manchen Spezialfillen zu erledigen gestatten,
und welche andererseits neue Beitrige zur allgemeinen Topologie der
geschlossenen Mannigfaltigkeiten darstellen.

2. Bevor wir die wichtigsten dieser Sétze formulieren, erinnern wir an
den mit dem Satz 4, verwandten und ebenfalls bekannten?)

Satz B,. In jeder Mannigfaltigkeit M™ gibt es Richtungsfelder, welche
wn hochstens endlich vielen Punkten singulir (d.h. unstetig) werden ; die
Anzahl dieser Singularititen, mit richtigen Vielfachheiten (,,Indexen)
gezihlt, st unabhdngig von dem speziellen Felde: sie ist stets gleich der
Charakteristik von M™ (§ 5, Nr. 2).

Von diesem Satz werden wir die folgende Verallgemeinerung beweisen:

Satz B,,. Injeder M" gibt es fiir jedes m (1 < m < n) m-Felder, deren
Singularititen (d. h. Unstetigkeitspunkte der einzelnen Richtungsfelder
oder Punkte linearer Abhdingigkeit der verschiedenen Felder) einen hochstens
(m — 1)-dvmensionalen Komplex bilden; bei richtiger Zihlung der Viel-
fachheiten der Singularititen ist er ein Zyklus, und die Homologieklasse
dieses Zyklus ist unabhingig von dem speziellen m-Feld : sie ist ein ausge-
zeichnetes Element der (m—1)-ten Betti’schen Gruppe*®) von M™ (§4,Nr.4,5).

Diese Homologieklasse F™ ! nennen wir die ,,m-te charakteristische
Klasset* von M™; im Fall m = 1 ist sie diejenige nulldimensionale
Homologieklasse, in welcher sich ein mit der Euler’schen Charakteristik
multiplizierter Punkt von M" befindet.

Der Satz A, wird nun in gewissem Sinne durch den folgenden Satz
verallgemeinert:

Satz A,,. Dann und nur dann gibt es in M™ ein m-Feld, dessen
Singularititen einen hichstens (m — 2)-dimensionalen Komplex bilden,
wenn F™ 1 = 0 (d. h. das Nullelement der (m — 1)-ten Betti’schen Gruppe
von M*) ist (§ 4, Nr. 5).

‘) AH: Kap. XIV, § 4, Satz I.

48) Der Koeffizientenbereich, auf den sich diese Betti’sche Gruppe bezieht, ist in § 4,
Nr. 3 definiert (Vgl. auch AH: Kap. V).
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Hieraus folgt sofort:

Satz A,,. Fir die Existenz eines singularititenfreien m-Feldes in M"
st notwendzg, daf
FO—=F1— ... — Fm-1 — ()
18t.
Hinreichend diirfte diese Bedingung jedoch nicht sein.

3. Nun liegt die Aufgabe nahe, fiir eine vorgelegte M" die charak-
teristischen Klassen F™1(m = 1,2 ...) zu bestimmen. Im Fall m =1
ist die Bestimmung von F™-1 gleichbedeutend mit der Bestimmung der
Euler’schen Charakteristik von M™, und diese kann man auf Grund der
Euler-Poincaré’schen Formel

Z(—1ya=2(—1)p",

wobei o" die Anzahl der r-dimensionalen Zellen einer Zerlegung von M",
p" die r-te Betti’sche Zahl von M™ bezeichnet, auf zweierlei Weisen aus-
driicken: erstens durch die a7, zweitens durch die p".

Die erste dieser beiden Moglichkeiten scheint sich auf beliebiges m
iibertragen zu lassen (§ 5, Nr. 3, FuBlnote 22); prinzipiell wichtiger ist
aber die Frage, ob man die Klasse -1 auch auf eine Weise darstellen
kann, welche der Darstellung der Charakteristik durch die rechte Seite
der Euler-Poincaré’schen Formel entspricht, also durch bekannte topo-
logische Invarianten von M". Auch wenn die, uns bisher unbekannte
Antwort auf diese Frage verneinend wire, wiirde sie doch etwas Neues
lehren: F™1 wire eine neue topologische Invariante von Mannigfaltig-
keiten.

Noch in anderer Hinsicht besteht eine Beziehung zwischen der Klasse
Fm1 und der Euler’schen Charakteristik: die Schnittzahl von F™-1 mit
einer in die M" eingebetteten (n — m -+ 1)-dimensionalen Mannigfaltig-
keit ist (mod 2) der Charakteristik dieser Mannigfaltigkeit kongruent,
falls die Einbettung gewisse, in § 6, Nr. 2 formulierte Forderungen
erfiillt.

4. Die Bestimmung von F™! fiir eine vorgelegte Mannigfaltigkeit
gelingt unter Umstédnden allein mit Hilfe des Satzes B,,; denn auf Grund
dieses Satzes braucht man ja nur ein spezielles m-Feld zu konstruieren,
welches so iibersichtlich gebaut ist, dafl man den Komplex seiner Singu-
laritdten beherrscht. Auf diese Weise werden wir als Beispiel die (4 k- 1)-
dimensionalen projektiven Rdume behandeln; es wird sich zeigen:
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Satz C. Fir den (4 k- 1)-dimensionalen reellen projektiven Raum
Puktl 45t 1 diejenige Klasse, welche die projektive Gerade enthilt, sie ist also

nicht Null (§6, Nr. 3).

Hierin und in der Tatsache, daB es in jeder Mannigfaltigkeit ungerader
Dimensionszahl ein stetiges Richtungsfeld gibt, ist enthalten:

Satz C’. Im P¥%+1 gibt es stetige Richtungsfelder, jedoch existieren fiir
jedes Paar von Feldern Punkte, in welchen die Richtungen der beiden Felder
entweder gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sind.

Diese Eigenschaft projektiver Raume gestattet den Nachweis gewisser
algebraischer Séatze, fiir welche bisher keine Beweise bekannt zu
sein scheinen, die mit den iiblichen algebraischen Hilfsmitteln arbeiten

(§ 6, NT. 3).

5. Besonderes und selbsténdiges Interesse verdient die Frage, ob es in
einer M" ein n-Feld gibt; die Existenz eines solches Feldes ist namlich
gleichbedeutend damit, dal man in M" einen Fernparallelismus ein-
fiihren kann oder, wie wir auch sagen, daBl M" , parallelisierbare ist.
Dabei nennen wir M" parallelisierbar, wenn man die Gesamtheit aller
Richtungen in M™ derart in zueinander fremde, eindeutige und stetige
Richtungsfelder, die wir ,,Parallelenfelder nennen, zerlegen kann, daf
die folgende Bedingung erfiillt ist: Sind #,, 9, ..., , Richtungen in einem
Punkt p von M" und 9;, 9,, ..., 9, die denselben Parallelenfeldern ent-
nommenen Richtungen in einem beliebigen anderen Punkt p’, so folgt
aus der linearen Unabhingigkeit der #,; die lineare Unabhingigkeit der
v, . Wir werden Richtungen, die demselben Parallelenfeld entnommen
sind, kurz ,,parallel* nennen.

Man sieht in der Tat leicht, daB3 die Parallelisierbarkeit mit der Existenz
eines n-Feldes identisch ist : Wenn ein n-Feld existiert, so nenne man zwei
Richtungen v, 9’ in den Punkten p bezw. p’ einander ,,parallel®, falls
ihre Komponenten in bezug auf die in p bezw. p’ angebrachten Richtungen
des n-Feldes bis auf einen positiven Faktor miteinander iibereinstimmen;
dann hat man einen Fernparallelismus eingefiihrt. Ist andererseits ein
Fernparallelismus definiert, so zeichne man in einem festen Punkt =
linear unabhéingige Richtungen aus; die zu diesen Richtungen parallelen
Richtungen in den iibrigen Punkten von M" bilden dann ein n-Feld.

Nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten sind nicht parallelisierbar;
andererseits zeigt man leicht, daB in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit
die Existenz eines n-Feldes bereits aus der Existenz eines (n— 1)-
Feldes folgt. Damit ist die Untersuchung der Parallelisierbarkeit voll-
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standig auf die Untersuchung der (n— 1)-Felder zuriickgefiihrt; es
bedeutet also keine Einschrinkung, wenn wir im folgenden m < n
voraussetzen. Aus Satz A4, ergibt sich:

Satz D. Notwendig fiir die Parallelisierbarkeit von M* ist das Ver-
schwinden aller charakteristischen Klassen F°, F1, ..., Fr2,

Auch hier — vergleiche Satz A’,, — ist nicht anzunehmen, daB die
Bedingung hinreicht.

Da eine Gruppenmannigfaltigkeit®) sicher parallelisierbar ist, ergibt
Satz D eine notwendige Bedingung dafiir, daf} die vorgelegte Mannig-
faltigkeit M " zu einem Gruppenraum gemacht werden kann.

6. Nichtparallelisierbar sind gewill alle Mannigfaltigkeiten, fiir welche
die Euler’sche Charakteristik # 0 ist, also z. B. die Sphéiren gerader
Dimension, denn dann ist ja auch F'° 5= 0; ferner die in Satz C genannten
projektiven Rdume der Dimension 4 £ 4 1. Durch Produktbildung kann
man ferner beweisen:

Satz E. Fir jede von 1 und 3 verschiedene Dimensionszahl n gibt es
n-dimensionale (geschlossene und orientierbare) Mannigfaltighkeiten, die
nicht parallelisterbar sind (§ 6, Nr. 2).

Fir » = 1 gibt es eine einzige geschlossene Mannigfaltigkeit: den
Kreis; er ist trivialerweise parallelisierbar. Offen ist die Frage der Paral-
lelisierbarkeit daher zunéchst nur noch fiir » = 3; und hier gilt:

Satz F. Jede dreidimensionale geschlossene und orientierbare Mannig-
faltighkeit®®) ist parallelisierbar (§ 5, Nr. 3).

Diese merkwiirdige Ausnahmestellung der Dimensionszahl 3 zeigt von
neuem die Schwierigkeit bei den Klassifikationsversuchen fiir die drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten: der Versuch, die orientierbaren drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten in parallelisierbare und nicht-paralleli-
sierbare einzuteilen, mifllingt.

7. Die in dieser Einleitung aufgestellten Satze werden in den §§ 4—6
formuliert und bewiesen; die §§ 1 und 2 haben vorbereitenden Charakter.
Von § 1 sind nur die Definitionen in Nr. 1 und die Resultate in Nr. 4 fiir
den iibrigen Teil der Arbeit wichtig. Im Anhang I wird die Bestimmung
der Klasse F! in dreidimensionalen orientierbaren Mannigfaltigkeiten
nachgeholt, die in § 5, Nr. 3 nur angedeutet wurde. Der Anhang II ist

%) AH: Einleitung § 3, Nr. 17; dort finden sich auch Literaturangaben.
5a) Die Mannigfaltigkeit muB iiberdies gewisse Differenzierbarkeits-Voraussetzungen
erfiillen (vgl. § 5, Nr. 3, und Anhang I).
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nachtréglich entstanden; in ihm wird bewiesen, dal} eine im euklidischen
Raum liegende Mannigfaltigkeit mit ungerader Charakteristik nicht
durch Gleichungen reguldr dargestellt werden kann®).

Uber einzelne Teilresultate aus dieses Arbeit habe ich bereits an anderer
Stelle (Verh. der schw. naturf. Gesellschaft 1934, S. 270; ferner: En-
seignement mathématique, 1934, 1, p. 6) berichtet.

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Prof. H. Hopf fir die Anregung zu
dieser Arbeit, fiir sein dauerndes Interesse an ihren Fortschritten, sowie
fiir seinen wertvollen Rat in entscheidenden Momenten danken.

§ 1. Die Mannigfaltigkeiten V., .

1. Detinitionen

Ein geordnetes und normiertes Orthogonalsystem ¢, ,, von m Vektoren
9,,90,...9,, die in einem Punkt des euklidischen #n-dimensionalen
Raumes B" angreifen, nennen wir im folgenden ein m-System des R".
Dabei sei m an die Ungleichungen

O<m<mn (1)

gebunden. V, ,, ist definiert als die Menge aller in einem festen Punkt des
R" angreifenden m-Systeme o, ,,; filhrt man auf naheliegende Weise in
dieser Menge einen Umgebungsbegriff ein, so wird V,, ,, zu einem topo-
logischen Raum, dessen Punkte v die m-Systeme ¢, , sind.

V.. ist zu der (n — 1)-dimensionalen Sphéire 8", die vom Endpunkt
des Vektors , durchlaufen wird, homéomorph. Ist aber m > 1, so ver-
schieben wir die Vektoren 9, ...9,, von o, , parallel an den Endpunkt
des Vektors 9,. V,, kann also auch als die Menge aller an die !
tangentialen (m — 1)-Systeme o, ,_; des EB" erklirt werden. Speziell
ist V, , die Menge der gerichteten Linienelemente der S"-1.

Durch stereographische Projektion kann man eine weitere Dar-
stellung des Raumes V,, ,,, den wir im folgenden kurz mit V bezeichnen,
gewinnen: Projiziert man die 8"! von ihrem Nordpol aus auf ihren
Aquatorialraum R"1, so geht ein im Sphirenpunkt p angreifendes
System ¢, ,, in ein im Bildpunkt p, von p angreifendes (m — 1)-
System o,_; ,,, des R"! iiber. o, ,, ist eindeutig festgelegt durch
seinen Angriffspunkt p, und das zu ¢, ,, parallele (m — 1)-System
einer in den R™! eingebetteten V,,, , = V;. Ein Punkt v von ¥V

¢) Man vgl. auch AH: Einleitung, § 1, Nr. 7.
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ist somit gegeben durch einen Punkt p; des R"! und einen Punkt v,
von V. Wir schreiben kurz:

v =p; X ¥;. (2)

Diese Darstellung versagt nur fiir diejenigen Systeme o, ,;, die im
Nordpol angreifen. Um auch diese Systeme zu erfassen, projizieren wir
die 81 noch vom Siidpol aus auf den RB"1. Analog zu (2) erhélt man:

V= Py X Vs (3)

v, ist ein Punkt der Menge V,, die bei der zweiten Projektion an Stelle
von V| tritt. Bezeichnen wir die Aquatorialsphire der 8" mit S"-2, so
gehen die beiden Punkte p, und p, durch die Transformation vermittelst
reziproker Radien an der 8”2 auseinander hervor.

Die Formel (2) stellt eine Beziehung zwischen ¥ und V7, d. h. zwischen
Vo mund V., ., her. Durch Iteration erhalten wir eine Beziehung
zwischen den Rdumen der Reihe:

V'n,m ) Vn—l,m—l > o Vn—lc,m—lw Vn—-m-l—l, 1= Sn—m ¢ (4)

Daraus lassen sich folgende Schliisse ziehen:

I. Jeder Punkt von V, , besitzt eine zum Innern einer euklidischen
Vollkugel homéomorphe Umgebung.

II. V, , ist zusammenhingend. (Wegen (1) ist §"™ zusammen-
héngend.)

III. Fir die Dimension x, , von V, ,, gilt die Rekursionsformel

Bn,m = Mn-1, m1T(n—1), (5)
also
”n’mzm.(n*mjl). (6)

. Zerlegung der V,,

In unserer ersten Projektion begrenze 8"% die im R"™! liegende ab-
geschlossene Vollkugel E,. Wir definieren:

K, =E, X V;' (7)
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Analog in der zweiten Projektion:

K,=E,xV,. (8)
Dann ist V die Vereinigungsmenge von K, und K,:
V=K, +K,. (9)
Iteriert man diese Zerlegung der V, , in der Reihe (4), so folgt auf
induktivem Wege das Resultat
IV. V, ,, ist ein Polyeder.
Aus I—IV folgt nun:

Satz 1. V, ,, st eine geschlossene Mannigfaltigkest.

Die Mannigfaltigkeiten der Reihe (4) nennen wir die der V, ,, zuge-
ordneten Mannigfaltigkeiten.

Fiir den Durchschnitt von K, und K, ergibt sich:
In der ersten Projektion: K,-K,=8"2xV,, (10

In der zweiten Projektion: K, -K,=8"2x V,. (11)

Aus unserer Zerlegung (9) der Mannigfaltigkeit ¥ wollen wir durch
Induktion in der Reihe der zugeordneten Mannigfaltigkeiten Eigen-
schaften der Betti’schen Gruppen von V herleiten. Wir verstehen unter
Br(K) fir r> 0 die r-dimensionale ganzzahlige Betti’sche Gruppe des
Komplexes K, fiir r = 0 die Gruppe der 0-dimensionalen ganzzahligen
Homologieklassen, die nur berandungsfihige Zyklen enthalten. (KEin
0-dimensionaler Zyklus ist berandungsfihig, wenn die Summe seiner
Koeffizienten verschwindet?). Algebraische Teilkomplexe von

V=K,+K,, K,, K,, K, - K,, V,, V,
nennen wir C, c,, C,, Ci,, c,, C,.
Zyklen werden immer mit z oder Z bezeichnet.
Nun legen wir die folgende Voraussetzung zugrunde :

fiir ein festes r mit 0 <r<<n—2

sei B (Vo4 pi) = O.
) AH: Kap. IV, § 4, Nr. 7 ferner Kap.V, § 1, Nr. 5.

(J1)
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Dann gilt®) fiir einen beliebigen (r + 1)-dimensionalen Teilzyklus 2r+!
von V, ,.:
2l = 27+l - 2141, (12)

;! ist Teilzyklus von K, und #*! Teilzyklus von K,).

Beweis: Aus (J,) folgt zunichst B" (V,) = 0, also ist auch?)
Br(8™2 x V,) = 0, und somit nach (10):

Br(K, - K,) = 0. (13)

Sei nun 2! = (, — O, irgend eine Zerlegung von 2"+ in zwei algebraische
(r + 1)-dimensionale Teilkomplexe von K, und K,. Durch Randbildung

ergibt sich C, = C,; dieser gemeinsame Rand liegt sowohl in K, als auch

in K,, ist also ein 2},. Aus (13) folgt 2}, = C,,. C;, — C,,, C, — C,, sind
Zyklen z,, z,, und es ist ™! = 2, — 2z,, womit (12) bewiesen ist.

Unter der schirferen Voraussetzung:

fiir ein festes r mit 0 <r<n—3

. (J2)
se1 Br(Vn—-l,m—l) =0
erhélt man noch den Isomorphismus:
Br+1(Vn,m) s Br+1(Vn—1, m—-l) . (14)

Beweis: Aus den Sitzen iliber die Betti’schen Gruppen von Produkt-
komplexen folgt:

Br1(K,) = B+ (B, xVy) = BB, X Vg py) =~ BV, ).
Analog erhilt man unter Beriicksichtigung von r+1 < n — 2:
B+U(K, - K,)=Br+1(8"2xV)=B+1(8"2x Vs ) ~B*(V,_y ) (15)
und daher B+1(K, - K,) ~ B (K,).

Dieser Isomorphismus kann realisiert werden, indem man einer Homo-
logieklagse von K,-K, mit dem repridsentierenden Zyklus z{}! die

8) Dieser Satz ist Spezialfall eines Additionssatzes der kombinatorischen Topologie;
vgl. AH: Kap. VII, § 2, speziell Nr. 5.
%) Uber Betti’sche Gruppen von Produktkomplexen vgl. AH: Kap. VII, § 3.
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Homologieklasse von z{;!in K, zuordnet. Daraus ziehen wir die fol-
genden Schliisse:

a) In jeder (r 4 1)-dimensionalen Homologieklasse von K, (oder K,)
ist ein Zyklus von K, - K, enthalten.

b) Aus der Homologie zj5' ~ 0 in K, (oder K,) folgt

A1 ~0in K, - K, .

Ordnet man nun einer Homologieklasse von K, - K, mit dem reprasen-
tierenden Zyklus Z;' die Homologieklasse von Z7;! in K, + K, zu, so
entsteht eine homomorphe Abbildung von B+ (K, - K,)in B™+(K, + K,).
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus, falls

1. in jeder (r+ 1)-dimensionalen Homologieklasse von K, K, ein
Zyklus von K, - K, enthalten ist,

2. aus ZIf' ~0in K,+ K, die Homologie Z{f! ~ 0in K, - K, folgt.

1. folgt aus (12) und a); 2. wird auf die folgende Weise verifiziert:
Z'i'~01in K, + K, heiBt Z7}'= C. Eine Zerlegung C = C, — C, von C

liefert Z7j' = 0, — C,. Dies ist nur méglich, wenn C, = 27!
O, = 21}, Da 2i}'~0 in K,, ergibt sich aus b) zj;'~01in K, - K,, und
ebenso zi;* ~ 0 in K,- K,, also auch Z;j' ~0in K, - K,. Somit haben
wir B+1(K,+ K,) ~ B+(K, - K,). Die Formel (15) beweist dann die
Behauptung (14). Aus unserem Beweis ergibt sich noch der

und

Hilfssatz: Unter der Voraussetzung (J,) ist eine (r-+ 1)-dimensionale
Homologiebasis in K, - K, auch eine Homologiebasis fir V = K, + K,.

Jetzt 1486 sich leicht der folgende Satz beweisen:

Satz 2. Fir 0 =r<n—m—1 it B(V, ,.) =0.
Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion in der Reihe der zu-
geordneten Mannigfaltigkeiten; es sei also bereits bewiesen:

B (Vo m) =0fir 0 =sr<n—m—1L

Aus Satz 1 folgt ferner B*(V,,_, ,,;) = 0, also ist auch B"(V,_; ,,.1)=0.
Da m > 1 vorausgesetzt war, gilt (J,) und somit (14) und daher Satz 2.
Die Induktion wird bei der Mannigfaltigkeit V,_,.,,= 8""™ ver-
ankert, fiir die Satz 2 trivial ist.

314



Satz 3. Fir m> 2 ist B~™(V, ,)~ B*“™(V,_, ).
Beweis: Nach Satz 2 gilt (J,) fir r = n—m — 1. (14) liefert die Be-
hauptung.

3. Topologie der V', .

Aus Satz 3 kann B*~™(V, ,) bestimmt werden, wenn B""™(V,_,, .5 ,)
bekannt ist; es soll daher in diesem Abschnitt zunidchst die (n — 2)-
dimensionale Betti’sche Gruppe einer Mannigfaltigkeit V, , berechnet
werden. Die Reihe der zugeordneten Mannigfaltigkeiten besteht in diesem
Fall einzig aus einer (n — 2)-dimensionalen Sphére. Zur Darstellung der
V, » beniitzen wir unsere erste Projektion; dann ist also V, eine Sphire
8;7-2, Die beiden Sphiren S"—2 und S;*—? seien gleich orientiert, die
durch diese Orientierungen gelieferten Zyklen bezeichnen wir auch mit
87—2 und §,;*2. Ist s ein beliebiger aber fest gewihlter Punkt der S™2
und s; ein Punkt der 8,2, so bilden wegen (10) die beiden Zyklen
21 = 8X ;%2 und z,, = 8" 2X s; eine (n — 2)-dimensionale Homologie-

@Zm

—

]

o p
basis in K, - K,. (In Fig. 1 ist der Falln = 3 dargestellt.) Irgend ein
(n — 2)-dimensionaler Zyklus Z,, von K, - K, erfiillt also eine Homologie

Fig 1. Fig 2,

le""azm“‘ﬂzm in K, - K,, (17)

wo a und B eindeutig bestimmte Zahlen sind. Wir stellen uns nun zunéchst
die Aufgabe, aus (17) die Homologien, die Z,, in K, oder K, erfiillt, zu
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bestimmen. Wir 16sen diese Aufgabe zuerst fiir einen speziellen Zyklus
Z3,, der in der ersten Projektion als das Feld der duBeren Normalvektoren
der 8”2 definiert ist. Fir diesen Zyklus heif3t (17):

Zi, ~2p+ 2 in K, - K, . (17%)
Beweis: Z;, erfiillt eine Homologie
Zi, ~a*zy + f*2, in K- K, . (17*%)

Die Bestimmung der Unbekannten a* und g* gelingt auf die folgende
Weise: Man ordne einem Punkt p, X v, von K, - K, (siehe (2)) den Punkt
v, der V,;=8,""2 zu; diese stetige Abbildung f von K, - K, in die S;"2
vermittelt eine homomorphe Abbildung der Betti’schen Gruppen von
K, - K, in die Betti’schen Gruppen der S,"2, die (17#*) in die Homologie
f(Z3,) ~ a* - f(z35) + B* - f(21) = a* - 8;"2 transformiert. Aus f(Z},) =
S "2 ergibt sich a* = 1; auf analoge Weise findet man g* = 1.

Beziiglich K, erfiillt Z,, die Homologie:
Z: ~z, in K,. (18%)

Beweis durch stetige Abinderung von Z;,: Man lasse einen beliebigen
Punkt p, X v, von Z;, den durch das folgende Schema angedeuteten Weg
durchlaufen:

P1X 0V, Pi(E)X v, 88Xy . (D)

Dabei ist ¢ ein von 0 bis 1 laufender Deformationsparameter; p, (£) wan-
dert geradlinig und gleichformig von p, zum Punkte s der S"—2.

Durch Ausiibung der Transformation vermittelst reziproker Radien
an der 8" 2 wird aus der Figur 1 die Figur 2, in der man auf analoge

Weise findet:
Zig ~(—1) 2, in K, . (19%)

Fiir den beliebigen Zyklus Z,, haben wir nun aus (17) und (17*) Z,, ~
(@a—PB) -2+ B-Z3, in K, - K,, also auch in K,; aus (18*) folgt somit
Zy~a-2, in K,. Analog unter Verwendung von (19%): Z,, ~
[a— B+ (—1)"-B] 2, in K,. Es hat sich also die folgende Losung
unserer Aufgabe ergeben:

Aus Z,, ~az,+ B2, in K, - K,

folgt Z,; ~az, in K, (18)

und Zy, ~[a—f+(—1)"B] 2, in K,. (19)
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Aus diesen Formeln ziehen wir nun Folgerungen:

Satz 4. Die (n— 2)-dimensionale Betti’sche Gruppe von V., , st
zyklisch und besitzt fiir gerades n die Ordnung 0, fiir ungerades n die
Ordnung 2.

Dabei verstehen wir unter einer zyklischen Gruppe der Ordnung 0 eine
freie zyklische Gruppe.

Beweis: Wegen (7) bildet unser Zyklus z,, eine (n — 2)-dimensionale
Homologiebasis in K,; da aber K, und K, durch unsere Transformation
vermittelst reziproker Radien topologisch aufeinander abgebildet sind,
ist 2,, auch eine Homologiebasis fiir K,. Nun laBt sich ferner wegen (12)
[die Voraussetzung (J,) ist fir » = n — 3 erfiillt] jeder (n — 2)-dimen-
sionale Zyklus von ¥V, , als Summe eines Zyklus aus K, und eines Zyklus
aus K, schreiben. Aus diesen drei Tatsachen folgt, dafl die Homologie-
klasse von 2, in ¥V, , die Gruppe B"*(V, ,) erzeugt, diese Gruppe ist
also zyklisch; um ihre Ordnung festzustellen, miissen wir die Ordnung

von z,, bestimmen. Sei also etwa y -2, ~0 in V, ,, d. h. y -2, = C.
Eine Zerlegung C = O, + C, von C liefert y - z,, = é‘l + (.}'2. Dies ist nur
méglich fiir 0; = Z,, und C, = Z,,. Wir finden also zunéchst:

Y29 ="2y+2Zy, mit Z, ~0in K,undZ, ~0in K,.  (20)

Nehmen wir etwa n als ungerade an, so folgt aus Z;, ~ 0 in K, unter Ver-
mlttlung von (18) Zy, ~ - 25, in K, - K,. Analog unter Verwendung von
(19)Z,; ~2 B 25+B25in K, - K,. Durch Einsetzen in (20) finden wir
die Homologie y - 2;, ~2 B 2,3+ (B+p) * 252 in K, - K,. Diese Homo-
logie ist nur fiir y = 2 -  méglich; aus y 2;, ~ 0 in V, . folgt also, daB
y gerade ist. Die Ordnung von z,, ist somit mindestens 2; daf} sie genau 2
ist, folgt aus der Betrachtung von — z,,. Nach (18) ist nimlich — 2;, ~ 0
in V, ,, und nach (19) — 2z, ~ 225, in V,, ,; man hat daher in der Tat
22, ~ 0in V,,.- Da der Fall eines geraden n analog untersucht werden
kann, ist Satz 4 bewiesen.

Zugleich hat sich herausgestellt, dal z,, Basiszyklus fiir die Gruppe
Br—2(V_ ) ist. Dies ist spiter von Wichtigkeit; wir geben daher noch
eine Definition von 212, die unabhéngig von unserer Zerlegung der V, ,
ist. Zu diesem Zwecke betrachte man alle 2-Systeme o, , der V, ,
(Nr. 1), die im ersten Vektor iibereinstimmen. Die Endpunkte der zweiten
Vektoren dieser Systeme durchlaufen eine (n — 2)-dimensionale Sphire,
die wir uns orientiert denken. Dann bilden die Systeme o, , einen
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(n — 2)-dimensionalen Zyklus, den wir 2, , nennen. Es ist leicht ersicht-
lich, daB z, , mit z,, identifiziert werden kann; wir finden daher den
folgenden

Hilfssatz : Der Zyklus z, , ist Basiselement fiir die (n — 2)-dimensionale
Betti’sche Gruppe der V, .

Die Mannigfaltigkeit V, , ist orientierbar. Wir werden dies spiter
beweisen. Aus Satz 2 und Satz 4 kann man daher mit Hilfe des Poin-
care’schen Dualititssatzes alle Betti’schen Gruppen der ¥V, , bestimmen.
Man erhélt das folgende Resultat:

Satz 5. Fir gerades n sind die von 0 verschiedenen Betti’schen Zahlen
der V,,: p®=p"2=p" 1= p*3=1; Torsion ist nicht vorhanden.
Filr ungerades n ist auch p"2 = p" 1 = 0, es tritt aber eine (n— 2)-
dimensionale Torsionsgruppe der Ordnung 2 auf.

Weiterhin gestatten uns die Beziehungen (18) und (19), die Klassen
der stetigen Abbildungen einer hoéchstens (n» — 2)-dimensionalen Sphére
in die ¥, , zu bestimmen. Es gilt namlich:

Satz 6. Zwei stetige Abbildungen einer hichstens (n — 2)-dimensionalen
Sphéire in die V,, sind homotop, wenn sie denselben Homologietypus'®)
besitzen 1°%).

Wir schicken dem Beweis einige Hilfsbetrachtungen voraus. Sei etwa
f eine gegebene stetige Abbildung der Sphare S (r = n —2) in die
Vas und sei v, ein beliebiger Punkt der §7. Denken wir uns wie in
Nr. 1 die V,, als Menge aller an die S*! tangentialen Vektoren des R,
8o konnen wir zunéchst fiir alle Homotopieuntersuchungen voraussetzen,
daB die Bildvektoren der Punkte v, nicht im Nordpol der 87— angreifen.
(Ist dies noch nicht der Fall, so kann man es wegen r<< 7 — 1 immer
durch eine stetige Abanderung von f erreichen.) Dann gehen also beim
Ubergang zu unserer ersten Projektion keine Bildvektoren verloren, und
man hat nach (2) f(v,) = p, Xv,. Weiterhin kann man sogar voraus-
setzen, daB nur Punkte s X », (siehe Fig. 1) als Bildpunkte f(v,) auftreten.
(In der Tat kann die stetige Abbildung v, —p, X v, durch den Deforma-
tionsprozell (D) (Anfang dieser Nr.) stetig in eine Abbildung abgedndert
werden, die die gewiinschte Eigenschaft hat.) Wir setzen also voraus:

f@) =8Xw, . (21)

10) AH: Kap. VIII, § 3.

108) Dijeser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes iiber die Klassifikation der
Sphérenabbildungen (AH, Kap. XIII, § 2).
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Die Abbildung ¢ (v,) = v, der §g in die der V,, zugeordnete Mannig-
faltigkeit 8,"~2 nennen wir die der Abbildung f zugeordnete Abbildung ¢.
Ist nun f eine zweite Abbildung der S in die V,, und ¢ ihre zuge-
ordnete Abbildung, so gilt:

Aus der Homotopie von ¢ und g folgt die Homotopie von f und f. (22)

Dies folgt einfach daraus, daB die Multiplikation mit dem festen Punkt s
eine topologische Abbildung der S;»—2 in die Vye ist.

Nun gehen wir zum Beweis von Satz 6 iiber. Es sind drei Fille zu unter-
scheiden:

Fall 1. » < n — 2. Nach Satz 2 miissen wir zeigen, daf jede Abbildung
der 87 in die V,, 0-homotop ist, daBl also das Bild der S7 auf einen
Punkt zusammengezogen werden kann. Nach (22) ist dies aber eine Folge
der Tatsache, dall wegen r< n — 2 die zugeordnete Abbildung 0-homo-
top 1ist.

Fall 2. r = n— 2 und n ist gerade. f und f seien die beiden Abbil-
dungen, von denen in Satz 6 die Rede ist. Verstehen wir unter 8§ = S§2
auch den Zyklus, den diese Sphére in einer fest gewédhlten Orientierung
darstellt, so besagt die Voraussetzung von Satz 6 f(S3?) ~f(S2?%) in
V,o=K,+ K,. Wegen (21) sind f(S5?) und f(S7?) Zyklen in K, - K,,
erfiillen also Homologien (17): f(S77%) ~ a 25, f(S7%) ~az, in K, - K,;
man hat demnach a -2, ~a-z, in V,,. Dies ist nach Satz 4 nur fiir
a = a moglich, und es ergibt sich endlich f(S7?%) ~ f (8% in K, - K,.
Diese Homologie bilden wir in die 8,2 ab, indem wir dem Punkt p, X v,
von K, - K, den Punkt v, zuordnen. So findet man ¢ (87 2) ~ @ (S7?) in
8,72, Die beiden Abbildungen ¢ und ¢ der 872 in die S;"~2 haben also
denselben Abbildungsgrad, woraus ihre Homotopie folgt. (22) beendet
den Beweis.

Fall 3. r = n — 2 und » ungerade. Dann ergibt sich aus Satz 4 nur
a = a (mod 2). Sei etwa a = a — 2 k. Der obige Beweis funktioniert nun
auch in diesem Fall, wenn wir zeigen kénnen, daf3 unsere Abbildung f mit
f(8y?) ~az, in K, K, stetig in eine der Bedingung (21) geniigende
Abbildung f, mit f,(S;7%) ~ (¢ —2k) 2y, in K, - K, abgeidndert werden
kann. Zu diesem Zweck sei F eine beliebige Abbildung der 8§72 in die
872 yvom Grade k. Zunichst wird nun f nach dem folgenden Schema in
eine Abbildung f, abgeéndert:

f(vg) = 8 Xvy, F(vg, 1 —1) X0y, F(vg) Xv; = f;(v).

F (v, t) lduft wieder geradlinig und gleichférmig von F (v,) nach s. Der
Zyklus f,(S37%) liegt wieder in K, - K, und erfiillt dort die Homologie
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f1(8%%) ~ a z,,+k 2,,, was man analog wie (17*) beweist. Nach (19) ist
f1(8%2) ~(a— 2 k) 2z, in K,. Nun geht man durch die Transformation
vermittelst reziproker Radien in die Figur 2 und dndert dort f, nach dem
zu (D) analogen Deformationsprozefl ab. Das Resultat ist eine der
Bedingung (21) geniigende Abbildung f, mit f,(S5?) ~ (a — 2 k) 2,, in
K, und £,(S37?) ~ 62,5 in K, - K,. Fiir die Unbekannte d findet man aus
(19) leicht 6 = a — 2 k. Damit ist Satz 6 vollstdndig bewiesen.

Aus Satz 2 und Satz 6 folgt noch

Satz 7. Far n> 3 st die Mannigfaltigkest V, , einfach zusammen-
hingend, also auch orientierbar.

Die Mannigfaltigkeit V,, nimmt also als nicht einfach zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit unter den V,, eine Sonderstellung ein, die
wir spiter (§ 5, Nr.3) bei der Untersuchung der Parallelisierbarkeit
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten ausniitzen werden. Wir erwiahnen
noch, daB ¥, , zum dreidimensionalen projektiven Raum P homéomorph
ist. Zum Beweise beachte man, da8 V,, als Menge der Linienelemente
einer zweidimensionalen Sphire zur Gruppe der euklidischen Drehungen
dieser Sphire homéomorph ist. Eine derartige Drehung ist aber durch
vier homogene Parameter eindeutig bestimmt.

4. Topologie der V, ,,.

Die Vereinigung der Resultate der Abschnitte 2 und 3 erlaubt die
Herleitung weiterer topologischer Eigenschaften der V, ,. Durch
Induktion in der Reihe (4) der zugeordneten Mannigfaltigkeiten, die
aber jetzt bei der Mannigfaltigkeit V,_,,,,, abgebrochen wird, beweist
man die folgenden Sétze, bei denen immer m > 1 vorausgesetzt ist:

1. Die Betti’sche Gruppe B ™(V, ,) ist zyklisch von der Ordnung
0 fiir gerades n — m und von der Ordnung 2 fiir ungerades n — m.

Beweis aus Satz 3 und Satz 4. Um einen Basiszyklus fiir B*~™(V,, ,)
zu finden, betrachte man alle m-Systeme o, ,, der V, ,, (Nr.1), deren
(m — 1) erste Vektoren fest vorgegeben sind. Die Endpunkte der letzten
Vektoren dieser Systeme durchlaufen eine (= — m)-dimensionale Sphére,
die wir uns orientiert denken. Die Systeme o, , bilden dann einen
(n — m)-dimensionalen Zyklus z, .

2.z,  ist Basiszyklus fir B*™(V, ).
Beweis aus den beiden Hilfssiitzen in Nr. 2 und Nr. 3.
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3. Zwei stetige Abbildungen einer hochstens (n — m)-dimensionalen
Sphére in die V, , sind homotop, wenn sie denselben Homologietypus
besitzen.

Sind f und f die beiden Abbildungen, so definiere man zum Beweise
analog wie in Nr. 3 die zugeordneten Abbildungen ¢ und ¢ in die
Va1 m-1. Aus der Homotopie der zugeordneten Abbildungen folgt dann
die Homotopie von f und f.

Wegen 3.ist V,, , fiir m < n — 1 einfach zusammenhéngend, also auch
orientierbar. ¥V, , , ist zur Gruppe der euklidischen Drehungen einer
(n — 1)-dimensionalen Sphéire homéomorph und ist somit als Gruppen-
mannigfaltigkeit orientierbar. Fiir diese Mannigfaltigkeit gilt tibrigens

4. Die Fundamentalgruppe der V,, , ist eine zyklische Gruppe der
Ordnung 2 (» > 2).

Der Beweis ist nur unwesentlich vom Beweis von 3. verschieden.
(Zur Verankerung der Induktion beachte man, daB 4. fiir V;, aus der
Homo6omorphie zum projektiven Raum folgt.)

Zum Schlufl wollen wir aus diesen Satzen noch die Eigenschaften der
V. = herleiten, die wir fiir das folgende brauchen:

Satz 8. Das stetige Bild einer hiochstens (n — m — 1)-dvmensionalen
Sphdre in der V., ,, (m beliebig) ist auf einen Punkt 2usammenziehbar.
Beweis aus 3. und Satz 2.

Satz 9. Ist f eine stetige Abbildung etner orientierten Sphdre S;™ in die
V o m> 0 gilt die Homologre :

FOS6™) ~azy, i Vi .

Ist n— m gerade oder m = 1, so st .a eindeutig bestimmt, und 2wei Ab-
bildungen mit demselben Wert von a sind homotop.

Ist aber n — m ungerade und m von 1 verschieden, so ist a nur (mod 2)
bestimmill); zwer Abbildungen, zu denen (mod 2) kongruente Werte von a
gehdren, sind homotop.

§ 2. Die offenen Mannigfaltigkeiten V.

1. Definitionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns von der Beschrinkung auf ortho-
gonale und normierte m-Systeme frei machen. Wir definieren: Ein ge-

1) daher kénnen wir im folgenden voraussetzen, daB a in diesem Fall entweder den
Wert 0 oder 1 hat.
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ordnetes System o, ,, von m linear unabhingigen Vektoren vy, 8, ...,
©,,, die in einem Punkte des R" angreifen, heillt ein affines m-System
des R*. Die Systeme o,, von § 1 nennen wir jetzt orthogonale m-
Systeme, um sie von den affinen m-Systemen zu unterscheiden. m
erfiillle wieder die Ungleichungen

0<m<n. (1)

Die Menge aller in einem festen Punkt des R™ angreifenden affinen
m-Systeme heiBt V,’,. Ein System o, , ist durch die »-m Kompo-
nenten seiner Vektoren gegeben, kann also als Punkt eines (n-:m)-
dimensionalen Zahlenraumes aufgefaflt werden. In dieser Auffassung
wird V,',, zu einem Teilgebiet des Zahlenraumes, ist also eine offene

n.m

Mannigfaltigkeit.

2. Retrahierende Abbildung

Wir ersetzen in jedem m-System der V., den Vektor v, durch den
Vektor
B = 0, — (0;°9;) 0. (2)

7 und j sind fest gewihlt, aber voneinander verschieden; (9, - 9,) bedeutet
das skalare Produkt von 9; und §;. Es entsteht eine stetige Abbildung f
von V,’, in sich; die Bildmenge bezeichnen wir mit f(V, ,). Durch
Betrachtung der Abbildungsschar

IA

B; (£) = 0, — £(9;* 9;)9;, 0=<t=<1)
erkennt man, daBl f eine Deformation ist, d. h. zur Klasse der Identitat
gehort. Ersetzt man fiir einen bestimmten Wert von k in jedem System
Opm der V,' . den Vektor v, durch den Vektor

’ o]
B, = = (3)

so ist damit eine andere stetige Abbildung g von V,’,, in sich gegeben.
Auch g ist eine Deformation, wie sich aus der Abbildungsschar

0, (t) = [t -+ (1—1) - Iml]ﬁ,’;’“—l 0=t =<1

ergibt. Die beiden Abbildungen f/ und g lassen die Mannigfaltigkeit
V . m, die ja Teilmenge von ¥V, ,, ist, invariant.
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Mit f(V,.,) oder g(V, ,) kann man wieder eine Deformation vom
Typus (2) bezw. (3) vornehmen und schlieBlich durch Zusammensetzen
von endlich vielen Deformationen dieser Art eine Deformation F kon-
struieren, die V,’,, stetig auf V, ,, abbildet. Dies folgt aus der von der
analytischen Geometrie her bekannten Tatsache, da sich jedes affine
System o, ,, der V,, durch endlich viele Schritte vom Typus (2) und (3)
orthogonalisieren 148t. Die Deformation F nennen wir die retrahierende
Abbildung'?) von V., auf V, ..

3. Topologie der V. ,,

Mit Hilfe unserer Retraktion kénnen wir nun die Ergebnisse von
§ 1, Nr. 4, auf die offene Mannigfaltigkeit V, ,, iibertragen:

Satz 10. V.’ . ist zu V, . vollstindig homologie-iquivalent, d. h. es gilt
fiir beliebiges r: B (V, )~ B (V, ,); ferner gelten alle in § 1, Nr. 4
fir die V, , bewiesenen Resultate auch fir die Mannigfaltigheit V., ,,.

Beweis: Die retrahierende Abbildung F induziert eine homomorphe
Abbildung von B"(V,',) in B"(V,,). Um nachzuweisen, daB dieser
Homomorphismus ein Isomorphismus ist, geniigt es (da jede r-dimen-
sionale Homologieklasse von V,, ,, trivialerweise als Bildklasse auftritt)
zu zeigen, daf} sein Kern aus der Nullklasse allein besteht. Sei also etwa 2
ein Zyklus in V, , und F(#)~0 in V,,, also auch in ¥V, ,. Da
F(z") durch Deformation aus 2" hervorgegangen ist, hat man F (2") ~ 2"
in V,' . also tatséchlich 2 ~0in V..

Die zweite Behauptung von Satz 10 lafit sich nun mit Hilfe unserer
Retraktion leicht beweisen.

Bemerkung : Alle positiv orientierten und in einem festen Punkte des
R" angreifenden n-Systeme bilden eine Mannigfaltigkeit, die zur Gruppe
A, aller eigentlichen affinen Abbildungen des R" homdéomorph ist.
Aus unseren Untersuchungen folgt leicht, daBl 4, zur V,, , vollstindig
homologie-dquivalent ist, und daB die Fundamentalgruppe von A4, fiir
n > 2 eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist.

§ 3. Vektorfelder im euklidischen Raum, Charakteristik

1. Charakteristik eines m-Feldes auf einer Sphére

In diesem Abschnitt verstehen wir unter E7+! eine in den euklidischen
n-dimensionalen Raum R" eingebettete (r 4+ 1)-dimensionale krumme

12) Dieser Begriff stammt von K. Borsuk; vgl. AH: Kap. VIII, § 6.
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Zelle und unter S* die Randsphére von £+, Bezeichnen wir einen Punkt
der S” mit p, so kéonnen wir die Punkte der Zelle E™+! durch ein Polar-
koordinatensystem g, p festlegen. (o ist eine von 0 bis 1 laufende Zahl,
der Punkt (0, p) ist der Ursprung des Koordinatensystems, (1, p) ist mit p
identisch).

Ist in jedem Punkte von S ein affines m-System o(p) des R™ ange-
bracht, so sprechen wir von einem m-Feld § auf S”. Die Untersuchung
dieser Felder ist das Ziel des Paragraphen. Zu diesem Zweck wihlen wir
eine in den R" eingebettete Vektormenge V, ,,, und ordnen dem Punkt p
von 8" das zu o(p) parallele m-System der V,’, zu. Durch diese Zu-
ordnung ist eine Abbildung f der Sphire S" in die Mannigfaltigkeit
Vo w gegeben, die wir Abbildung durch parallele m-Systeme nennen.
Wir nennen ferner das Feld § stetig, falls f stetig ist; dies wird im fol-
genden immer vorausgesetzt. In analoger Weise definieren wir ein stetiges
Feld in der Zelle E~+! und die zugehérige Abbildung durch parallele
m-Systeme.

Nun stellt sich sofort die Frage, unter welchen Bedingungen ein auf S”
gegebenes stetiges Feld o(p) zu einem in E™! stetigen Feld o(p, p) er-
weitert werden kann; [o(1, p) = o(p)]. Ist die Dimension r unserer
Sphire kleiner als n — m, so zeigt Satz 8 (10), daB} diese Fortsetzung
immer moglich ist. In der Tat ist dann f(8") in V,,, 0-homotop, also?3)
kann f zu einer in E7+! stetigen Abbildung in die V,’,, erginzt werden.
Ist aber r = n — m, also die Sphére (n — m)-dimensional (und orientiert),
so folgt aus Satz 9 (10), daB die verlangte Fortsetzung dann und nur dann
moglich ist, wenn die zu unserer Abbildung f durch parallele m-Systeme
gehorige Zahl a verschwindet.

Die Zahl a heiflt die Charakteristik des m-Feldes § auf der Sphire
87 = §"™. Man findet also:

Satz 11. Ein auf der Randsphdre einer Zelle gegebenes stetiges m-Feld
kann stetig ins Innere fortgesetzt werden :

a) wenn die Dimension der Sphire kleiner als n — m ust,
b) wenn die Sphire (n — m)-dimensional und die Charakteristik des
Feldes auf ihr 0 1ist.

Fortsetzung durch Zentralprojektion :

Durch die Definition: ,,0(p, p) parallel zu o(p)“ kann ein Randfeld
immer ins Innere der Zelle Er+! fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung

13) AH: Kap. XIII, § 1, Hilfssatz II.
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nennen wir Fortsetzung durch Zentralprojektion vom Punkte (0, p)
aus. Dabei wird aber im allgemeinen die Stetigkeit des fortgesetzten
Feldes im Projektionszentrum durchbrochen sein. Ist ferner auf der
Randphéire S” ein beliebiges nicht notwendigerweise stetiges m-Feld
gegeben, und bezeichnen wir die Menge seiner Unstetigkeitsstellen mit M,
so ist das durch Zentralprojektion in die Zelle E7+! fortgesetzte Feld in
allen Punkten des Kegels iiber M mit dem Projektionszentrum als Spitze
unstetig.

2. Bemerkungen zur Berechnung der Charakteristik

Es erweist sich in manchen Fillen als niitzlich, die Charakteristik auf
andere Weise als vermittelst der Abbildung durch parallele m-Systeme
zu berechnen: Es sei in der Zelle E»~™+! ein stetiges Feld ¥ von positiv
orientierten m-Systemen f(o, p) gegeben. Ein derartiges Feld heilit
Basisfeld in der Zelle E"~™+!. (Positiv orientiert heit gleich orientiert
wie das System ¢,, ¢,, ..., ¢, der Grundvektoren des R"). Um nun die
Charakteristik eines auf der S"—™ gegebenen m-Feldes o (p) zu berechnen,
gehen wir folgendermaflen vor: o,(u = 1, 2,...,m) sei ein Vektor von
o(p) und v,,(¢ =1, 2,...,n) seine Komponenten beziiglich der Basis
B(1, p). Ordnet man nun jedem Vektor g, denjenigen Vektor zu, der im
0-Punkt des R™ angreift und der beziiglich ¢,, ¢,, ..., ¢, die Komponenten
v, hat, so entsteht eine stetige Abbildung f’ der 8*™ in die im 0-Punkt
des R™ angebrachte V,’, . Zu dieser Abbildung gehért nach Satz 9 (10)
eine Zahl a’; wir beweisen, daBl o’ die Charakteristik des gegebenen
m-Feldes auf §*™ ist.

Zu diesem Zwecke konstruieren wir uns eine stetige Schar B,(p)
(0 £t £1) von Basisfeldern auf der S"™, so daBl f,(p) = B(1, p) und
Bi(p) zu e, e,, ..., ¢, parallel ist. (Zur Konstruktion dieser Schar defi-
niere man etwa fir 0 <t <21: B,(p) parallel zu B(1—2¢;p); die
Systeme B, (p) sind dann untereinander parallel und konnen leicht durch
eine Deformation im Intervall 2<¢<1 noch zu ¢,,...,¢, parallel gestellt
werden.) Zu jedem Basisfeld §,(p) gehort eine stetige und sich stetig mit ¢
indernde Abbildung f, der 8*™ in die V, . f, ist unser f’, wihrend f,
mit der Abbildung f durch parallele m-Systeme identisch ist. f und f’ sind
somit homotop; daraus folgt die Behauptung.

Berechnung der Charakteristik durch Rekursion:

Unsere neue Methode zur Berechnung der Charakteristik ist sehr
niitzlich, wenn die folgende Situation vorliegt:
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a) Die Zelle E*~™+1 liege in einer n’-dimensionalen Ebene R*" des R™.
(n’ < n). R* werde etwa durch die Grundvektoren ¢, .., ..., ¢
aufgespannt.

n

b) Die Vektoren #,,9,,...,9,_,, des Systems o(p) seien nicht im
R" enthalten; sie bilden dann ein (n—n’)-System des R, und
alle diese Systeme bilden ein (n—n’)-Feld auf S*™ Wir setzen
voraus, daB dieses Feld zu einem (n — n’)-Feld o(p, p) in Er—m+
erginzt werden kann.

¢) Die Vektoren 9, ,.+;,...,9, von o(p) seien im R"’ enthalten;
sie bilden dann ein m’-System ¢’ (p) des B"'. (m’ = m — n+n’'). .

o (p) und o’ (p) besitzen Charakteristiken a und a’ auf §"-™. Dann gilt:
a = o’ (mod 2).

(Man konnte unter gewissen Orientierungsvoraussetzungen sogar die
Gleichheit von a und o’ beweisen; fiir unsere weiteren Zwecke geniigt aber
die Kongruenz mod 2.)

Beweisandeutung: Man wihle im R*’ in der Zelle E"—™+! ein Basisfeld
B’ (o, p). Dieses Basisfeld wird durch o(p, p) zu einem Basisfeld 8 (o, p)
im R" erginzt. Man berechne die gesuchten Charakteristiken beziiglich
dieser Basisfelder, wobei man zweckmifBig den Basiszyklus z, , der
Vo w (§ 1, Nr. 4) von den im 0-Punkt des R" angreifenden orthogonalen
m-Systemen, deren (m—1) erste Vektoren ¢,, ¢,, ..., ¢,,_, sind, durch-
laufen 148t.

3. Charakteristik eines Feldpaares auf einer Zelle.

Sind auf unserer Zelle E™+! zwei stetige m-Felder o,(p, p) und o, (o, p)
gegeben, und ist ferner auf der Randsphire 87 fiir 0 < ¢ < 1 eine stetige
Schar o,(p) von m-Feldern konstruiert, die den Randbedingungen
oo(p) = 0,(1, p) und o, (p) = a4(1, p) geniigt, so sprechen wir von einem
Feldpaar in Em+'. Ein Feldpaar besteht also aus zwei Feldern auf einer
Zelle, die am Rande durch eine stetige Schar verbunden sind.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen diese stetige
Verbindung ins Innere der Zelle fortgesetzt werden kann. Es soll also
eine stetige Schar von m-Feldern o,(p, p) in £m+! konstruiert werden, die
der Forderung o,(1, p) = o,(p) geniigt. Diese Untersuchung 148t sich
leicht mit Hilfe der Sitze 8 und 9 unter Beriicksichtigung des Satzes 10
durchfiihren, wenn die Dimension 7 + 1 der Zelle hochstens » — m ist:
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Es sei etwa 7' die (orientierte) Einheitsstrecke, die vom Parameter ¢
durchlaufen wird. Dann konstruieren wir in abstracto den Zylinder Z,
der als topologisches Produkt 7' x Er+! definiert wird und bezeichnen
seine Punkte mit ¢ X (g, p). Wir ordnen weiter dem Punkt 0 X (p, p) von
Z das im 0-Punkt des R" angreifende und zu o, (p, p) parallele System
[analog fiir 1 X (g, )] und dem Punkte ¢ X (1, p) das im 0-Punkt des R™
angreifende und zu o,(p) parallele System zu. Damit ist eine stetige Ab-
bildung f des Randes von Z in die ¥V, ,, gegeben. Ist r+1<n—m, so
kann f zu einer stetigen Abbildung des ganzen Zylinders in die V,
fortgesetzt werden, womit auch die Fortsetzung unserer stetigen Ver-
bindung konstruiert ist. Ist aber r 41 = n — m, so ist die Fortsetzung
dann und nur dann méglich, wenn die nach Satz 9 (10) zu f gehérige Zahl
a, die wir die Charakteristik des Feldpaares auf E™! nennen, ver-
schwindet. Um diese Charakteristik zu berechnen, muf} der Zylinderrand
orientiert werden; da Z ein Produkt ist, kann eine derartige Orientierung
durch eine Orientierung der Zelle £+! gegeben werden. Es gilt also:

Satz 12. Die zu einem Feldpaar gehorige verbindende Randschar kann
tns Innere fortgesetzt werden :

a) wenn die Dimension der Zelle, auf der das Paar liegt, kleiner als
(n—m) aust.

b) wenn diese Dimension (n—m) und die Charakteristik des Feldpaares
auf der (orientierten) Zelle 0 ust.

Wir geben noch eine Beziehung zwischen der Charakteristik eines
Feldes und eines Feldpaares. Es seien auf der Sphére S*™ zwei beliebige
stetige m-Felder § und §’ mit den Charakteristiken a und a’ gegeben.
Ferner sei S»™ in die Zellen E7™ zerlegt, und auf dem Komplex K der
(n — m — 1)-dimensionalen Zellen dieser Zellenzerlegung seien § und §’
durch eine stetige Feldschar verbunden. Damit ist auf jeder Zelle 7™
ein Feldpaar gegeben, dessen Charakteristik wir mit a; bezeichnen.
(Die Zellen E;™ seien kohdrent zu der bei der Berechnung von a und o’
verwendeten Orientierung der S"~™ orientiert.) Dann ist:

a’ = a-+ 2 a; fir gerades » — m oder m = 1.
@ (©)
o’ =a+2a; (mod 2) fiir ungerades » — m und m # 1.
®
Diese Formel bildet das Fundament der folgenden Untersuchungen; sie
ist leicht zu beweisen:
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Man konstruiere den orientierten Produktkomplex 7' x 8*m =
TxXE™=2XZ,, wo Z; den iiber E!™ konstruierten und beim
Beweis von Satz 12 verwendeten Zylinder bedeutet. Durch Randbildung
entsteht die Beziehung:

(1 X 8=m) — (0 x §nm) = X Z, . (R)

Die Zylinder Z; bilden eine Zellenzerlegung von 7' x 8"~™; bildet man

jedes Z.,, wie beim Beweis von Satz 12 in die V. ,, ab, so ist damit auf dem
Komplex der (n — m)-dimensionalen Zellen dieser Zellenzerlegung eine
stetige Abbildung F' in die V,’,, gegeben, und es folgt aus (R):

F(1x8~m) —FO0x8~m™ ~ZF(Z)in V, ,,
und aus den Definitionen von «, a’ und «;:
A2y — A2, m~E 2, 0V,

Aus dieser Homologie und aus Satz 9 und Satz 10 folgen die Behaup-
tungen.

Es muB hier noch der folgende Spezialfall eines Feldpaares erwihnt
werden: Ein Feldpaar mit o,(1, p) = o,(p) = 0,(1, p) nennen wir ein
Feldpaar mit starren Randwerten ; es besteht aus zwei in der Zelle £E7+!
gegebenen und am Rande S iibereinstimmenden stetigen m-Feldern.
(Die verbindende Randschar fillt mit den gemeinsamen Randwerten
der beiden Felder zusammen.) Aus Satz 12 folgt nun: Das erste Feld
eines auf E"-™ gegebenen Feldpaares mit starren Randwerten kann dann
und nur dann unter Festhaltung seines Randfeldes auf der S"~™-1 in
das zweite Feld deformiert werden, wenn die Charakteristik des Paares
auf E™™ verschwindet.

4. Felder und Feldpaare mit vorgegebener Charakteristik

Fiir das folgende brauchen wir einen topologischen Hilfssatz:

Sei S* eine k-dimensionale Sphire, die in die beiden k-dimensionalen
Zellen E und E' zerlegt ist, und sei P ein zusammenhingendes Polyeder.
Dann kann eine stetige Abbildung f, von E in das Polyeder P zu einer
stetigen Abbildung der S* erweitert werden, die einer vorgegebenen
Abbildungsklasse von S* in das Polyeder P angehért.

Beweis: Sei F, irgend eine Abbildung der S* in das Polyeder P, die der
gegebenen Klasse angehért, und sei f, die Abbildung, die F, auf E indu-
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ziert. Wir konstruieren eine stetige Abbildungsschar f,(0 <¢ < 1), die
fo mit f, verbindet. (Eine derartige Schar 148t sich finden, da P zu-
sammenhangend ist.) Die Schar f, lafit sich zu einer Abbildungsschar
F, der 8% in das Polyeder P erweitern!4); F, ist unsere gesuchte Ab-
bildung.

Identifiziert man in diesem Hilfssatz S* mit unserem Zylinder Z iiber
einer Zelle £™ (Nr. 3) und P mit der Mannigfaltigkeit V, ,, , so ergibt
sich leicht:

Satz 13. Ein auf der Zelle E*—™ gegebenes stetiges m-Feld kann immer
durch ein zweites Feld auf dieser Zelle zu einem Feldpaar mit starren Rand-
werten (Nr. 3) und vorgegebener Charakteristik erginzt werden.

§ 4. Vektorfelder in Mannigfaltigkeiten

1. m-Felder, Parallelisierbarkeit

Wir gehen nun zum Studium von m-Feldern in einer geschlossenen
n-dimensionalen und differenzierbaren Mannigfaltigkeit M™ {iber. Dabei
miissen wir vorldufig die Fallunterscheidung von Satz 9 durchfithren:

Fall 1. n — m ist gerade oder m = 1. Dann sei M™ orientierbar.

Fall 2. m — m ist ungerade und m # 1. Dann kann M" auch nicht

orientierbar sein.

M" nennen wir differenzierbar, wenn die folgende Bedingung erfiillt
ist: M ist mit einem ein fiir alle Mal fest gewihlten System von
Umgebungen, die wir im folgenden Elemente nennen, bedeckt. Jedes
Element ist zum euklidischen Raum R" homdomorph und mit einem
cartesischen Koordinatensystem ausgeriistet. Die durch das Uber-
einandergreifen von zwei Koordinatensystemen induzierte Koordinaten-
transformation soll stetig differenzierbar sein und eine nirgends verschwin-
dende und im Fall 1 sogar positive Funktionaldeterminante besitzen.

Unter diesen Voraussetzungen kann man in der M™ Vektoren defi-
nieren und auf sie die Begriffsbildungen und Sitze von § 3 anwenden;
man hat nur den euklidischen Raum sinngem#fl durch ein Element in
M" zu ersetzen.

Ist in jedem Punkte von M™" ein m-System angebracht, so sprechen wir
von einem m-Feld in M"; dieses Feld heilt stetig, falls es in jedem
Element stetig ist. Gibt es in M" stetige u-Felder aber keine stetigen

) AH: Kep. XITI, § 1, Hilfssatz Ia.
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(«+ 1)-Felder, so nennen wir x den Grad der Parallelisierbarkeit von
M™; eine Mannigfaltigkeit mit u = n wird als parallelisierbare Mannig-
faltigkeit bezeichnet. Die Griinde fiir diese Bezeichnung sind leicht
ersichtlich: Ist 4 = n, so gibt es in M"™ ein stetiges Basisfeld (§ 3,
Nr. 2); legen wir einen beliebigen Vektor von M™ mit dem Angriffs-
punkt p durch seine Komponenten beziiglich der in p vorliegenden Basis
fest, so heiflen eben zwei Vektoren parallel, wenn sie positiv-proportionale
Komponenten besitzen. Damit ist in M™ ein stetiger Fernparallelismus
konstruiert, aus dem zum Beispiel folgt, dafl die Mannigfaltigkeit der
gerichteten Linienelemente der M"™ zum topologischen Produkt der M"
mit einer (n— 1)-dimensionalen Sphire homoéomorph ist. Beispiele
parallelisierbarer Mannigfaltigkeiten sind leicht anzugeben: Das Produkt
aus zwei parallelisierbaren Mannigfaltigkeiten ist wieder parallelisierbar,
also liefert der nm-dimensionale Torus (Produkt aus » Kreislinien) ein
Beispiel fiir eine parallelisierbare M"™. Wir bemerken noch, dal man in
einer parallelisierbaren M" genau wie im euklidischen Raum Charak-
teristiken durch Parallelverschiebung aller beteiligten Vektoren an einen
festen Punkt der M™ berechnen kann (§ 3, Nr. 2).

Das zentrale Problem dieser Arbeit, zu dessen Lésung im folgenden
einige Schritte getan werden, ist die Bestimmung des Grades u einer
vorgelegten Mannigfaltigkeit. Wir sind berechtigt, dieses Problem ein
topologisches zu nennen, denn zwei Mannigfaltigkeiten, die sich vermoge
einer ein-eindeutigen und in beiden Richtungen stetig differenzierbaren
Abbildung entsprechen, haben offenbar denselben Grad.

2. Geriiste und Geriistpaare

Den folgenden Betrachtungen sei eine feste Zellenzerlegung der M™
zugrunde gelegt; eine r-dimensionale orientierte Zelle bezeichnen wir mit
x’, die zu z" duale Zelle der dualen Zellteilung'®) mit &*. Die Zellen-
zerlegung sei so fein, dafl der Stern von 2" (das ist die Gesamtheit aller
Zellen, die mit 2" Punkte gemeinsam haben) ganz in einem Element der
M liegt. Im Falle 1 (Nr. 1) wollen wir ferner die duale Zelle &% zu 2" so
orientieren, wie das in orientierbaren Mannigfaltigkeiten iiblich ist'%); im
Fall 2 werden Orientierungen iiberhaupt keine Rolle spielen.

Ein QGeriist ist nun ein auf allen Zellen eines Teilkomplexes K der
dualen Zellteilung definiertes und daselbst stetiges m-Feld. Ist K
homogen p-dimensional®), so sprechen wir auch kurz von einem g-dimen-

18) vgl. Seifert-Threlfall: Lehrbuch der Topologie (B. G. Teubner, 1934), ferner

AH: Kap. XI, § 1. § 68.
18) vgl. AH: Kap. IV, § 1, Nr. 2.
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sionalen Geriist. In dem fiir uns wichtigsten Fall ist K der Komplex
aller p-dimensionalen Zellen der dualen Zellteilung; ein zu diesem
Komplex gehoriges Geriist heillt ein in der ganzen Mannigfaltigkeit M™
definiertes o-dimensionales Geriist. Im folgenden wird immer voraus-
gesetzt, daBl die Zellen von K hochstens (n — m)-dimensional sind.

Dann gilt:

Satz 14. JedesGeriist in M™ kann zu einem in der ganzen Mannigfaltig-
keit M™ definierten (n — m)-dimensionalen Gerist erginzt werden.
(0<m<m).

Beweis: & seien die Zellen von K und Z¢ die Zellen der dualen Zellen-
zerlegung, die nicht zu K gehoren. Nun bringe man in jeder Ecke &° ein
beliebiges m-System an. Damit ist auf dem Rand jeder Zelle & ein
m-Feld gegeben, das nach Satz 11 stetig ins Innere fortgesetzt werden
kann. Das nun auf dem Rand jeder Zelle &2 gegebene m-Feld kann wieder
(falls m << m» — 1 ist) ins Innere der Zelle fortgesetzt werden. (Satz 11.)
Durch Weiterfiihren der Konstruktion beweist man den Satz. Aus ihm
folgt:

Korollar : Es gibt in der ganzen M™ definierte (n — m)-dimensionale
Geriiste.
Derartige Geriiste werden wir tmmer mit & bezeichnen.

Unter & verstehen wir das Geriist, das & auf dem Komplex der
(n — m — 1) -dimensionalen Zellen der dualen Zellenzerlegung liefert,
wahrend ein beliebiges in der ganzen M™ definiertes (n —m — 1)-
dimensionales Geriist mit g bezeichnet wird.

Zwei Geriiste &, und &, bilden ein Gemstpaar wenn eme stetige

Schar ¢, (0 < ¢ < 1) von Geriisten g mit g, = @30 und ¢, = @51 gegeben
ist. &, und &, sind also auf dem Komplex der (n — m — 1)-dimensionalen
Zellen von M" durch eine stetige Schar miteinander verbunden.

Satz 15. Zwei beliebige Geriiste &, und &, konnen immer zu einem
Geriistpaar vereinigt werden.

Der Beweis erfolgt analog wie bei Satz 14. Man verbinde zunéchst
die beiden durch &, und &, in einer Ecke &° der dualen Zellteilung ge-
gebenen m-Systeme durch eine stetige Schar von m-Systemen und setze
dann diese Verbindung nach Satz 12 in die héherdimensionalen Zellen
fort.
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3. Yorbemerkungen iiber Charaktere in A,

Wir wihlen zunichst einen Koeffizientenring J, der uns zur Auf-
stellung algebraischer Komplexe in M" dienen wird!?), und zwar sei J
im Fall 1 (Nr. 1) der Ring der ganzen Zahlen und im Fall 2 der
Restklassenring (mod 2). Algebraische Teilkomplexe der z-Zellenzerlegung
bezeichnen wir mit C und algebraische Teilkomplexe der &-Zellen-
zerlegung mit I'. Alle (» — r)-dimensionalen Komplexe I'*" bilden eine
Gruppe A™", die als Untergruppen die Gruppe Z*»-" der (n—r)-dimen-
sionalen Zyklen und die Gruppe H* der (n — r)-dimensionalen Rénder
enthilt. Die Differenzgruppe Z"— H™ ist bekanntlich die (n — 7)-
dimensionale Betti’sche Gruppe B"" von M".

Ein Charakter y in A™" ist eine homomorphe Abbildung von A" in
den Koeffizientenring J. Sind also I'; und I, Komplexe aus A®" und a
ein Element von J, so gilt:

a) (1 +13) = x () +xT3); b)) g(aly) = axh).

Aus diesen beiden Tatsachen folgt:
c¢) . Ein Charakter Zl ist bekannt, wenn seine Werte fiir die Komplexe
einer Basis von A" gegeben sind. (Alle Zellen &£"" bilden z. B. eine
derartige Basis.)

d) Ist C ein festgewihlter r-dimensionaler Teilkomplex der z-Zellen-
zerlegung, so wird durch die Festsetzung

()= 2 (C, 1)

ein Charakter y in A" erzeugt. (Dabei ist I" ein beliebiger Komplex
von A"" und @ bedeutet die Schnittzahl der in der Klammer
stehenden Komplexe.)

e) Jeder Charakter in A" kann durch einen Komplex C auf die bei
d) angedeutete Weise erzeugt werden. C ist eindeutig bestimmt,
und hei3t der zu y gehdrige Komplex.

Der Beweis erfolgt am besten durch explizite Angabe von C. Es ist:
C=2yx(&") ;.
)
Dabei ist die Summation iiber alle r-dimensionalen Zellen x; zu er-
strecken.

17) AH: Kap. IV.
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Unser nichstes Ziel ist, Eigenschaften des erzeugenden Komplexes C
aus Eigenschaften des Charakters y zu bestimmen:

f) C ist dann und nur dann Zyklus, wenn y in der Gruppe H"" ver-
schwindet, d.h. wenn fiir jeden (n — r -+ 1)-dimensionalen Kom-
plex A der &-Zellenzerlegung gilt:

2(d) = 0. (I)

Der Beweis folgt aus der Tatsache, daB fiir irgend einen Charakter y und
fiir beliebiges A die Beziehung

1d) =2 (C,4) = £ 2 (C,4)
gilt.
g) Besteht zwischen zwei Charakteren y, und y, in A" und einem
Charakter X in 4™ "1 die Beziehung

(D) — 1o(T) = 5 (I, (IT)

so besteht zwischen den zugehdrigen Komplexen Cy, C; und D die
Relation:

0, —C, = -+ D.
Beweis: Man hat fiir einen beliebigen (n — r)-dimensionalen Komplex I':
g(C,—Cy, )= o (C, ') — 2 (Cy, I') = 1 (I') — 50l
=y = o (D, )=+ o(D,T).
Da I beliebig war, folgt daraus die Behauptung:

h) Sei eine Menge von Charakteren y; in der Gruppe A" gegeben, von
denen jeder die Bedingung (I) erfiillt, und von denen je zwei eine
Beziehung von der Form (II) erfiillen. Dann gilt:

a) Die gegebene Menge bestimmt einen Charakter x* in der
Betti’schen Gruppe B"", deren Elemente (es sind dies Homo-
logieklassen) wir mit £ bezeichnen.

B) Die zu den y, gehérigen Komplexe sind nach f) Zyklen und liegen
in einer einzigen r-dimensionalen Homologieklasse A.

y) Es gilt: y*(&) = o (4, &).
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Beweis:

Zu a): Aus dem Bestehen von (II) folgt zunichst, dafl alle Charaktere y;
in der Zyklengruppe Z"* iibereinstimmen und somit einen einzigen
Charakter in dieser Gruppe induzieren. Wegen (I) hat iiberdies dieser
Charakter fiir homologe Zyklen denselben Wert, bestimmt also tatséch-
lich einen Charakter y* in der Betti’schen Gruppe B™.

Zu B): Wegen (II) gilt die Behauptung von g), aus der folgt, daf} die
zu zwei Charakteren der gegebenen Menge gehorigen Zyklen homolog
sind.

y) folgt direkt aus den Definitionen von y* und 4.

4. Die durch Geriiste bestimmten Charaktere; Hauptsiitze

Sei nun ein in der ganzen Mannigfaltigkeit M" definiertes (n — m)-
dimensionales Geriist & gegeben. (Korollar zu Satz 14.) Wir definieren
nun in A" ™+ einen Charakter y, indem wir nach Nr. 3, ¢) die Werte von
y fir die Zellen &"~™+1 geben: Es sei y(&"™+!) die Charakteristik des

durch @ auf der Randsphire E.""m“ von §&"~m+l gegebenen stetigen
m-Feldes. (Zur Berechnung dieser Charakteristik wird natiirlich die

Orientierung gn-m+l verwendet. Man beachte ferner, daB die Charak-
teristik ein Element von J ist.) Der so definierte Charakter heillt der zu
& gehorige Charakter .

Wir betrachten weiterhin alle (n — m)-dimensionalen und in der
ganzen M" definierten Geriiste &,. Die zu ihnen gehorigen Charaktere y,
bilden eine Menge, wie wir sie in Nr. 3 h) betrachtet haben. Wir be-
haupten, da diese Menge die Voraussetzungen von Nr. 3 h) erfiillt.

Beweis: Seien etwa &, und &, zwei Geriiste und y, und y, die zuge-
horigen Charaktere. Wir zeigen zunéchst, dal ein Charakter y in A"
existiert, so daBl y,, y; und y die Beziehung (II) von Nr. 3 erfiillen.

Wegen Nr. 3 c) geniigt es, x fiir die Zellen £"~™ zu definieren. Zu diesem
Zweck verbinden wir nach Satz 15 die Geriiste &, und &, zu einem

Gertistpaar; ;.g(é'""m) sei die Charakteristik des durch dieses Geriistpaar

auf &m gelieferten Feldpaares. Dann ist wegen der Formel (C) von
§ 3, Nr. 3:

21 (EmHT) — g (£t = y (Er-miT)

Aus Nr. 3a) und b) folgt nun in der Tat die Relation (II). Ferner haben
wir zu zeigen, daB jeder unserer Charaktere der Bedingung (I) von Nr. 3
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geniigt. Wenden wir die eben bewiesene Beziehung (IT) auf den Komplex

A an, so ergibt sich:

es geniigt also, (I) fiir einen einzigen durch ein spezielles Geriist &, ge-
lieferten Charakter zu beweisen. Weiterhin geniigt es wegen a) und b),
daBl 4 eine Zelle &—™+2 jst. Wir konstruieren nun &, folgendermafen:

Auf dem Rand &—m+2 seien die m-Systeme von &, zueinander parallel.
(Diese Definition hat einen Sinn, da £ ™+2 in einem Element (Nr. 1)
liegt.) Ein derartiges Geriist kann nach Satz 14 immer gefunden werden.

Fiir den zugehorigen Charakter y, gilt nun trivialerweise: y, (é"‘m“) == 0,
womit (I) in allen Teilen bewiesen ist.

Aus den Behauptungen von Nr. 3, h) folgt nun:

Der zu einem Geriist & gehorige Charakter y besitzt als zugehorigen
Komplex einen Zyklus, der singulirer Zyklus von & genannt wird und
nach Nr. 3, e) durch

2 = ‘\:'x (S;}—m+1) x;_n—l
@)
gegeben ist. Simtliche Charaktere y; bestimmen einen Charakter y* in
der (n — m -+ 1)-dimensionalen Betti’schen Gruppe B"7*1 den wir im
folgenden y"™+! nennen!s). Ferner gilt:

Satz 16. (Erster Hauptsatz.) Die singuliren Zyklen aller (n— m)-
dimensionalen und aus m-Systemen bestehenden Geriiste &, die in der
ganzen Mannigfaltigkeit M™ definiert werden kiénnen, liegen in einmer
etnzigen (m — 1)-dimensionalen Homologicklasse; sie heif3t die charak-
teristische Homologieklasse F™ 1. Ist 5 eine beliebige (n — m 4 1)-dimen-
sionale Homologieklasse, so qilt : y* ™Y E) = o (F™1, E).

Wir werden im nichsten Paragraphen sehen, daBl der Charakter
y*—m+1 eine Verallgemeinerung der Euler’schen Charakteristik darstellt.

Diesen unmittelbaren Folgerungen aus den Betrachtungen der Nr. 3
miissen wir noch den folgenden, etwas tiefer liegenden Satz hinzufiigen:

Satz 17. (Zweiter Hauptsatz.) Jeder in der charakteristischen Klasse
Fm=1 enthaltene Zyklus ist singuldrer Zyklus eines Geriistes.

18) Der Charakter y»#—m+1 ist ex definitione unabhéngig von der Wahl eines Geriistes;
er ist durch die geometrischen Eigenschaften von M* gegeben.
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Beweis: Sei etwa z der gegebene Zyklus in der Klasse F™~1. Wir wihlen
ein beliebiges aber festes Ausgangsgeriist &, mit dem singulidren Zyklus z,.

Nach Satz 16 liegt z, auch in F™-1, es ist also z ~ z,, und somit z — z,= D.
Unser Geriist &, liefert auf der Zelle &*~™ ein m-Feld §,, das wir durch
ein weiteres Feld §, zu einem Feldpaar mit starren Randwerten er-
ginzen (§ 3, Nr. 3), dessen Charakteristik auf £ den Wert o (D, &™)
besitzt (Satz 13). Die so auf allen Zellen £"~™ konstruierten m-Felder §,
schlieflen sich zu einem Geriist &, zusammen. &, und &, bilden zusammen
ein Geriistpaar, das wie am Anfang dieser Nummer Anlafl zu einem

Charakter x gibt. Es ist nach Konstruktion x'( &m)y = g (D, &™), d. h.
der zum Charakter y gehorige Komplex ist der Komplex D.

Wir haben gesehen, dafl zwischen den Charakteren y, von &, und %,
von &, und dem Charakter X die Relation (II) von Nr. 3 besteht, es gilt
also die Behauptung von Nr. 3,g), d.h. 2, — 2z, = + b, falls wir den
singuléren Zyklus von &, mit 2, bezeichnen. Aus dieser Beziehung (in der
etwa das Pluszeichen gelten soll) und aus z —z, = D folgt z = z,. Der
gegebene Zyklus z ist also singuldrer Zyklus von &,, womit Satz 17
bewiesen ist.

Die Bedeutung der charakteristischen Klasse -1 fiir das Problem
dieser Arbeit beruht auf dem folgenden Satz:

Satz 18. (Existenzsatz.) Hs gibt dann und nur dann in der ganzen
Mannigfaltigkeit M™ definierte (n — m -+ 1)-dimensionale Geriiste, wenn
die charakteristische Klasse F™ ! die 0-Klasse 1st.

Beweis: a) Sei ein in der ganzen M™ definiertes (n — m -+ 1)-dimen-
sionales Geriist gegeben. Es liefert auf dem Komplex der Zellen £"~™ ein

Geriist &, also auf jedem Zellenrand gr-m+1 ein m-Feld $. Da § ins
Innere der Zelle £*—™+1 fortgesetzt ist, verschwindet seine Charakteristik

auf 4-‘."*"”1, also verschwindet auch der zu & gehorige Charakter y, und
fiir den singulidren Zyklus z von & hat man z = 0, also erst recht z ~ 0.

b) Sei die charakteristische Klasse F™! die 0-Klasse. Nach Satz 17 gibt
es ein Geriist &, dessen singulirer Zyklus der 0-Zyklus ist. Also ver-
schwindet der zu & gehérige Charakter y; dann kann aber nach Satz 11

das durch & auf gn-m+1 gelieferte Feld ins Innere fortgesetzt werden.
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5. Felder mit Singularititen

Unsere Bemiihungen, in der Mannigfaltigkeit M™" schrittweise durch
Geriiste ein stetiges m-Feld zu konstruieren, sind an der Existenz der
Klasse F'™-1 gescheitert; wir konnen aber immer m-Felder finden, bei
denen die Stetigkeit in gewissen ,,singulidren‘‘ Punkten durchbrochen ist.
Um nicht in dimensionstheoretische Schwierigkeiten zu geraten, wollen
wir nur m-Felder betrachten, die der folgenden Voraussetzung geniigen:
Enthilt eine Zelle 2™ unserer x-Zellenzerlegung einen singuldren Punkt
im Innern, so besteht sie aus lauter singuldren Punkten. Alle diese Zellen
bilden einen absoluten Komplex K™, den Singularititenkomplex des
betreffenden Feldes. [Die Zahl (r — 1) bedeutet die Dimension der
hochstdimensionalen Zelle in diesem Komplex.] Ein Feld mit dem
Singularitdtenkomplex K™ liefert nun offenbar ein (» — r)-dimensionales
und in der ganzen M™ definiertes Geriist. Es gilt aber auch die Umkehrung:
Zu jedem (n — r)-dimensionalen und in der ganzen M" definierten Geriist
gehort ein m-Feld in der M" mit einem Singularitdtenkomplex K™1.
Um dies einzusehen, setze man das durch das Geriist auf den Zellen
En-r gegebene m-Feld durch Zentralprojektion (§ 3, Nr. 1) in die
héherdimensionalen Zellen &tk fort. Wahlt man dabei als Projektions-
zentrum den Schnittpunkt von &"—+*¥ mit der dualen Zelle 27*, so lassen
sich die notigen Kegelkonstruktionen in einer gemeinsamen Unter-
teilung U der z- und &-Zellenzerlegung simplizial durchfiithren. Man erhélt
so ein Feld, dessen Singularititenkomplex ein simplizialer Teilkomplex
von U ist. Durch diese Beziehung zwischen Geriisten und singuléren
Feldern folgt nun aus dem Korollar zu Satz 14 und aus Satz 18:

Satz 19. In einer Mannigfaltigkeit M™ gibt es immer ein m-Feld mit
einem (m — 1)-dimensionalen Singularititenkomplex; die notwendige
und hinreichende Bedingung fir die Existenz eines m-Feldes mit einem
hochstens (m — 2)-dimensionalen Singularititenkomplex ist das Ver-
schwinden der charakteristischen Klasse F™ 1,

Da jedes singulire m-Feld in M* mit einem (m — 1)-dimensionalen
Singularititenkomplex ein (n — m)-dimensionales und in der ganzen
Mn definiertes Geriist & eindeutig bestimmt, kénnen wir den zu & ge-
hérigen singuliren Zyklus (Nr. 4) kurz den singuliren Zyklus des ge-
gebenen Feldes nennen. Es gilt dann:

Satz 19 a. Der singulire Zyklus eines m-Feldes mit dem (m — 1)-
dimensionalen Singularititenkomplex K™ ist in seiner durch U gelieferten
Unierteilung algebraischer Teilkomplex von K™ 1; er mupt die Vielfachheit
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der (m — 1)-dimensionalen Singularititen und reprisentiert die charak-
teristische Klasse F'™1,

Zum Beweise verwende man die explizite Darstellung des singuldren

Zyklus z = X'y (£77"+") ]! und Satz 11.
)]

§ 5. Bestimmung der charakteristischen Klasse in speziellen Féllen

1. Differenzierbare Simplizialzerlegungen

Eine Simplizialzerlegung K der vorgelegten Mannigfaltigkeit heif3t
differenzierbar, wenn jedes Simplex von K samt seinem Stern in einem
Element der M™ (§ 4, Nr. 1) liegt und in diesem Element ein euklidisches
Simplex!?) oder das Bild von einem euklidischen Simplex vermége einer
topologischen und in beiden Richtungen stetig differenzierbaren Ab-
bildung ist.

Fiir das Folgende brauchen wir die baryzentrische Unterteilung?®) K
einer derartigen Simplizialzerlegung K. Bezeichnen wir den Schwerpunkt
eines r-dimensionalen Simplexes von K mit a,, so sind die Simplexe
¥ = (ar,, 3, ..-> 3, ) die Simplexe von K. (r,<r, <...r) und
(8 =0, 1,...,n). K sei nun unsere z-Zellenzerlegung von § 4; die duale
Zelle &"—° von x°® bezeichnen wir mit &% = &(rory...7,) .

2. Einzelne Vektorfelder

Wir beschéftigen uns in dieser Nummer mit der Theorie der 1-Felder
(im folgenden kurz als Vektorfelder bezeichnet) in einer Mannigfaltig-
keit M". Diese Theorie ist schon vor lingerer Zeit entwickelt worden?!),
die abschlieenden Resultate (Sdtze 20 und 20a) stammen von H. Hopf.

Satz 19 zeigt zunéchst, daB es in M" immer ein Vektorfeld § mit
0-dimensionalem Singularitdtenkomplex gibt; § ist also nur in endlich
vielen Ecken z] der z-Zellenzerlegung singulidr. Unter dem Index j; der
Singularitdt x? versteht man die Charakteristik des durch § auf dem

Rand 5:‘ der zu z7 dualen Zelle & gegebenen 1-Feldes. (Wir befinden uns
im Fall 1 von § 4, Nr. 1; M" ist daher orientierbar, und die Zellen &'
seien kohdrent orientiert). Eine leichte Uberlegung liefert fiir den singu-
liren Zyklus von § (§ 4, Nr. 5):

2 =2Xj, a}. (1
@
1%9) AH: Kap. III, § 1, Nr. 1.
10) AH: Kap. ITI, § 2, Nr. 3.
1) AH: Kap. XIV, § 4.
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Die charakteristische Klasse F'° wird also durch den Zyklus z°Xj, repri-
sentiert (x° ist eine beliebige, aber fest gewihlte Ecke der x-Zellen-
zerlegung). Die Indexsumme 2j; heiBt algebraische Anzahl der Singulari-
titen. Bezeichnet man die durch die Summe simtlicher Zellen & re-
prasentierte n-dimensionale Homologieklasse mit =", so ergibt sich fiir
den Charakter " in der Betti’schen Gruppe B (§ 4, Nr. 4) nach Satz 16:

1M(EN) = s (FO, E") = Zj,. (2)

Da E" einziges Basiselement von B" ist, bestimmt (2) den Charakter
x" vollsténdig.

Aus Satz 16 und 18 folgt nun:

Satz 20. Die algebraische Anzahl der Singularititen ist fir alle Vektor-
felder in M® dieselbe ; es gibt dann und nur dann Vektorfelder, die in allen
Punkten der M™ stetrg sind, wenn diese Anzahl verschwindet.

Ferner gilt:

Satz 20 a. Bei geeigneter Orientierung von M™ ist die algebraische
Anzahl der Singularititen jedes Vektorfeldes in M™ gleich der Euler’schen
Charakteristik x(M™) von M*".

Mit diesem Satz ist die folgende Behauptung dquivalent:

Die charakteristische Klasse /' wird durch 2° - y(M") reprisentiert.
Weiterhin besagt die Formel

" (E") = x(M") (3)

auch genau dasselbe. In dieser letzten Form werden wir den Satz fiir
den einfachsten Fall n = 2 beweisen. Wir fithren den Beweis unter der
Voraussetzung, daB M2 eine differenzierbare Simplizialzerlegung besitzt.
(Satz 20a ist auch ohne diese Voraussetzung richtig.) Dann konstruieren
wir in der zur baryzentrischen Unterteilung dualen Zellenzerlegung ein
spezielles eindimensionales und aus 1-Systemen bestehendes Geriist &,
dessen zugehorigen Charakter y wir bestimmen. In Figur 3 ist der m_1_i_‘
einem Simplex (a4, 2,, 3,) (Nr. 1) der baryzentrischen Unterteilung K
liegende Teil von & gezeichnet. Aus dieser Figur ist ersichtlich, daf die
Vektoren von & auf dem Rand einer Zelle vom Typus £, (Nr. 1) ins
AuBere von £, und auf dem Rand einer Zelle vom Typus &,) ins Innere
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von &, zeigen. [In Fig. 3 sind die in (a,, 2,, a,) liegenden Teile von drei
Zellen &), &(1), &(2) angedeutet.] Bei geeigneter Orientierung findet man
fiir die Charakteristik des durch & auf dem Rand einer Zelle £,,,gelieferten
Feldes den Wert (— 1), also hat man:

1ép)=(=1y. (r=0,1,2), (4)
und der singulére Zyklus z von & wird:
z2=2X(—1)ya,, (4a)

wobei die Summation iiber alle Ecken von K zu erstrecken ist. Bezeichnet
man die Anzahl der Zellen vom Typus &,, mit a,, so ergibt sich demnach
fiir den Charakter y" = y2:

22 (52 = 2(28%) = 2x(8%) = Zx(§i0) +22(§w)

+2X(§(2)) = ap— a; + 0a,.
az

Ee

Eo &0

ao 93,

Fig. 3

ay— a; +a, ist aber definitionsgemafl die Euler’sche Charakteristik
x(M?); damit ist (3) im Spezialfall » = 2 bewiesen. In analoger Weise
1Bt sich Satz 20 a) fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten beweisen.

Die Formel (3) belegt die in § 4 erwéahnte Tatsache, daBl der Charakter
x ™1 als Verallgemeinerung der Euler’schen Charakteristik aufgefafit
werden kann.

Aus den Sétzen 20 und 20 a) folgt:

Korollar. In der Mannigfaltigkeit M™ gibt es dann und nur dann
ein stetiges Vektorfeld, wenn die Euler’sche Charakteristik y(M") ver-
schwindet®®),

318) vgl. AH: Kap. XIV, § 4, Satz 3.
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Dieser Satz gilt auch fiir nichtorientierbare Mannigfaltigheiten, ist
aber mit unseren Methoden nicht direkt beweisbar. Unsere Uber-
legungen lassen sich jedoch auch fiir nichtorientierbare Mannigfaltig-
keiten durchfiihren, falls wir an Stelle des Ringes der ganzen Zahlen den
Restklassenring (mod 2) als Koeffizientenbereich einfiithren (§ 4, Nr. 3).
Verstehen wir in diesem Fall unter 5" die durch die Summe der (nicht-
orientierten) Zellen &" reprisentierte n-dimensionale Homologieklasse
(mod 2), so gilt:

27"(E") = 3(M") (mod 2). (38)

3. Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten

Wir untersuchen nun die Parallelisierbarkeit (§ 4, Nr. 1) der drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Es ergibt sich das wichtige Resultat:

Satz 21. Jede orientierbare dreidimensionale geschlossene Mannig-
faltigkeit, die eine differenzierbare Simplizialzerlegung erlaubt, ist paralle-
listerbar.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes angeben, erwihnen wir das aus
den Betrachtungen von § 4, Nr. 1 folgende

Korollar. Erfulll eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit M3 die
Voraussetzungen von Satz 21, so ist die Mannigfaltigkeit ihrer gerichteten
Linienelemente zum topologischen Produkt von M3 mit einer zweidimen-
stonalen Sphire homéomorph.

Der Beweis von Satz 21 erfolgt in vier Schritten:

I. Bestimmung der charakteristischen Klasse F1.

Wir kénnen uns zur Losung dieser Aufgabe mit den folgenden An-
deutungen begniigen, da wir imAnhang I die charakteristische Klasse
F1 in dreidimensionalen orientierbaren Mannigfaltigkeiten unter etwas
anderen Voraussetzungen und mit anderen Methoden ausfiihrlich be-
stimmen werden.

F1igt die charakteristische Klasse der 2-Felder, wir haben also m = 2
und n = 3 zu setzen. Es liegt der Fall 2 von § 4, Nr. 1 vor; J ist somit der
Restklassenring (mod 2). Um F?! zu bestimmen, kann man auf analoge
Weise wie in Nr. 2 (Fig. 3) ein spezielles 1-dimensionales in der ganzen
M3 definiertes Geriist @ konstruieren, das mit der baryzentrischen Unter-
teilung K verkniipft ist. Ich gehe hier nicht auf die etwas miihsame
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Konstruktion dieses aus 2-Systemen bestehenden Geriistes ein; man
findet fiir den zugehorigen Charakter y:

X(E(ro '1)) =1, (5)
so daf} also der singuldre Zyklus z von & durch
& = Z'(a’roa a’rl) (5a)

gegeben ist??). Dieser Zyklus (mod 2) besteht also aus sdmilichen
Kanten der baryzentrischen Unterteilung K. Man kann nun zeigen, daB
z in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit M3 immer berandet, wihrend
dies in nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten nicht notwendigerweise
der Fall zu sein braucht?3). Es ergibt sich also, daBl in einer orientier-
baren M3 die charakteristische Klasse F' immer die 0-Klasse ist.

II. Es existiert ein in der ganzen M?® definiertes 2-dimensionales und
aus 2-Systemen bestehendes Geriist §).

Da nach I in unserer orientierbaren M3 die Klasse F* verschwindet, ist
diese Tatsache eine direkte Folge des Existenzsatzes 18.

II1. Es gibt in der M3 stetige 2-Felder.

Um dies zu beweisen, zeigen wir, dall das durch £ auf dem Rande 5.3
einer Zelle &3 gegebene 2-Feld § sich stetig ins Innere von &2 fortsetzen
lift. Da &3 in einem Element (§ 4, Nr. 1) der M3 liegt, miissen wir
daher den folgenden Satz beweisen: Ein auf der Randsphire S2 der
im euklidischen Raum R3 liegenden 3-dimensionalen Zelle £? gegebenes
stetiges 2-Feld § 1aBt sich stetig ins Innere von £*3 fortsetzen.

Zu diesem Satz ist die folgende Behauptung &dquivalent: Die zu §
gehorige Abbildung der S8? in die Mannigfaltigkeit ¥V, durch parallele
2-Systeme (§ 3, Nr. 1) ist 0-homotop. Unsere Behauptung III 13t sich
daher in der folgenden Form aussprechen: Jede stetige Abbildung einer
2-dimensionalen Sphire 82 in die V,, ist 0-homotop. Da nun nach § 2
Nr. 2 die geschlossene Mannigfaltigkeit V, , Deformationsretrakt von

#2) Die Formeln (4a) und (5a) legen die Vermutung nahe, daf fiir beliebiges n und m
die charakteristische Klasse Fm-1

im Fall I von § 4, Nr. 1 durch X (—1)e*nt " +"mi (g, . a,  ---,a8, )
und im Fall IT durch = (2, &y, " » @y, )

reprisentiert wird. Die Summation ist dabei iiber alle (m — 1)-dimensionalen Zellen von K
zu erstrecken ; die obigen Komplexe sind tatsichlich Zyklen des Koeffizientenbereiches J.

23) vgl. die Aufgabe 187 im Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung
Band 45, 8. 22.
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V., ist, geniigt es, diese Behauptung fiir Abbildungen der 82 in die Vo
zu beweisen. Da aber V;, zum projektiven Raum P3 homdomorph ist
(§ 1, Nr. 3), und da jede Abbildung einer S2 in den P23 in der Tat 0-homo-
top ist, haben wir die Behauptung IIT bewiesen.

IV. Es gibt stetige 3-Felder in der M3.

Dafl aus der Existenz stetiger 2-Felder in einer orientierbaren M3
die Existenz stetiger 3-Felder folgt, ist leicht beweisbar.

§ 6. Sétze liber die charakteristische Homologieklasse. Anwendungen

1. Ordnung der charakteristischen Klasse

Wir stellen uns in diesem Abschnitt die Aufgabe, die Ordnung einer
nicht verschwindenden charakteristischen Klasse zu bestimmen. Diese
Aufgabe hat nur im Fall 1 von § 4, Nr. 1 einen Sinn, in dem der Koeffi-
zientenbereich J der Ring der ganzen Zahlen ist. Wir werden sie fiir
gerades (n — m) 16sen.

Wir schicken den folgenden Uberlegungen eine Hilfsbetrachtung vor-
aus, die sich auf die Mannigfaltigkeiten V,,, (§2), fiir die n—m gerade
ist, bezieht. Es soll ndmlich die topologische Abbildung ¢ der V,’,, auf
sich untersucht werden, die entsteht, wenn man in jedem m-System der
Vo m den m-ten Vektor p,, durch seinen entgegengesetzten Vektor — o,
ersetzt. In der (n — m)-dimensionalen Sphire, die in einer festen Orien-
tierung den Basiszyklus z, ,, von § 1, Nr. 4 liefert, ist ¢ die Diametral-
abbildung ; da diese Sphére eine gerade Dimension besitzt, ergibt sich:

(P(zn, m) = _—zn, m* (1)

Nach dieser Vorbereitung werde unter Verwendung der Bezeichnungen
und Voraussetzungen von § 4 in der gegebenen Mannigfaltigkeit M™ ein
aus m-Systemen bestehendes Geriist & konstruiert, und es sei » — m
gerade. Wir befinden uns daher im Fall 1 von § 4, Nr. 1 und der Koeffi-
zientenbereich J ist der Ring der ganzen Zahlen. Das Geriist & liefert
auf dem Rande jeder (m — m + 1)-dimensionalen Zelle & ein m-Feld
dessen Charakteristik y(£) vermittelst der Abbildung f durch parallele

m-Systeme (§ 3, Nr. 1) von £ in die V. m ermittelt wird.

Ersetzt man nun in jedem m-System von & den m-ten Vektor durch
seinen entgegengesetzten Vektor, so entsteht ein neues Geriist &, zu dem
die Charakteristik y(£) und die Abbildung f gehore. Offenbar entsteht f
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durch die Zusammensetzung von f und ¢; aus (1) folgt daher:
(&) = — x(&). Zwischen den zu & und & gehérenden Charakteren y
und y besteht somit die Beziehung:

1=—2x (2)

Sowohl y als auch  liefert in der (n — m + 1)-dimensionalen Betti’schen
Gruppe den Charakter y"-™+1; aus (2) folgt daher: y»m+l — — yn—m+l
und endlich y"—™+ = 0.

Es wire falsch, aus dem Verschwinden von y"—™+! auf das Verschwinden
der charakteristischen Klasse F'™1 zu schlieBen; dieser SchlufB3 ist nur
zuldssig, wenn in M" keine (m — 1)-dimensionale Torsion vorhanden ist.

Setzen wir etwa m = 1, so finden wir 4" = 0 in Mannigfaltigkeiten
ungerader Dimension; daraus folgt aber nach § 5, Formel (3), dafl die
Charakteristik einer orientierbaren Mannigfaltigkeit ungerader Dimen-
sion verschwindet??). Aus dem Korollar zu Satz 20 folgt dann weiterhin,
daB jede orientierbare Mannigfaltigkeit ungerader Dimension ein stetiges
Vektorfeld besitzt.

Satz 22. Ist M" orientierbar, (n — m) gerade, und 1ist die Klasse
Fm=1 yon der 0-Klasse verschieden, so besitzt sie die Ordnung 2.

Beweis: Wir haben zu zeigen: Fiir gerades (n—m) ist immer
2 - F™ 1! = 0. Nun besteht wegen (2) zwischen den singuldren Zyklen z

und z der oben verwendeten Geriiste & und & die Relation z = —z.
Da diese Zyklen beide in F'™-1 liegen, ist F™ 1 = — Fm1; dies war zu
beweisen.

Korollar. Ist (n— m) gerade, und ist in M" keine (m — 1)-dimen-
stonale Torsion vorhanden, so ist F™ 1 die 0-Klasse.

2. Ein Schnittsatz

Im folgenden werden die Félle 1 und 2 von § 4, Nr.1 nicht mehr
unterschieden ; sdmtlichen Betrachtungen wird der Restklassenring (mod 2)
als Koeffizientenbereich J zugrunde gelegt, und M" kann eine orientier-
bare oder nichtorientierbare Mannigfaltigkeit sein.

Um unsere Theorie bis zu einem gewissen Abschlufl zu bringen, miissen
wir Mannigfaltigkeiten finden, in denen von O verschiedene charakte-

24) Meines Wissens hat J. Hadamard zum erstenmal das Verschwinden der Euler’schen
Charakteristik in einer Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionszahl aus der Theorie der

Vektorfelder hergeleitet. Vgl. Tannery : Introduction & la théorie des fonctions
(Paris, Hermann, 1910), t. II, note de M. Hadamard, no. 42, p. 475.
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ristische Klassen existieren; nur dann enthalten die Sitze von § 4 nicht-
triviale Aussagen. Die Ausfithrungen dieses Abschnitts . dienen zur
Losung dieser Aufgabe.

Wir nennen eine in die gegebene Mannigfaltigkeit M™ eingebettete
v-dimensionale Mannigfaltigkeit M"eine Hyperfliche, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind :

a) MY sei das Bild einer differenzierbaren Parametermannigfaltigkeit
vermdge einer topologischen und stetig differenzierbaren Abbildung
dieser Parametermannigfaltigkeit in die M.

b) MY gestatte eine Zellenzerlegung, die ein Teilkomplex der &-Zellen-
zerlegung (§ 4, Nr. 2) der Mannigfaltigkeit M™ ist.

Wegen a) sind Vektoren in M auch Vektoren in M", und die Gesamt-
heit aller Vektoren von MV, die in einem Punkt p von M" angreifen,
bildet ein v-dimensionales Vektorgebilde von M™. Gehoren die Vektoren
eines in p angreifenden (n — »)-Systems der M" diesem Gebilde nicht an,
so nennen wir das System fremd zu M*. Existiert auf M ein stetiges
Feld von (n — »)-Systemen, die zu M fremd sind, so sagen wir M"
besitze ein dGuferes (n — v)-Feld?s). Ist v = n— 1, so bedeutet dies
einfach, dal M zweiseitig in M™ liegt.

Wegen b) ist M? ein Zyklus (mod 2) der &-Zellenzerlegung, der eine
v-dimensionale Homologieklasse &% von M™ und eine »-dimensionale
Homologieklasse E* von M" reprisentiert. Es gilt:

Satz 23. Besitzt die in M™ liegende Hyperfliche MY ein duferes (n—mv)-
Feld, so ist die Schnitizahl der charakteristischen Klasse F™v von M™ mit
MY die (mod 2) reduzierte Euler’sche Charakteristik von M>.

Bevor wir diesen Satz beweisen, fithren wir die folgenden Bezeichnun-
gen ein: & seien die Zellen der £-Zellenzerlegung, die nach b) eine Zellen-
zerlegung der M* liefern; ein in der ganzen M" definiertes (v — 1)-
dimensionales und aus (n — » + 1)-Systemen bestehendes Geriist wird
mit & und der zugehorige Charakter in der Gruppe A” der M™ (§ 4, Nr. 4)
mit y bezeichnet. Ein in der ganzen M definiertes (v — 1)-dimensionales
und aus 1-Systemen bestehendes Geriist wird mit & und der zugehorige
Charakter in der Gruppe A” der M” mit y bezeichnet. Die Charaktere y
bestimmen in der »-dimensionalen Betti’schen Gruppe der M™ den

%) Eine in einer orientierbaren Mannigfaltigkeit liegende Hyperfliche mit &uBerem
(n — v)-Feld ist orientierbar.
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Charakter y” (§ 4, Nr. 4), wihrend die Charaktere y in analoger Weise in
der »-dimensionalen Betti’schen Gruppe von M¥ den Charakter y* be-

stimmen.
Dann beweisen wir den folgenden

Hilfssatz. Gibt es zwei Geriiste @ und @, so daB fir jede Zelle & die

Relation .
% (&) = x(&) (mod 2) (2)

erfiillt ist, so gilt die Behauptung von Satz 23.

Beweis: Durch Summation iiber alle Zellen £¥ erhilt man aus (2):

2’ (&%) = x*(&%). (mod 2). (3)

Die linke Seite von (3) ist nach Satz 16 die Schnittzahl & (F"7, &v),
wahrend die rechte Seite nach § 5, Formel (3a) der Euler’schen Charak-
teristik von M” kongruent ist. Damit haben wir den Hilfssatz bewiesen.

Um nun noch den Satz 23 zu beweisen, haben wir Geriiste & und &
zu konstruieren, die der Voraussetzung des Hilfssatzes geniigen : Zunichst
wird & beliebig gewihlt. Auf den Zellen - sollen ferner die Systeme
von & die durch den Vektor von @ erginzten Systeme des duBeren
(n — v)-Feldes sein; im iibrigen Teil der M wird & beliebig unter Ver-
wendung von Satz 14 konstruiert. Durch diese Wahl von & und @ ist
tatsichlich (2) erfiillt, wie man leicht durch Anwendung der Berechnung
der Charakteristik durch Rekursion (§ 3, Nr. 2) bestétigt.

Wir gehen nicht auf naheliegende Verallgemeinerungen von Satz 23
ein, sondern wenden diesen Satz nun zur Losung der am Anfang dieser
Nummer gestellten Aufgabe an:

Satz R24. Zu gegebenem n und m mit n = m — 1 (mod 2) gibt es eine
Mannigfaltigkest M*, in der die charakteristische Klasse F™ ' nicht die

0-Klasse st.

Zusatz. Ist n=m — 1 (mod 4), so gibt es sogar eine orientierbare M",
wn der F™=1 nicht verschwindet.

Zum Beweis dieser Sitze geniigen die folgenden Bemerkungen:

1. Die Voraussetzung von Satz 23 ist erfiillt, wenn M" das topologische
Produkt aus M und aus einer beliebigen (n — »)-dimensionalen Mannig-
faltigkeit ist.
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2. Ist die Voraussetzung von Satz 23 erfiillt, und besitzt M* eine
ungerade Euler’sche Charakteristik, so folgt aus diesem Satz, daB in
M* die Klasse F*~¥ nicht verschwindet.

3. Es gibt Mannigfaltigkeiten gerader Dimension mit ungerader
Charakteristik, und es gibt orientierbare Mannigfaltigkeiten mit einer
durch 4 teilbaren Dimension und ungerader Charakteristik. Nun setze
man m — 1 = n — v und konstruiere M" als Produktmannigfaltigkeit.

Durch spezielle Wahl von m folgt aus dem Zusatz leicht:

Satz 25. Zu jeder von 1 und 3 verschiedemen Dimensionszahl n gibt es
eine orientierbare, aber mnicht parallelisierbare n-dimensionale Mannig-
faltigkert.

(Man beachte, daBl nach Satz 19 das Verschwinden aller charakteri-
stischen Klassen eine notwendige Bedingung fiir die Parallelisierbarkeit
ist.)

3. Beispiele und Anwendungen

Zo, Tyy Xy, ..., X, seien Koordinaten in einem (n -+ 1)-dimensionalen Zahlen-
raum R™1, und p bedeute den Ortsvektor (x,, z,, ..., ,) in diesem Raum.
Im R"+ seien m Vektorfelder o gegeben. (v = 1,2, ..., m), und fiir jedes u
geien die Komponenten v} (1 = 0, 1, 2, ..., n) des Vektors p* homogene Funk-
tionen ersten Grades der unabhéngigen Variabeln z,, a,, ..., «,. Diese Vektor-
felder projizieren wir vom Nullpunkt des R"+! aus auf den n-dimensionalen
projektiven Raum P*, der den R"+! zum (n - 1)-dimensionalen projektiven
Raum abschliet. Aus unserer Homogenititsbedingung folgt, da damit
m Vektorfelder im P" definiert sind, die dann und nur dann ein m-Feld im
Sinne von § 4, Nr. 1 bilden, wenn die (m + 1) Vektoren p = p°, 9, 92, ..., p™
in allen Punkten des R"+! auBler im Nullpunkt linear unabhéngig waren.

Diese bequeme Darstellung der Vektorfelder in projektiven Raumen ver-
wenden wir im folgenden zur Diskussion der charakteristischen Klassen des
n-dimensionalen projektiven Raumes. So liefern uns zum Beispiel fiir n = 3
und m = 3 die Vektoren

00 ( o, Ty, L3, xs)
ot (— 24, Zo, — T3, %) @
0® (— @, Z3, Ty, — Zy)
03 (— x5, — @, Zy, %)

im 3-dimensionalen projektiven Raum P? ein stetiges 3-Feld, womit die
Parallelisierbarkeit des P? und damit der 3-dimensionalen Sphére durch ein
Beispiel belegt ist. Auch fiir die Dimensionszahl 7 1a8t sich ein analoges
Beispiel finden, das den P? und die 7-dimensionale Sphére parallelisiert®).

%%) vgl. H. Hurwitz: Uber die Komposition der quadratischen Formen
von beliebig vielen Variabeln. (Math. Werke, Band II, 8.565—571, speziell
S. 570, wo sich die zu I analoge Matrix findet).
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Nun untersuchen wir den Fall » = 5, m = 2, beschiftigen uns also mit
2-Feldern im PS5, Die drei Vektoren

0°( @, 7y, %, xs3, Xy, Xp)
o (— 2y, Ty, — T3, Xy, — T, Xy) (II)
”z (‘—xs, 23, Xy, — Xy, 0 ’ O)

sind nur fir x, = 2, = @, = x; = 0 linear abhingig, sie liefern also im P®
auBlerhalb der durch z, = x, = x, = ¥; = 0 gegebenen projektiven Geraden
P1 zwei linear unabhéngige Vektorfelder, die wir der Einfachheit halber wieder
mit 9! und 92 bezeichnen. Nun konstruieren wir unter Verwendung der Be-
zeichnungen von Nr.2 eine &-Zellenzerlegung des PS5, in der der 4-dimen-
sionale projektive Raum x, = 0 als Hyperfliche P* liegt. Der Schnittpunkt P
von P! und P¢ liege im Innern einer Zelle £4 der Zellenzerlegung von P*. Ferner
sollen zwei Geriiste & und & konstruiert werden, die den Voraussetzungen des
Hilfssatzes von Nr. 2 geniigen: Die Vektoren von @ seien auf den Zellen Z3 die
Vektoren 92, wihrend die 2-Systeme von & auf den Zellen £3 die Systeme
1, 2 sein sollen; auf den iibrigen Zellen &2 von P5 ist & beliebig und kann nach
Satz 14 konstruiert werden. Die zu & und & gehorigen Charaktere y und y er-
filllen tatséchlich die in der Voraussetzung des Hilfssatzes geforderte Kon-
gruenz (2):
x(EN=x(§Y)  (mod 2).

Zum Beweise beachte man, daB fiir jede Zelle &4 auBer £ t die Relation
(&%) = 5 (&%) = 0 besteht, da sowohl & als auch @ ins Innere der Zelle stetig
fortgesetzt sind. Fir die Zelle £ bestitigt man die Behauptung durch Be-
rechnung der Charakteristik durch Rekursion (§ 3, Nr. 2); um diese Methode
anwenden zu konnen, geniigt es, daB die Zelle £2 zum projektiven Raum
x5 = 0 fremd ist; dann liegen die Vektoren 9!, deren Angriffspunkte Punkte
von & 4 sind, nicht in P4.

Aus der Behauptung des Hilfssatzes folgt nun, daB die Schnittzahl der
Klasse F'* des P5 mit der Hyperfliche P4 die (mod 2) reduzierte Charakteristik
von P4 ist; diese Charakteristik hat aber den Wert 1. Somit ist die Klasse /!
nicht die 0-Klasse und wird durch eine projektive Gerade reprasentiert.

Mit Hilfe von analogen Vektorfeldern gelingt die Bestimmung der Klasse ™
in projektiven Réumen der Dimension 4 ¥+ 1 (¥ > 0); man findet:

Satz 26. Die eindimensionale charakteristische Klasse in einem reellen pro-
jektiven Raum der Dimension (4 k- 1) (k> 0) wird durch eine projektive Gerade
reprdsentiert; es ist daher unmaoglich, in diesen Riumen zwes linear unabhdngige
stetige Vektorfelder zu finden.

Eine algebraische Anwendung

Wir wollen unsere Untersuchung der projektiven Rédume mit einem alge-
braischen Problem in Beziehung setzen, das in engem Zusammenhang mit
dlteren Untersuchungen steht??).

27) vgl. Hurwitz: Werke, Band II, S. 565—571 und S. 641—666; ferner Radon : Abh.
math. Seminar der Univ. Hamburg, Band I, S. 1—14,
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Wir nennen (m - 1) linear unabhéngige quadratische (n--1)-reihige reelle

Matrizen
=0,12,...,m
A‘f"’: [.L M y Ly Ly eeny
(8:2) (i,k:O, l,2,...,n) 1)

linear unabhéingig, wenn jede durch Linearkombination entstandene Matrix
2 AWy, nicht-singuldr ist, sobald nur eine der reellen Zahlen yu von 0 ver-
schieden ist. Dann gilt der folgende

Hilfssatz: Gibt es (m - 1) linear unabhingige Matrizen (1), so existiert im
projektiven Raum P" ein iiberall stetiges m-Feld.

Beweis: Ist B irgend eine nicht-singuldre (n 4 1)-reihige Matrix, so sind
offenbar auch die Matrizen BA® (u = 0, 1, ..., m) linear unabhingig; da wir
B = (A9)-1 wihlen k6énnen, diirfen wir daher von vorneherein voraussetzen,
daB:

0 fir ¢+ £ k

|1 firi=#%

0
Ak

(2)

ist. Wir verstehen nun fiir y = 0, 1, ..., m unter p* den Vektor des R"+1, dessen
t-te Komponente (1 = 0, 1, ..., n) durch

n
v =k2 Ay T (3)
=0

gegeben ist; dann ist $° mit Riicksicht auf (2) der Ortsvektor p = (z,, 2, ...,
x,) im R"+1, Aus Nr. 3 folgt, dall die Behauptung des Hilfssatzes bewiesen ist,
sobald gezeigt ist, daB die (m -+ 1) Vektoren p* fiir p 7= O linear unabhingig
sind.

m
Es sei also ¥ yu9* = O fiir einen gewissen Vektor p £ 0, d. h.
p=0

Za‘?kxkyl‘zoﬂ (i=0’ 1’29"'3”’);
ky 1

da p 5~ 0 ist, ist der Rang der Matrix (X a’,yu) kleiner als (n+1); da die
“

Matrizen 4 # = (af,) linear unabhingig sind, ist dies nur moglich, wenn alle
ypu = 0 sind. Das war zu beweisen.

Der Hilfssatz gestattet nun die folgende algebraische Formulierung des
Satzes 26:

Satz 2%. Je drei quadratische (4 k- 2)-reihige Matrizen sind linear ab-
hingig (k = 0).

349



ANHANG I

Die eindimensionale charakteristische Klasse in orientierbaren
dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten

Wir haben in § 5, Nr. 3 gesehen, dafl in einer dreidimensionalen Mannig-
faltigkeit M3 das Verschwinden der charakteristischen eindimensionalen
Klasse F! eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Parallelisier-
barkeit ist; wir haben ferner erwiahnt, daBl F! in einer orientierbaren M3 mit
differenzierbarer Simplizialzerlegung immer die 0-Klasse ist, sind aber dem
Leser den Beweis dieser Tatsache schuldig geblieben; er soll jetzt unter etwas
anderen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen nachgeholt werden.

1. Ein kombinatorisches Lemma

Das folgende Lemma ist an sich interessant und niitzlich fir das Studium
dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten.

Lemma: Jede Zellenzerlegung einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M ?
148t sich zu einer solchen Unterteilung U verfeinern, daB jede zweidimensionale
Homologieklasse (mod 2) von M3 durch einen Teilzyklus von U repréisentiert
werden kann, der aus einer oder mehreren zueinander fremden zweidimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten besteht.

Es ist also zu zeigen, daB es zu jedem zweidimensionalen Zyklus 2? der
gegebenen Zellenzerlegung in U eine oder mehrere fremde Flichen gibt, die in
ihrer Gesamtheit einen zu 22 homologen Zyklus bilden. Der Beweis erfolgt in
zwei Schritten:

1. 22 ist ein Zyklus (mod 2), in jeder Kante von 22 stoBen also eine gerade Zahl
von Polygonen von 2? zusammen. Wir betrachten nun eine Kante &* von 22,
in der mehr als zwei (etwa 27) Polygone zusammenstoBen. £9 und £ seien die
Randpunkte von £, und z? die duale Zelle zu &' in der gegebenen Zellen-
zerlegung der M. Die Schnittstrecken von «? mit den 27 in &' zusammen-
stoBenden Polygonen bezeichnen wir mit s;,8,, ..., 8;,, Wobei die Nume-
rierung durch die natiirliche zyklische Ordnung dieser Strecken gegeben sein
soll (siehe Fig.4 fiir n = 2). Zwischen zwei aufeinanderfolgende Strecken
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89— und 8y (k= 1,2, ..., n) schalten wir nun ein kleines Dreieck 4, ein

(Fig. 4) und konstruieren den Kegel K, iiber dem Rand von 4, mit der Spitze

£9. Analog wird K, mit der Spitze £ konstruiert. Ki; + Ky, ist ein zwei-

dimensionaler 0-homologer Zyklus, also 224 XY'(K,, +K,,) ein zu 2? homo-
k)

loger Zyklus, in dem £' durch Kanten ersetzt ist, von denen jede mit genau
zwei Polygonen dieses neuen Zyklus inzident ist. Zur Durchfiihrung dieser
Konstruktion ist natiirlich eine geeignete Unterteilung der gegebenen Zellen-
zerlegung einzufiihren.

Werden durch diese Konstruktion alle Kanten von 22, in denen mehr als
zwei Polygone zusammenstoBen, beseitigt, so erhilt man einen zu 22 homologen
Zyklus 2%, der aus einer oder mehreren zueinander fremden Pseudomannig-
faltigkeiten besteht.

2. Sei &0 eine beliebige Ecke von 22 Wir konstruieren eine Unterteilung U,
in der die Sterne der Ecken £° zueinander fremd sind. S2 sei die Randsphire
des Sternes von £°. Der Schnitt von 22 mit 8% besteht aus einigen zueinander
fremden einfach geschlossenen Polygonumfingen, die einen Teilkomplex
C* von 82 beranden. Uber dem Rand von C? konstruieren wir den Kegel K*
mit der Spitze £°; C*+ K? ist ein 0-homologer zweidimensionaler Zyklus, also
2%+ 02+ K? ein zu 2z* homologer Zyklus, durch den wir 22 ersetzen.

Fithrt man diese Konstruktion fiir jede Ecke £° durch, so entsteht ein zu z?
und also auch zu 22 homologer Zyklus, der aus einigen fremden zweidimensio-
nalen Flichen besteht.

2. Bestimmung der Klasse F1

Wir bestimmen nun die Klasse F! einer vorgegebenen orientierbaren
Mannigfaltigkeit M3, indem wir M?® mit einer ,,Standardmannigfaltigkeit‘¢
M} vergleichen. M; ist entweder der dreidimensionale projektive Raum P3
oder das topologische Produkt 7'® = §% X 8* aus einer Sphéire und einer Kreis-
linie. Beide Standardmannigfaltigkeiten sind parallelisierbar. (Die Parallelisier-
barkeit von P23 wurde in § 6, Nr. 3 bewiesen; wegen Satz 23 ist in 7'® die Klasse
F1 die 0-Klasse, also ist T'® parallelisierbar. Man kann iibrigens auch direkt ein
stetiges 3-Feld in 7'® angeben.) Die gegebene Mannigfaltigkeit M erfiille nun
die folgende Voraussetzung :

Jede in die M3 singularititenfrei eingebettete zweidimensionale Mannig-
faltigkeit besitzt eine Umgebung, die sich topologisch und stetig differenzierbar
in eine der Standardmannigfaltigkeiten abbilden 1a3t.

Diese Voraussetzung ist nur eine Differenzierbarkeitsvoraussetzung, denn
jede in die M singularititenfrei eingebettete zweidimensionale Mannigfaltig-
keit F' besitzt eine Umgebung, die sich topologisch in eine der Standardmannig-
faltigkeiten abbilden 14B8t. Um dies zu zeigen, konstruiere man in P2 oder T'®
singularitéatenfrei eine zu F homoomorphe Mannigfaltigkeit #’. (Bei der Durch-
filhrung dieser Konstruktion sind drei Félle zu unterscheiden: a) ¥ ist orien-
tierbar; dann kann F’ in P3? oder in 7'® konstruiert werden. b) F ist nicht
orientierbar und besitzt eine ungerade Euler’sche Charakteristik; dann kann
F’ in P83 konstruiert werden. ¢) F' ist nicht orientierbar und besitzt gerade
Charakteristik ; dann kann F/ in 7’3 konstruiert werden.) Da nun M3 orientier-
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bar ist, liegt '/ zweiseitig?8) in M, sobald F zweiseitig in M2 liegt, und ebenso
liegt F’ einseitig in Mj, wenn F einseitig in M3 liegt ; eine topologische Ab-
bildung von F auf F’ kann also immer zu einer topologischen Abbildung einer
Umgebung von F auf eine Umgebung von F’ ergéinzt werden. Damit ist unsere
Behauptung bewiesen.

Nun betrachten wir die im Lemma erwahnte Zellenzerlegung U der M3,
deren Zellen wir mit £ bezeichnen; ferner sei ¥ nun im speziellen ein Teil-
zyklus (mod 2) von U, der aus den Zellen & von U bestehen soll. Denken wir
uns in der Standardmannigfaltigkeit M} ein stetiges 2-Feld konstruiert, so
liefert die nach der Voraussetzung existierende Abbildung einer Umgebung
von F in die M} in dieser Umgebung ein stetiges 2-Feld §. Die in den Punkten
der Zellen & angreifenden 2-Systeme von § bilden ein eindimensionales Geriist
(§ 4, Nr. 2), das nach Satz 14 zu einem in der ganzen M3 definierten eindimen-
sionalen und aus 2-Systemen bestehenden Geriist & erginzt werden kann. Der
zu & gehorige Charakter y (§ 4, Nr. 4) hat fiir jede Zelle £2 den Wert 0, denn

das durch @& auf &2 gelieferte 2-Feld ist stetig ins Innere von & fortgesetzt.
Es ist also ¥ (F) = 0, mit anderen Worten: Die charakteristische Klasse F* hat
mit F die Schnittzahl 0. Da nun #* mit jeder Fliche F die Schnittzahl 0 hat,
und andererseits nach unserem Lemma jede zweidimensionale Homologie-
klasse (mod 2) durch eine oder mehrere zweidimensionale Mannigfaltigkeiten ¥
reprisentiert werden kann, hat F* mit jeder zweidimensionalen Homologie-
klasse die Schnittzahl O, ist also nach dem Poincaré-Veblen’schen Dualitats-
satz die 0-Klasse (mod 2).

ANHANG II

Uber die Darstellung von Hyperfidchen im euklidischen Raum durch ein
System von Gleichungen )

In diesem Anbang ziehen wir aus dem Schnittsatz 23 eine Folgerung. In
Analogie zu § 6, Nr.2 verstehen wir unter einer »-dimensionalen, in den
n-dimensionalen euklidischen Raum R" eingebetteten Hyperfliche einen
Teilkomplex einer Zellenzerlegung des R", der das topologische Bild einer
v-dimensionalen Parametermannigfaltigkeit vermoge einer topologischen und
stetig differenzierbaren Abbildung ist. (1< v << n).

Seien nun z,, z,, ..., z, cartesische Koordinaten im R”, und seien (n — )
stetig differenzierbare Funktionen f,(z;, z,, ..., x,) (¢=1,2, ..., n—v) dieser
Koordinaten gegeben. Definieren nun die Gleichungen

fi(xr, g, ..., 2,) =0 (1)

eine y-dimensionale Hyperfliche MY, und besitzt die Funktionalmatrix der
Funktionen f, in jedem Punkt der M¥ den Rang (n — »), so nennen wir M" eine
,»,durch Gleichungen regulir darstellbare Hyperfliche.

18) Uber die Bezichungen zwischen den Begriffen ,,orientierbar* und ,,zweiseitig** vgl.
Seifert-Threlfall, § 76.

%) Dieser Anhang ist nachtraglich als Antwort auf eine Frage von Herrn H. Seifert
entstanden.
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Satz 28. Jede durch Gleichungen reguldr darstellbare Hyperfliche besitzt eine
gerade Euler’sche Charakteristik.

Beweis: Die Gradienten grad f, der Funktionen f,, die in den Punkten von
MV angreifen, sind fremd zu M" (§ 6, Nr. 2) und die in einem Punkte der M"
angreifenden Gradienten sind nach Voraussetzung linear unabhingig, bilden
also ein (n — v»)-System. Da diese Systeme iiberdies stetig mit ihrem Angriffs-
punkt variieren, besitzt M” ein dulleres (r — »)-Feld im Sinne von § 6, Nr. 2.

Nun schlieBen wir den euklidischen Raum R" durch einen unendlich fernen
Punkt zur n-dimensionalen Sphire S" ab. Unsere in 8 liegende Hyperfliche
MY erfiillt die Voraussetzung von Satz 23, ihre Charakteristik ist also nach
diesem Satz (mod 2) der Schnittzahl der charakteristischen Klasse F*~v der
8" mit M? kongruent. Da F"—7 in 8" trivialerweise die 0-Klasse ist, verschwin-
det diese Schnittzahl, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Aus Satz 28 folgt im speziellen, dal in keinem euklidischen Raum beliebiger
Dimension eine zur reellen oder komplexen projektiven Ebene homéomorphe
und durch Gleichungen regulir darstellbare Hyperfliche liegt3?).

30) Die Euler’sche Charakteristik der reellen projektiven Ebene ist 1, die der komplexen
projektiven Ebene 3 (vgl. B. L. van der Waerden : Topologische Begrindung des Kalkiils
der abzéhlenden Geometrie. Math. Ann. 102, 1929, 8. 337—362, speziell S. 361). DaB
die reelle projektive Ebene in keinem R* durch Gleichungen regulér darstellbar ist, folgt
aus dem allgemeineren Satze, da8 jede im R” durch Gleichungen regular darstellbare
Mannigfaltigkeit orientierbar ist. (Fur den Beweis vgl. die FuBnote 25). Dieser Satz wurde
schon von Poincaré bewiesen. (J. Ec. pol. 2e série, t. I, p. 33). Die im Buche von Hilbert
und Cohn-Vossen iiber anschauliche Geometrie (Berlin, J. Springer, 1932) auf S. 301
gegebene Darstellung der projektiven Ebene im R* ist nicht reguléar.

(Eingegangen den 20, August 1935.)
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