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Sur la détermination des structures
réelles de groupes simples, finis et continus, au
moyen des isomorphies involutives

Par PierrE LARDY, Zurich

INTRODUCTION

Position du probléme et rappel des notions fondamentales

§ 1. Le probléme

Le probleme qui fait 1’objet de ce travail a déja été traité par
M. E. Cartan dans les Annales de I’Ecole Normale, 3° série, tome 31, en
1914. C’est celui de la détermination de toutes les structures réelles de
groupes simples, finis et continus correspondant & une structure simple
complexe donnée. Notre but est d’appliquer une nouvelle méthode due &
M. Cartan (voir § 2) aux structures réelles des quatre grandes classes de
groupes simples (dont la détermination a été esquissée par M. Cartan),
et principalement d’établir, dans le cas plus difficile des cinq groupes
exceptionnels, les structures réelles correspondantes.

La structure d’un groupe est, comme on sait, définie par ’ensemble des
constantes c}; qui apparaissent lorsqu’on forme les crochets de Poisson
de deux transformations infinitésimales. Deux groupes qui admettent le
méme systéme de constantes cf; sont dits de méme structure ou isomorphes
(holoédriquement ou mériédriquement); on passe de 'un & ’autre par
une substitution linéaire sur les transformations infinitésimales de base
(substitution isomorphique). Plus généralement, en effectuant sur la base
d’un groupe donné la substitution linéaire la plus générale, le tableau

*
des cf; se transforme en un nouveau tableau c}; et ces nouvelles con-
*
stantes cf; définissent une structure qui n’est pas différente de la

précédente et qui lui est équivalente.

Considérons deux groupes réels 4 et B, de méme structure et de méme
ordre, de paramétres réels a, et b,. On peut établir entre ces deux groupes
deux correspondances isomorphiques essentiellement différentes, suivant
que ’on peut passer d’un groupe & I’autre par une substitution linéaire de
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base a coefficients complexes (ce qui est toujours possible) ou a coefficients
réels.

Nous rencontrerons dans la suite des groupes réels de méme structure,
isomorphes du point de vue complexe, sans qu’ils le soient du point de vue
réel. Nous dirons alors qu’ils appartiennent & des types réels différents
(correspondant & la méme structure complexe). En un mot, on ne pourra
pas passer d’un groupe a ’autre par une substitution linéaire de base &
coefficients réels.

L’étude de tels groupes sera grandement facilitée par la considération
de la forme quadratique réelle ¢(e) attachée & ces groupes. Pour les
groupes simples d’ordre 7, ¢ (e) est réductible & une somme de r carrés
indépendants (voir § 2). D’autre part, ¢ (¢) étant un invariant du groupe
adjoint I' continu du groupe donné G (Cartan: Thése, page 27), et I" étant
le plus grand groupe continu de substitutions isomorphiques (§ 2), nous
voyons que ¢(e) reste invariante par toute substitution isomorphique.
Un critére suffisant pour que deux groupes simples réels, de méme struc-
ture et de méme ordre, appartiennent a des types réels différents est donc
que les formes ¢(e) respectives soient de caractére (différence entre le
nombre des carrés positifs et le nombre des carrés négatifs) différent, en
vertu de la loi d’inertie des formes quadratiques réelles.

Un exemple simple va nous permettre d’éclairer ces considérations.

Partons du groupe projectif unimodulaire de la droite projective:

ab
cd

x, = cx; +dx,

Nous y supposons z,, z,; a, b, ¢, d complexes.

Considérons alors les deux sous-groupes suivants:
1. Le groupe linéaire unimodulaire & variables et & coefficients réels.

2. Le groupe linéaire unimodulaire qui laisse invariante la forme d"Her-
mite définie positive

H=2z, 2, + x, 7,

Ce dernier groupe est réductible a la forme

%y =8t +h (a3 +bb =1)
x’z = ——le +;x2

On peut donner aux symboles de Lie du premier des groupes considérés
la forme:
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avec les relations de structure
(X, 1, Xof) = —2X3f; (Xyf, X3f)=—2X,f; (X, f, X3 )=—2X,f.

On y lit le tableau des constantes de structure:

6112 == 0 0122 = 0 0132 T e—— 2
0113 =0 c123 = —2 0133 =0

1 2 3 __
Co3 = — 2 Co3 = Co3 =0

les constantes non écrites étant nulles. L’équation caractéristique donne
immédiatement la forme quadratique ¢ (e) réductible & ’expression

ple) =€+ ¢ —e
et qui est une forme indéfinie de caractére § = 1.

Les symboles de Lie du second groupe sont

[0 o
Y1f=@<§xil°x1"—é‘£;‘x2>
_ 9f of
Y,f = a_—xl.xz—ix_z.xl
[ 9f of
Yaf——"(é‘;l”xz‘f‘r%‘wl)

avec les relations de structure
(Y1f> Yzf) = — 2 Yaf; (Y1f7 Ya/) =+ 2 Yz]‘; (Yzf, Yaf) = — 2 Ylf-

et le tableau des cf; qui sont aussi réelles:

1 2 __ 3 __
¢y = 0 ¢1p =0 Crp = — 2
1 2 __ 3. __
i3 =0 Ci3 = + 2 ¢35 =0

1 2 __ 3 __
Co3 = —2 Co5 = 0 Co3 = 0
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La forme g(e) est ici: p(e) = — (e5+ e2 + e2) de caractére 6 = — 3.
Les valeurs du caractére ¢ étant différentes pour les deux groupes, ils ne
peuvent étre isomorphes du point de vue réel, mais ils le sont du point de
vue complexe. En effet, la substitution complexe de base:

Y,f=1-X,f e, =1-¢
Y, f= X,f K 9:2:32
Y;f=1- X5f 3’3-‘—": €3

fait passer d’un groupe a l’autre, et les symboles de Lie, les tableaux des
ct; et les formes g (e) se permutent d’un groupe & l'autre par 1'isomor-
phisme complexe trouvé.

Les deux groupes considérés sont donc de méme structure (du point
de vue complexe), mais ils appartiennent a des types réels différents.

§ 2. Rappel des notions fondamentales

Ce paragraphe contient quelques indications, nécessairement incom-
plétes, sur les notions fondamentales et les résultats classiques de la
théorie des groupes simples. Nous ferons dans la suite un usage fréquent
des résultats qui se trouvent dans les nombreux travaux de M. E. Cartan.
Citons spécialement la These parue en 1894; ,,Les groupes réels
simples, finis et continus‘ dans les Ann. de L’Ecole Norm., 3° série,
t. 31, 1914; ,,Groupes simples clos et ouverts‘ dans le Journal de
Math., t. VIII, 1929, fasc. I. On trouvera enfin des indications sur la
théorie des groupes et la topologie dans le Mémorial des Sc. Math.,
fascicule 42. Les quelques définitions suivantes sont citées textuellement
d’aprés M. E. Cartan.

A. Les groupes simples, finis et continus

Un groupe fini et continu d’ordre » est dit simple, ’il n’admet aucun
sous-groupe snvartant continu. D’aprés la théorie de S. Lie, ce groupe
est engendré par r transformations infinitésimales linéairement indépen-

dantes:
le: X2f’ ) er

Au point de vue de la réalité des paramétres, différents cas peuvent
étre envisagés. La transformation infinitésimale

ey Xyf + e Xof + - + 6, X, f = zeixif
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ol. e, ey, **, ¢, sont des parametres complexes arbitraires, éngendre un
groupe fini a » paramétres complexes: ce sera le groupe complexe de la
structure donnée.

Mais il peut arriver que par un choix convenable des r transformations

infinitésimales de base, la transformation X'e; X,f, ou les e, sont des
i

parameétres réels arbitraires, engendre aussi un groupe qui sera alors a r
parameétres réels. Il faut et il suffit, pour qu’il en soit ainsi, que les con-
stantes de structures qui entrent dans les formules fondamentales

(X, 1, Xjf) :§c§j - X, f (1)

soient toutes réelles. On a alors ce qu’on appelle une forme réelle de la
structure complexe donnée.

On obtient une premiére classe de groupes simples réels, appartenant a
une structure complexe donnée, de la maniere suivante: & chaque type
complexe de groupes simples d’ordre r, on pourra faire correspondre un
type réel de groupes simple d’ordre 2 r en regardant chacun des r para-
meétres complexes comme 1’ensemble de deux parametres réels. Mais a
chaque type complexe de groupes simples d’ordre 7 correspondent aussi
des structures réelles simples d’une autre nature, d’ordre r, celles pré-
cisément que nous avons définies par les formules (1), et qui seules nous
occuperont dans notre travail.

Si S, (de parameétres a;) est une opération particuliére d’un groupe
G, 8, (de paramétres ;) une opération variable, I’équation

S r = Sﬂ Su Sa—l

[

définit une opération 7', faisant passer de S, a la transformée S, de S,
par S,. Ces opérations 7', sont des automorphies du groupe, en ce sens
que si S, et S, sont transformées en S,, et S,., le produit §, S, est trans-
formé en S, §,.. Ces automorphies forment un groupe, le groupe adjoint
de Lie. En particulier, elles laissent invariante la transformation identique
et transforment entre elles linéairement les transformations infinitési-
males; de ce point de vue, elles constituent le groupe adjoint linéaire I
de G (les variables transformées par I" sont les ¢;). Les transformations
infinitésimales de I" sont données par:

Bf=Sedial (=120,
8,k k

On arrive & Uéguation caractéristique d’un groupe en cherchant une
q
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transformation infinitésimale 2’1, X, f, laissée invariante par la trans-
k

formation infinitésimale la plus générale X'e; X ,f, ce qui veut dire:
i

(231 X, {J}-k X f)= o Akdvlk X.f.

w est déterminée par I’équation suivante:

1 1 1
2ec,—w, >ec;,, e, Xoec;,
2 2 ov 2
PN Yeco—w, t, dec,
: : = A (w) =
r r r
2 €6, 2 e, e, Xt — o

qui est dite 1’équation caractéristique du groupe. Les coefficients du
déterminant 4(0) se retrouvent dans les transformations infinitésimales
du groupe adjoint. Nous poserons

(— 1)y - A(w) = o —yp, () * w14+ p2(e) w2— 4 (— 1) -, () w.

Les coefficients y,(e) sont des polynémes homogenes en e, e,, '+, ¢, de
degré ¢. Ces coefficients, et par suite les racines de 1’équation carac-
téristique, sont des tnvariants du groupe adjoint, et le nombre de ceux
des y;(e) qui sont indépendants est appelé le rang du groupe. Pour un
groupe simple, le rang est égal au nombre des racines identiquement
nulles de son équation caractéristique.

Soulignons I'importance trés grande de 1’expression

@ (e) = yi(e) —2y; (6) = e ¢;cicf, = X o}
%7, kb s
qui donne la somme des carrés des racines de 1’équation caractéristique,
et qui caractérisera par la valeur de son caractere 4 les structures simples
réelles que nous établirons. y, (¢) étant identiquement nul pour un groupe
simple, ¢ (e) se réduit & — 2 p,(e) et peut se mettre sous la forme d’une
somme de r carrés indépendants (Thése, page 51—52).

B. Les groupes simples clos

La notion de groupe clos est a la base de la méthode que M. E. Cartan
a développée dans un article paru dans le Journal de Mathématiques,
t. VIII, 1929, fascicule I, et qui permet de retrouver toutes les structures
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simples réelles. Le but de ce travail est d’appliquer cette méthode aux
quatre grandes classes de groupes simples (dont la détermination a été
esquissée dans I'article cité) et de retrouver les structures simples réelles
des cinq types exceptionnels.

Nous dirons qu’'un groupe est clos, si tout ensemble infini de trans-
formations du groupe admet au moins une transformation limite appar-
tenant au groupe. Dans le cas contraire, le groupe est dit ouvert.

Pour les groupes linéaires clos, il existe un théoréme fondamental da
a M. Weyl: Tout groupe linéaire clos laisse invariante au moins une
forme d’Hermite définie positive (respectivement une forme quadratique
définie positive). Une conséquence immédiate de ce théoréme est que les
coefficients a,; des substitutions linéaires d’un groupe clos sont nécessai-
rement bornés. On en déduit que les racines de 1’équation caractéristique
de la substitution infinitésimale génératrice X e, X, f sont nulles ou pure-
ment imaginaires. Dés lors, la forme ¢ (e) est définie négative (ou semi-
définie négative), et inversement, si ceci a lieu, le groupe est clos. Dans
le cas o1 g (e) est indéfinie, le groupe est ouvert.

Nous utiliserons dans la suite implicitement le théoréme qui dit que
si un groupe linéaire est borné et algébrique (a coefficients bornés qui
satisfont a des relations algébriques entiéres), il est clos. Ajoutons enfin
que les groupes linéaires clos ont tous leurs multiplicateurs (coefficients
de substitution du groupe ramenée & sa forme canonique) de module
égal a 1.

C. Les méthodes de M. E. Cartan pour déterminer les structures
simples réelles

M. Cartan a déterminé dans les Ann. de L’Ecole Norm., t. 31, 1914,
toutes les structures simples réelles en se basant essentiellement sur les
formules de structure et sur I’équation caractéristique de chaque type
complexe de groupe simple. Il a notamment montré que les groupes
simples réels d’ordre r qui correspondent & un méme type complexe se
classent complétement d’aprés le caractére de leur forme ¢ (¢). Bien plus!
Les groupes réels (appartenant au méme type complexe) dont la forme
®(e) a la méme valeur du caractére sont tous isomorphes entre eux dans
le réel.

Parmi toutes les structures simples réelles appartenant au méme type
complexe, il y en a pour chaque type une, dite unitaire, pour laquelle la
forme ¢ (e) est définie négative, qui donc est close et telle que 6 est égal &
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Pordre changé de signe. C’est la considération de cette structure close qui
fournit & M. Cartan I’élément essentiel de sa nouvelle méthode qui va nous
guider dans la suite.

Le théoréme fondamental

La recherche des groupes réels ouverts d’une structure simple donnée
revient o celle des substitutions involutives isomorphiques du groupe clos de
la structure donnée.

On appelle substitution isomorphique toute substitution linéaire
effectuée sur les transformations infinitésimales de base d’un groupe qui
conservera ses constantes de structure cf;. Comme le groupe adjoint
général est le plus grand groupe de substitutions isomorphiques d’un
groupe donné (Cartan : Journ. de Math., t. VIII, 1929, fasc. I), une sub-
stitution isomorphique involutive R appartient au groupe adjoint et
vérifie 1’égalité

R?=FE

(E': transformation identique.) Elle peut étre représentée par une matrice
diagonale, les n premiers éléments étant égaux a + 1, les p derniers
a—1(n+ p=r).

Précisons le théoréme fondamental en mettant en évidence la relation
entre les substitutions isomorphiques involutives R d’une part, et la
recherche des groupes simples ouverts d’autre part. Soit R une telle
opération du groupe clos . On peut la représenter par les équations

i=1,2 - n

(1) ‘X":f:Xif’ X’;+jf:_Xn+jf' j=1)2>‘..,p.
En exprimant que les constantes de structure ne sont pas changées, on
voit que les seules constantes non nulles sont celles qui contiennent 0 ou 2
indices supérieurs a n. En posant alors

(2) Yi/ :Xif, Yn+9’f= .. Xn+7'f (2——': 1_1)

on voit que les constantes de structures de la base (Y) sont réelles, ce qui
donne un groupe réel @ de méme structure complexe que G,, mais avec
une forme ¢ () qui contient p carrés positifs et n carrés négatifs. Le groupe
obtenu est donc ouvert. La substitution (2), qui fournit une structure
réelle ouverte, est donc en relation trés simple avec I'opération R; il
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suffit en effet de remplacer dans cette derniére, donnée par les équations
(1), les multiplicateurs — 1 par i. Les transformations infinitésimales de
base de méme indice dans les deux groupes sont donc ou égales, ou dans
le rapport i (correspondance isomorphique normale; voir ’exemple
au § 1).

Donnons enfin un court apergu sur le chemin que nous suivrons dans
la détermination effective des structures réelles ouvertes, pour laquelle
nous avons a notre disposition deux méthodes essentiellement différentes.

La premiere méthode opére, non dans le groupe adjoint, mais dans le
groupe méme, réalisé par un groupe linéaire approprié. A 'opération R
du groupe adjoint correspond alors dans le groupe clos au moins une
transformation que nous noterons G'g . L’égalité R2%= FE a comme consé-
quence G% = §, ou § est une transformation échangeable avec toutes
les opérations du groupe. Une telle transformation § multiplie, dans le
cas ou le groupe est irréductible ou eomplétement réductible, toutes les
variables sur lesquelles opére le groupe par un méme facteur (Journ. de
Math., loc. cit). Dés lors, les opérations R seront déterminées au moyen
des opérations correspondantes Gr. Dans I'ensemble des opérations
G'r ainsi obtenues, on ne retiendra que celles qui ne sont pas homologues
entre elles dans le groupe adjoint (les opérations G'x homologues con-
férant au caractére é la méme valeur et définissant par conséquent le
méme type de structure réelle). Une derniere remarque: L’ensemble des
transformations communes au groupe clos G, et au groupe G constituent
un sous-groupe g qui est clos, engendré par les transformations infinitési-
males X, f, ---, X, f (formules (1)). Par conséquent, chaque transformation
de g est échangeable avec 'opération Gr qui correspond a R; c’est
évident, puisque chaque transformation de la base (X,) de g n’est pas
altérée par l'opération R :

L’ordre n de g nous donne immédiatement la valeur du caractére 6. On
aeneffet n + p=1ret d =p—mn=r—2n. Cette méthode, par le fait
méme qu’elle opére sur des réalisations des structures données, est beau-
coup plus intuitive et pénétre plus profondément dans le mécanisme des
groupes obtenus que la seconde méthode, liée uniquement & la structure
abstraite de chaque type simple, et dont il sera question un peu plus loin.
La détermination du sous-groupe clos g, qui fait le pont entre la structure
close et la structure ouverte correspondante; celle des invariants des
structures ouvertes ou toute autre propriété caractéristique des groupes
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obtenus sont des résultats que la premiére méthode fournit au moyen de
calculs sinon toujours simples, du moins suffisamment intéressants pour
légitimer son emploi.

La seconde méthode opére directement dans le groupe adjoint clos de la
structure close. L’équation caractéristique ne contient alors que des
racines nulles ou purement vmaginaires, et on connait les relations entre
les racines pour chaque type de groupe simple (Thése et Ann. de 1.’Ecole
Norm., 1914); en particulier, si le rang du groupe est égal a I, I de ces
racines sont identiquement nulles, et les autres s’expriment au moyen
de I d’entre elles, dites fondamentales. Partons de la forme canonique
du groupe adjoint infinitésimal:

Es___x_;_’=?:.w Ot k=l! 2!“',7
: O w,, réelle '

En intégrant ces équations, on obtient la forme canonique pour une trans-
formation finie du groupe adjoint:

LA X PAPY /

ou, en posant £ = 1: x,=€e"% . x,

Pour que cette transformation soit involutive, il faut et il suffit que
Pon ait, en vertu de R2 = K :

eiwk= + 1.
iwk
e 2 = + 1.

Les relations classiques entre les racines permettent de résoudre les
équations précédentes dans chaque cas, a l’exception, bien entendu, ol
Popération R n’appartient pas au groupe adjoint continu, ce qui a lieu
pour les groupes du type (4), du type (D) et du type (E) de rang 6. En
méme temps que 'opération R, on obtient le caractere 4.

La premiére partie de ce travail est consacrée aux quatre grandes
classes de groupes simples, la seconde traitera des cinq types excep-
tionnels.
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PREMIERE PARTIE

Les quatre grandes classes de groupes simples

I. Groupes du type (A)

Ces groupes sont de rang I(! = 1) et d’ordre I(I + 2). Le groupe clos
dont nous partons est le groupe linéaire unimodulaire a I 4+ 1 variables
complexes x; qui laisse invariante la forme définie positive d’Hermite

H=2 2+ @ @+ - + 21 Ty

Le groupe adjoint général est mixte et contient deux familles distinctes
que I’on obtient en transformant les opérations du groupe soit par une
homographie (groupe adjoint continu proprement dit), soit par une anti-
homographie (homographie combinée avec le changement de z, en sa
complexe conjuguée z;). Nous aurons & distinguer les deux cas suivant
que ’opération R appartient a I'une ou l'autre des deux familles.

17 cas. L’opération R appartient au groupe adjoint continu et provient
d’une homographie G'x . 1l suffit, d’aprés le § 2 de l'introduction, de
trouver les homographies G% = 8 échangeables avec chaque opération
du groupe et telles qu’elles multiplient toutes les variables z;, par un
méme facteur. Toute transformation du groupe est réductible a la forme
canonique suivante (voir 'introduction):

’
Ty = e 1T Y ’
’ . ou l'on a
Xy =€"2 X,
o +a+ - +o,,=0
(condition
X4 =€+ 2,4, d’unimodularité).

La condition pour S donne immédiatement

e21§a, — eZirx, — eee —— e““l+1

3

et en vertu de X a, =0 on aura €% : ® . -+ . &%+1=1. Les opé-
B
rations G sont alors définies par les conditions

e‘i“k — :I: eia,-

I+1 k’.=1’2,"'sl+l
IIe*“k = 1, 7 )
k=1
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On en déduit que les multiplicateurs ¢!*# sont, au signe prés, tous égaux
a une certaine racine (I + 1)-®™¢  respectivement 2 (I + 1)-*™¢ de I'unité.
En supprimant, en vertu de 1’homogénéité des variables, ce facteur
commun a toutes les équations, on peut donner & l'opération G la
forme suivante:

r, =2,
’
O<=M<ii1)
Tayr1= — Ty
Zij1= — X4

ou le déterminant peut maintenant prendre les valeurs 4 1. Nous voyons
de plus que G'x est elle-méme involutive.

Nous allons montrer que l’entier M caractérise complétement un
type de structure réelle. Il suffit de calculer la valeur du caractére é de la
forme ¢ (e) correspondante. Or le sous-groupe clos g est celui qui trans-
forme entre elles séparément les M premieéres, ainsi que les I + 1 — M
derniéres variables, puisqu’il est constitué par ’ensemble des transfor-
mations échangeables avec l'opération Gg. Sa matrice a la forme
particuliére

M I+1—M

———

I+1—M 0

quipermet de calculer facilement son ordre n. On trouven = (I 4+ 1 — M)?
+ M2 — 1. L’entier p (voir § 2) vaut p =1(l + 2)—n=2M + 21 M
— 2 M? et on a finalement pour §:

b=p—n=1—(1+1—2M)2

Remarquons que 6 ne change pas si on remplace M par I 4+ 1— M.

I+1

5 , si I+ 1 est pair et de 0 a

11 suffit alors de faire varier M de 0 a
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I+1

[————] , 8il 4 1 est impair; en réunissant les deux cas, on fera varier M

2
de 0 a [f_j—2___1_] . A chaque valeur de M ainsi choisie correspond une

valeur de § différente, ce qui démontre bien que I’entier M caractérise les

143

différents types réels. Ceux-ci sont au nombre de [ ] . Ces structures

peuvent étre réalisées par des groupes linéaires et homogénes a [ 4 1

variables complexes qui laissent invariante la forme d’Hermite indéfinie

HI "E xl .1‘1 "‘]_ b + xMxM"‘“' xM+1 x]y[«!.l*— e T xl+1 xl_'_l

comme on le vérifie immédiatement par le calcul.

2™ cas. L’opération R n’appartient pas au groupe adjoint continu et
provient d’une antitnvolution dont il existe deux types essentiellement
différents: antiinvolution de premiére espéce (admettant une infinité de
points doubles) et antiinvolution de seconde espéce (n’admettant aucun
point double) (voir Cartan, Ann. de I’Ec. Norm., t. 44, 1927, pages
436—440 et 442—443). Précisons en quelques mots la maniére dont une
antihomographie transforme une homographie. L’antihomographie A4
est définie par

v, =a;,, % @E=1,1+1) ou 2z = A4A().
k

Soitt G une opération quelconque du groupe et formons la transformée
¢’ de @G par antihomographie 4 deux fois de suite. On obtient

G =A4GA?
et G"=A4 A G (A4

ou @ est la matrice des éléments complexes conjugés de G. Or la trans-
formation I, du groupe adjoint qui correspond & la transformation
AA se réduit & 'identité pour les involutions cherchées, et ’homographie
A4 (produit de deux antihomographies) multiplie, toujours d’apres le
théoréme sur les transformations échangeables, toutes les variables par
un méme facteur. On a donc A4 = (m) ou (m) est la matrice diagonale
de coefficient m. A cause de la valeur du déterminant de 4, on aura
mi+l — 1 et on montre de plus (Cartan, loc. cit.) que mest égala + 1, 4 1
caractérisant I’antiinvolution de premiére, — 1 celle de seconde espéce.
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L’antiinvolution de premiére espéce est réductible a la forme

R
=T

T, = Xy (1)

L1417 Tp+y -

Partons d’une transformation G donnée par sa matrice (g,;) et formons sa
transformée @’ donnée par (g;,) au moyen de 'antiinvolution (1). On
obtient @ =@ ou ¢.; = ¢, , et I’'on voit que I'opération R correspondante
transforme les coefficients g,, de @ en leurs complexes conjugués g,,. Le
sous-groupe clos g est défini par la relation

¢ =G-G =G gy =b—t‘k

et représente I’ensemble des transformations a coefficients réels du groupe
hermitien; c¢’est donc le groupe des transformations orthogonales réelles
effectuées sur les variables x; supposées réelles. Son ordre n est égal &

te+1) (l;_ 1) et on trouve pour le caracteére § de la structure ouverte cor-

respondante ¢ = l. Cette structure réelle peut étre réalisée par le groupe
linéaire unimodulaire des substitutions a ccefficients réels (groupe
linéaire spécial de Lie); il est isomorphe au groupe projectif réel a I 4 1
variables homogénes.

L’antitnvolution de seconde espéce, qui n’existe que pour ! 4 1 pair,
peut étre réduite a la forme

’ - vt ’ -
xlz"“'xz’ x =""‘x4,"', wl=-—-xl+1

, _
g, ***y Xy = ¥

. W~

’
Xy= T, %

et conduit & 'opération transformée G’ donnée parla matrice (g; ) suivante:

’ - ’ - ’ -
giu= Gaa > Ji2 = —3gan 91,141 = — Y21 -
’ - ’ - ’ -
go1= —Ga > 922 = In 92,141 = G-
’ - ’ - ? -
9= Ji41,2 > GJi2=—"—"9141,1 9i,141 = — Ti+1,1
’ - ’ - ’ -
Jiv1,1= — %25 41,2 =91 Jiv1,141 = 91,1 -
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L’opération R est définie par ces équations. Le sous-groupe clos g est
représenté par la matrice

gu “"?121 J1: > "“.7721
ga1 » 611 a1 > 511
1 » _"—E;l+1,1 T > ‘-§t+1,z
Jiv1,1, 5:1 Jiy1l » gu

Son ordre n peut se calculer directement en tenant compte de I'invariance
(A DCED o 5= —1—2. La
réalisation de la structure ouverte est ici donnée par le groupe linéaire
141
2
formées au moyen des précédentes de la maniére suivante

de la forme d’Hermite H; on a n =

quaternionien a variables quaternioniennes &;, ces variables étant

&L =x +7"52

& X3 + 724

Il

Eivi=2,+ 72141

2

ol ¢, §, k sont les unités quaternioniennes satisfaisant aux conditions bien
connues. Le sous-groupe g laisse alors invariante la forme d’Hermite

quaternionienne définie positive 5 = &, & + -+ + &1+1&+1. En expri-
2 2

mant 'invariance de la forme =, on retrouve immédiatement 'ordre »
de g.

II. Groupes du type (B)

Ces groupes, de rang I(I = 2), sont d’ordre (2 + 1). Nous choisissons
le groupe lindaire réel d’une forme quadratique définie positive & 21 -+ 1
variables réelles (groupe orthogonal réel). Le groupe adjoint est continu.
Le groupe choisi étant clos et irréductible, le théoréme sur les transfor-
mations échangeables est encore valable. Le point de départ est donné
par la forme canonique & laquelle est réductible toute transformation
orthogonale réelle (Cartan, Legons sur la Géométrie des espaces
de Riemann, pages 170—173):
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x, = CO0S @, ¥; —sin a; T,

’ .
x, = SIN a; £, + CO8S o; Ty

4 . 2
Zyp1 = COS Ay, Ty, + SIN @, Xy, (ei=1).
x,, = sin a, %y, + cos a, z,,

’
Lopt1= & Xop4q

,
Toj41= E741-2p L2141

L’indice p varie, suivant les cas, de 0 & I. Le facteur par lequel G2 = S
multiplie toutes les variables est égal & + 1 en vertu de ¢2 = -+ 1. Onen
conclut que a, = 0 ou n. Gy pourra donc s’écrire (en permutant con-
venablement les indices):

’ 4 ’ ’
Ty=——87, ", Tg= —s, Ty 1= Lyp15" """ Lorp3 = Fg143

ol ¢ est pair. En considérant tous les cas possibles, on voit que ¢ peut
prendre les valeurs 0, 2, 4, -+, 2. A toute valeur de ¢ correspond alors
une opération G, bien définie, et ces opérations sont au nombre de 7 + 1.
Le sous-groupe clos g transforme entre elles les o premiéres, ainsi que les
21 + 1 — o derniéres variables et laisse invariantes chacune des deux
formes quadratiques a} + -+ + 22 et 22, + - + a3, ;. L’ordre n est,
olco—1)  7(r—1)
2 T 2
vaut o7r. On en conclut pour le caractére 6 =1—2(l—o)(l—0o+ 1),
oioc=0,2, 4, -, 21, ou plus simplement

0=101—2m(m+ 1)
(m=0,1,2, -+ 1)

et I'entier p

en désignant 27+ 1 — ¢ par 7, égal a

Le groupe ouvert est réalisé par le groupe linéaire orthogonal de la forme
quadratique indéfinie & 21 4 1 variables réelles

2 2 2 2
xl + soe ..I_. xo'_'-xo'.*.l — 00 _x2l+1 .

III. Groupes du type (D)

Parmi les groupes du type (D), de rang I(I = 4) et d’ordre (21— 1),
nous choisissons le groupe linéaire orthogonal & 2 I variables réelles de la
forme quadratique définie positive F = 22 + 22 + -+ + 3,. Les cal-
culs sont analogues & ceux du type (B). Le résultat différera cependant de
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celui du chapitre précédent en vertu du fait que le groupe adjoint est
composé de deux familles distinctes obtenues en transformant les opé-
rations du groupe par des substitutions de déterminant + 1 ou — 1, ce
qui permet de distinguer deux cas. La forme canonique est celle du
chapitre précédent et fournit les conditions

sin2a;, =0, cos2a;,= 41

ou, en explicitant les deux possibilités

sin 2a; =0 sin 2a, =0 n 3=

a ou —.

—a;=0o0umn; b) i =3 5

—
cos2a;, = +1 cos2a, = —1

Le cas b) ne se présente que si I’on suppose dans les équations canoniques
I'indice p égal a l.

a) En supposant G5 de déterminant + 1, on arrive a la forme suivante:
xl :—“xl el 9 xa:"“‘xd,x6+1 =xa+1, b ,lezle

o est pair et prend les valeurs 0, 2, ---, 2. On trouve pour § la valeur
[ — 2 (I — 0)?2; cette expression ne change pas si on y remplace o par
2 | — o; par conséquent, on prendra pour ¢ les valeurs

{0,2,4,.-,1 pour ! pair

g = . .
? 0,2,4,.--, | —1 pour [ impair.

Les réalisations correspondantes sont données par les groupes linéaires
orthogonaux d’une forme quadratique indéfinie & 2 [ variables réelles.

Si le déterminant de G5 est égal & — 1 (seconde famille du groupe
adjoint), on peut réduire cette opération a la forme

’ ’ ’
xl s —~—x1 s “*% .',vg; = —-—xa,, x0/+1= x0,+1 y 0 x2l= le

l
ou ¢’ est impair et prend les valeurs 1, 3, --+, 27 — 1. Le caractére §’ vaut

1 — 2 (I—¢’)2. La méme remarque que plus haut permet de donner & o’

es valeurs

, 1,3,---, I—1 pour [ pair
A I T YO pour / impair.

Les réalisations de ces structures sont analogues aux précédentes. En

réunissant les deux cas, on voit, qu’il existe I 4+ 1 types distincts de
structures réelles de caracteére
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§=1—2m?
(m=0,1,1

n 3n , : . .
b) a;, = 5 0u—5 et le déterminant a le signe plus. Gz est donnée par
les équations
Ty =—Ty, ", Xy = — Ty
Xy = Xy, ", Ty = Ty-q.

Le sous-groupe clos g est alors défini par la matrice

211, — Ay

91, An

1,1 — Q1,1
20,1 21-1,1

Son ordre n se détermine comme dans le cas du groupe du type (4) qui
provenait d’une antiinvolution de seconde espéce; on trouve n =12 et
0 = — 1. On vérifie immédiatement que g laisse invariantes les deux
variétés planes

Ty 18y = =Ty g+t Xy =0

Xy — 1 Xy = ~--=x2,_lmzx?,=0

en vertu de la forme particuliére des ccefficients de sa matrice. Le groupe
ouvert G est ici le groupe linéaire a 2! variables complexes &, (ou 41
variables réelles) qui laisse invariantes a la fois la forme quadratique
F*=¢§ &+ &8, + - + &1 &, et la forme d'Hermite indéfinie
D=(& —&E&+ o+ &y Eapg — E01 &y En supposant dans ce
groupe les variables &; liées par les relations &, = &, &, = &3, *-, &, =
&,,4, on retrouve le groupe orthogonal de départ, car la forme F* devient
réelle et définie positive et coincide avec F. Quant & la forme d’Hermite,
elle disparait identiquement. Le groupe g est réalisé de deux maniéres
différentes suivant qu’on le considére comme sous-groupe du groupe clos
orthogonal ou du groupe ouvert G. Le pont est fait entre les deux réali-
sations par les relations

52 == 213 54 = -53 s %% 521 = E21—-1 .

206



IV. Groupes du type (C)

Nous choisissons comme groupe clos de la structure (C), de rang
I(l = 3) et d’ordre (21 + 1), le groupe linéaire et homogéne & 2 [ varia-
bles complexes, laissant invariantes a la fois la forme d’Hermite définie
positive

(1) D=z 2+ - + Ty, Ty,

et la forme quadratique extérieure

(2) F=lax a ]+ [2324] + - + [ %209 %]

ou 'on a par définition [ z; ;] = — [z, 2;), [z, 2, ] =0et [z, 2, ] =

x; Y — T3 ¥;- Une transformation générale de ce groupe peut étre
représentée par la matrice A suivante:

a1 , T az a1,21-1, — ag2,21-1

az , an a2,21—-1 1,211
agl-1,1, —a20,1 v+ agl-1,20-1 5, —— a21, 21-1
a1 al—-1,1""°  a2l,2l1-1 azl—-1, 21-1

ou les a,; vérifient les relations d’invariance de la forme @ (voir matrice
analogue au chap. I). On vérifie en effet que ces matrices engendrent
un groupe qui laisse invariante la forme (2) et qui est d’ordre 1(217 4 1).
Quant & la forme canonique d’une transformation quelconque du groupe,
Vinvariance de la forme d’Hermite donne tout d’abord (chap.I)

x,=¢e%z, (k=1,,2].
Pour que cette transformation laisse invariante la forme quadratique
extérieure (2), il faut de plus €1 ¢2 = 1, ¢t®3 ¢ld = 1, .-+ ce qui

. . iy . iy »
peut s’écrire efo2 — e-toal | gidd — g—ta3 ... gla2l — g-ta2i-1 On est
alors conduit & la forme canonique

. ’ . ’ .
€Ny, Ty=€%2x5 , 0, Ty ;= €%Nxy .

8
Il

’

et g, ey, =€y, .

l

ey, , z,

&
Il
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Ici également, G = S multiplie toutes les variables par un méme
facteur et on a €20k —¢ 2*%k (k—1, -+ , [) ou encore

e2iak — +1
ce qui conduit, suivant le signe, a deux cas essentiellement différents.

17 cas. e¥*k = 4 1 et e!*k = + 1. L’opération Gy est réductible
a la forme

’ ’ ’ 4
Xy = —Ty, """, Tgg == —Tgg, Tagyg = Tgep1 5 °"" y Lo = Xgp .«
Le sous-groupe g transforme séparément les wvariables z,, -, z,, et
Zast1s *°°s Tg; €t laisse invariantes deux formes d’Hermite et deux formes

quadratiques extérieures formées avec les deux lots de variables précé-
dents. Son ordre est dés lors n = s(2s + 1) + ¢(2¢ + 1) ol ¢ = | — s,
et d =—1—2(—2s)2avecs=0,1, -+, . §d ne change pas quand on
remplace s par [ — s. En combinant alors les deux cas ol [ est pair et
impair, on voit qu’il suffit de prendre pour s les valeurs comprises entre 0

et [—;—] . En posant I — 2 s = m, on a la formule

0 =—1— 2m2
/2 I
(m:l,l»-2, ---,1——2.[—2_] ).

2 .,
], sont les groupes linéaires

1
Ces structures ouvertes, au nombre de [

a 21 variables complexes laissant invariantes & la fois la forme quadra-
tique extérieure F = [ z; 23] + - + [ @3;-1 5, ] et la forme d’Hermite
indéfinie.

D=2 % + -+ + Ty By Tyypq Tagn— " — Loy Ty -
2" cas. "= —1 et e"*k= 4 ¢. Ici 'opération Gy est réductible
a la forme unique
= 1&, , Ty =tTy—-
Tog=—1Ty, , Tgy=—1Ty;.

Le sous-groupe g peut étre représenté, en partant de la matrice 4 qui
caractérise notre groupe, par la matrice

208



a5;,0 2y, 211 0

0, ay; 0 a1, 21-1
971,150 A21-1,21-1> 0
0,a5;,-1,1 0 s Aa1—1,21—1

Son ordre n vaut 12, et § = I. Cette structure est réalisée par le groupe
linéaire et homogéne a 21 variables réelles laissant invariante la forme
quadratique extérieure réelle

F=[z 2]+ - 4+ [ 254 2, ]

Remarquons que la forme particuliere de la matrice A va nous servir
au chapitre VII, ou le groupe qui en fait I’objet est un sous-groupe du
groupe du type (C).

V. La seconde méthode

Nous allons retrouver les résultats précédents en appliquant la seconde
méthode esquissée dans l'introduction. Il s’agit donc de déterminer les
involutions du groupe adjoint continu pour chacune des quatre classes
considérées. Cette méthode, n’opérant que dans la famille continue du
groupe adjoint, ne fournit pas pour le type (4) les deux structures qui
provenaient d’antiinvolutions, ni les structures du type (D) attachées aux
transformations de déterminant négatif. Pour ces calculs, nous choisirons
les systémes des racines tels qu’ils sont donnés par M. Cartan dans les
Ann. de I’Ecole Norm., t. 31, 1914. Remarquons encore que par cette
méthode, la valeur du caractére é s’obtient avec une grande facilité.

Groupes du type (A)
Le systeme des racines est donné par:
I racines identiquement nulles;

!(l + 1) racines de la forme + i(w, — ), (@, =1,2,,1+ 1), les
quantités e, étant reliées par la relation w; + w, + - + w;.; = 0. La
transformation identique R? = E donne les conditions

ou, comme on voit facilement

Wy — wg = 2 7 (ky — kp)
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ol il suffit de donner aux entiers k, les valeurs 0 et 1. L’involution R a par
conséquent ! multiplicateurs -+ 1 (provenant des racines nulles) et
I(! + 1) multiplicateurs + 1 de la forme e*'"(*x=%) Te probléme est
donc simplement ramené aux différents choix possibles des entiers k,.
Le tableau suivant contient, a c6té des opérations R ainsi déterminées,
Pordre » du sous-groupe g correspondant (égal au nombre des multipli-
cateurs -+ 1), I'entier p (nombre des multiplicateurs — 1) et enfin le
caractere 4.

---------

.........

ky By - by by kg +1] eRimGa—Fkp n P é
0 0 0 0 O [fois) +1:1(I4+D)foigf I(I+2)| O |-I1(1+2)
+1:I(I—1) . .
0 0 N ! 2l [1-(@-1)
12
0 0 g ([ FEE3 A o da-1)h - g-3p
—1: 4(l1—1)

Le tableau ci-dessus contiendra toutes les opérations R possibles dés

que le nombre des k, égaux & 1 aura atteint la valeur [l_g 1] . Les

valeurs du caractére d sont bien celles du chapitre I.

Groupes du type (B)

Les racines sont ici:
l racines identiquement nulles.
21 racines de la forme -+ 7 w,
21 (I — 1) racines de la forme ¢ (+ w, 4 wg), (¢, =1, 2, -+, ).

On en tire les conditions suivantes pour la transformation identique
R2=FE:
etiva =1, ¢Eo%top =1,

Il s’en suit
w, =2k, n.

L’opération R aura les multiplicateurs suivants: / multiplicateurs 4 1,

21 de la forme eT**a™ 2](1—1) enfin de la forme '™ (x¥atks) On
obtient alors un tableau analogue au précédent qui contient toutes les
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involutions R possibles en donnant aux entiers k, les valeurs 0 et 1 et en
augmentant le nombre des k, égaux a 1 jusqu'a la valeur /. On re-
trouve les [+ 1 types réels et leurs caractéres § déterminés au chapitre II.

Groupes du type (D)

On ne retrouvera que les types réels attachés aux transformations de
déterminant + 1. Le systéme des racines est ici:

Il racines identiquement nulles.
21(l — 1) racines de la forme ¢ (+ w,4 wg) (¢, 8= 1,2, -+, 1).
L’involution R est déterminée par les conditions suivantes:
wy, = ky 7
ou les entiers k, vérifient la condition
ky + ks = pair pour a #f =1, -, L
Les k, prennent les valeurs 0 et 2 jusqu’a ce que le nombre de ceux égaux

a 2 ait atteint [——;—] (chap. II, cas a) pour le déterminant + 1), et finalement

une possibilité est donnée en choisissant tous les k, égaux & 1 (cas b) du
chap. IT). Les résultats coincident avec ceux du chapitre II, exception
faite pour les types mentionnés plus haut.

Groupes du type (C)
Les racines sont:

I racines identiquement nulles.
2] racines de la forme 21 o,
21(l — 1) racines de la forme 4 ( & wy + wg) (o, =1, -+, 1)

ce qui conduit aux conditions:
w, =k, ®
et k, + k; = pair.
Ici également, les k, prennent les valeurs 0 et 2 jusqu’a ce que le nombre

de ceux égaux & 2 ait atteint la valeur [%] (chap.IV, 1¥cas); en choisissant

finalement tous les %k, égaux & 1, on retombe sur le 2™ cas du chap. IV.
Tous les résultats sont ainsi retrouvés par la seconde méthode.
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DEUXIEME PARTIE

Les cing structures exceptionnelles

Ces cinq structures sont les suivantes:

1. Structure du type (@), de rang 2 et d’ordre 14.
2. Structure du type (E), de rang 7 et d’ordre 133.
3. Structure du type (E), de rang 8 et d’ordre 248.
4. Structure du type (F), de rang 4 et d’ordre 52.
5. Structure du type (E), de rang 6 et d’ordre 78.

A part les deux méthodes vues jusqu’ici, et dont nous utiliserons dans
la suite tantét 'une, tantdt 'autre, et méme les deux simultanément
combinées, il en existe pour les structures exceptionnelles une troisiéme
qui provient du fait que chacune de ces structures est contenue comme
sous-groupe dans une structure simple appartenant a une des quatre
grandes classes qui font l’objet de la premiére partie. L’idée est la sui-
vante: Il suffit de chercher les opérations G/, parmi celles, déja déter-
minées, du groupe qui contient la structure exceptionnelle considérée
comme sous-groupe. Ce dernier admettant, en plus des invariants du
groupe qui le contient, encore un ou plusieurs invariants qui le caractéri-
sent, les opérations G'5 cherchées seront donc celles qui n’altéreront pas
ces nouveaux invariants. Ce procédé est comparable a un triage effectué
parmi les opérations Gy, ne retenant que celles qui satisfont aux nou-
veaux invariants du sous-groupe. Cette méthode, plus indirecte que la
premiére, conduit cependant assez rapidement au résultat, exception
faite pour les structures (3) et (4) (les invariants de ces deux structures
sont difficiles a établir; il faudrait pour cela calculer certains coefficients
de I’équation caractéristique). Un point délicat subsiste: deux opérations
G, homologues dans le groupe total, peuvent fort bien ne plus I’étre dans
le sous-groupe considéré; il reste alors a trancher la question d’homologie,
respectivement de non-homologie.

VI. Groupes du type (G) de rang 2 et d’ordre 14

Ce groupe est contenu comme sous-groupe dans la structure du type
(B) de rang 3 et d’ordre 21. Choisissons comme groupe clos la réalisation
donnée par le plus grand groupe linéaire et homogéne qui transforme les
sept unités complexes des octaves de Cayley et Graves sans changer leur
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loi de multiplication. Quelques indications sur ces nombres et sur ce
groupe nous semblent nécessaires.

On appelle octave un nombre hypercomplexe en huit unités e, e;, ey, *+-
e,, dont la premiere est égale a 1; on I’écrira

)

A=a;+ a e + ase,+ - + aye,

ol1 les a; sont des nombres réels ordinaires. Les lois de multiplication des
unités entre elles sont les suivantes:

}. 6k2 _— l.
2. ek el - - CL ek.

3. On peut grouper les sept unités e, en sept triades, contenant chacune
trois unités et soumises aux reégles de calcul suivantes: en partant de la
triade (e; e;e;), on aura e;e;=e,, e;e,=¢e,; e,e,=e,; Lessept triades
sont

(e1€5€y), (ex€36;5), (e3e4¢€q), ", (e €, €5)
(on les obtient par permutation circulaire a partir de la premieére).

Le produit de deux octaves n’est en général ni commutatif, ni associatif,
mais dans tous les cas distributif.

Le groupe envisagé sera représenté, en faisant correspondre aux
indices 1, 2, ---, 7 les lettres a, b, ¢, d, {, g, h, par des équations de la forme

I

€ e + -+ a; e

bye, + -+ by e,

€

I

e = hy e, + - + b, e

les coefficients a;, b, --+ étant des nombres réels ordinaires. Les lois de
calcul 1. et 2. fournissent immédiatement les conditions d’orthogonalité
bien connues. Les lois 3. donnent lieu 4 des conditions moins simples et
d’une autre nature. On les obtient, en partant par exemple de la triade
(e; €5 €,), en exprimant que e, e, = e, doit entrainer e, e,=e¢,. Ces con-
ditions sont

(25 bg — ag bs) + (a5 by — a4 by) + (a3 b; — a, bg) = d,
etc. par permutation circulaire.

(24 b5 — a5 by) + (a1 bg — a5 by) + (a3 bg — a4 by) = d,
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auxquelles s’ajoutent toutes celles par rapport aux autres triades. Elles
sont naturellement compatibles avec les conditions d’orthogonalité précé-
dentes, comme on peut le vérifier immédiatement par le calcul. Les résul-
tats obtenus sont capables d’une interprétation vectorielle fort simple.
En considérant les coefficients a,, b;, --- comme les composantes de sept
vecteurs a, b, ¢, 9, {, g, h dans un espace a sept dimensions, les conditions
1. et 2. nous disent déja que ces vecteurs sont unitaires et perpendi-
culaires deux & deux. Les conditions 3. déterminent le vecteur d au
moyen des deux vecteurs @ et b par une opération que l'on pourrait
regarder comme une généralisation du produit extérieur ordinaire.de
deux vecteurs et que nous noterons symboliquement par un crochet;
soit [ab] =10, ce qui entraine [Bd] =a et [Da] =Db. Il s’en suit
qu’on aura généralement

[ab]zb’ [b c]::fs ) [ba]:: c.

Ce sont les conditions 3. sous forme symbolique; elles vont nous permettre
de vérifier trés simplement que le groupe considéré contient bien 14
parameétres. Chaque transformation du groupe est représentée par un lot
de sept vecteurs a,b, .-, h. Les conditions 1. et 2. signifient que ces
sept vecteurs forment un 7-édre de vecteurs unitaires et perpendiculaires
deux & deux. Les conditions 3. sous forme symbolique montrent alors que
trois vecteurs (le choix n’est pas complétement arbitraire) p.ex. a,b, ¢
déterminent univoquement les quatre autres 9,f,g,). Construisons
alors le 7-édre en partant du vecteur a. a étant wunmitaire a 6 degrés de
liberté et dépend de 6 paramétres. Continuons par le vecteur b qui
satisfait aux deux conditions b2 =1 et (b a) = 0 et dépend donc de 5
paramétres. a et b déterminent d. En continuant par le vecteur ¢, on
voit qu’il satisfait a¢2 =1, (ca)=0, (¢d) = 0, (¢d) = 0 et qu’il dépend
par conséquent de 3 paramétres. D’aprés la remarque faite plus haut, les
autres vecteurs du 7-édre sont complétement déterminés, et le nombre
total des parameétres est bien 14.

La méthode la plus simple est ici de rechercher les opérations Gz parmi
celles du groupe du type (B) dont notre groupe est sous-groupe. En nous
reportant au chapitre II, nous voyons que I'opération G est de la forme

e =aze, (k=17 et af =1

ol le nombre des multiplicateurs négatifs est pair. Exprimons alors que
Popération (5 respecte les lois de calcul des octaves. Les lois 1. et 2. sont
vérifiées identiquement. La loi 3. par rapport aux triades nous conduit, en
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considérant p. ex. la triade (e, e, e,), aux conditions o, a, = a,, @y a; = a,,
a, 0y = ay, et a des conditions analogues pour les autres triades. Le pro-
bléme consiste dont & résoudre le systéme d’équations en ay, ay, ***, ;.
On en tire les régles suivantes qui se résument en deux possibilités:
Les trois a; d’'une méme triade sont tous positifs ou deux des a, de la
méme triade sont négatifs, le troisiéme positif. On obtient alors le tableau
suivant qui contient tous les cas possibles.

J, | +1 —1 41 —1 —1 —1 +1

ou l'on a désigné par J, J, -, J, les différentes opérations G. J, donne
lieu au groupe clos dont nous sommes partis. Quant aux autres, elles sont
toutes homologues entre elles. En effet, on passe de J, a J, par la formule
Jy= A4 J,; A7 ol 4 est la substitution

’,

’ ’ '
81267, ezzel, 63=82, °te, 67——:66

qui appartient au groupe puisque elle est une permutation circulaire.
Il en est de méme pour les autres. Soit J, le représentant choisi. Le sous-
groupe g correspondant transforme séparément entre elles les variables
ey, €y, €, €1 e, €5, €, €,. Pour calculer son ordre », on peut appliquer la
méthode qui nous a permis de vérifier que I’ordre du groupe total était 14.
On trouve n = 6 et le caractére de la structure ouverte correspondante
d = 2. Une réalisation en est donnée par le groupe linéaire a sept variables
réelles laissant invariante une forme quadratique indéfinie en méme
temps qu’'un systéme de sept équations bilinéaires alternées.
Esquissons, & simple titre d’exemple, les deux autres méthodes qui sont
& notre disposition. La premiére qui opére dans le groupe méme, est liée
ala forme canonique qui est celle du chap. IT et qui se réduit dans ce cas a:
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e, = €; COS ¢ — €, 8in @
e, = e, sin @ + e, cos @
e; = €5 COS @ — €4 Sin @
€g = €3 Sin @ | eg cos @

66 == es

L’opération G% = S multipliant toutes les variables par le facteur 4 1,
on retrouve bien l'involution que nous avions notée J, dans le tableau
précédent. La troisieme méthode enfin, qui opere dans le groupe adjoint,
est liée au systéme des racines suivant:

2 racines identiquement nulles.

6 racines de la forme -+ 7 w,.

6 racines de la forme + % (wy— wp), (a, f =1, 2, 3)
avec la condition w, + w, + w; = 0. Les calculs sont ceux du chapitre V.
On trouve les conditions : wy, =2k, 7% et wy,— wy = 27 (ky — k),
ou il suffit de prendre pour les entiers k, les valeurs 0 et 1. On obtient
ainsi deux opérations R, la premiere correspondant a la structure close
et pour laquelle les k, sont tous nuls, la seconde fournissant la structure
ouverte obtenue tout-a-I’heure et correspondant aux entiers k, = 0,
k, = 1, kg = 1; on vérifie de plus que le caracteére d est bien égal a 2.

VII. Groupes du type (E) de rang 7 et d’ordre 133

Cette structure est contenue comme sous-groupe dans le groupe du
type (C) de rang 28 et d’ordre 1596. Le groupe irréductible clos dont nous
partons est donné par le groupe linéaire et homogéne a 56 variables

complexes .z, Yup (@, = 1,2, +, 8), telles que x5, = — Xy, Ypo =
— Y- Ce groupe laisse invariantes & la fois: la forme d’Hermite définie

positive

(1) %xaﬁ Eaﬂ 4= Yap gaﬂ’

la forme quadratique extérieure
(2) aZﬁ [%ap Yas)
et la forme biquadratique

(3)
deaﬁ xyd Yus ?/,B;v _!';E (aﬂydeg o T) {xaﬁ wyéxagajdz + yaﬁ Y96 Yeq yo‘r}

L P P
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ol (afydepor)= 4+ 1 suivant que la permutation des indices est
paire ou impaire. Nous utiliserons pour la recherche des opérations G ,
la méthode directe qui opére dans le groupe méme. En nous reportant au
chapitre IV, nous voyons que les équations de la forme canonique du
groupe seront du type

Top= €Tabx,,

Yop = e 'Fal Yas -

Notons pour abréger e'¥x8 = A,,; il s’en suit Ay, = Ay (| Ayp| = 1)
Pour avoir la forme canonique définitive, il faut exprimer que les équations
précédentes respectent l'invariance de la forme biquadratique (3). Ceci
nous conduit, vu les termes de nature différente qui composent cette
forme, aux deux catégories de conditions

(a) 2a52;'5-ja67%97=1 (a,‘B’...,T__—_—_]_, 2’...’8)
(b) Aap Aoy heghas = 1

qui vont nous permettre de trouver une propriété remarquable des multi-
plicateurs 1,, et d’établir trés simplement la forme canonique du groupe.
Les conditions (a) peuvent s’écrire Aap Ay _ = 1 ou encore 1—3 he . En
Axs Ayg Aws  Aya
faisant parcourir alors & I'indice de gauche toutes les valeurs possibles,

on peut réduire les conditions (a) aux sept systémes suivants

- Aza

Z:ﬂ: ::T @7=ap)
has A

Aoy (xiﬂ,
A Aza

z—ﬂ—;: LY =E(x¢0’ T)

les conditions non écrites dépendant linéairement des précédentes. On
voit que les quotients figurant dans la méme ligne sont égaux a une
quantité de module un qui ne dépend que de deux indices. Dés lors, on

peut définir au moyen du systéme précédent sept quantités Az, A5, -+, A7
qui satisfont aux relations suivantes:
1
A=1, Al = id A§=A§A%.
8

On obtient ainsi toutes les quantités A} qui correspondent aux équations
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(a). La simplification prévue plus haut découle du fait que 1’on peut écrire

pour les A%:
Aa

Af = -

8 2 8

ou les 4, sont, comme nous le verrons, de module un. La nouvelle notation

respecte toutes les relations entre les A} et fournit la solution la plus

générale du systéme d’équations (a). Pour le voir, il suffit de partir des 4,

et de constater que les relations ainsi obtenues pour les 4! sont les mémes

que précédemment. En partant des deux équations — dag 13 et fap _ L ,
la y 24 ¥ l(x ] l i)

on voit que l'on a A,, = 0445 6t Ayp = 04 4, d’ol1 on tire o, = g,; on

Z
= D’
aura done 4,5 = o4+ 4;. D’autre part, de 222 Aﬂr Zy

enfin o, 4, = g4 4, qui permet de poser g, = u 4,, le facteur p étant le

on tire Ag, = g 4.6t

méme pour tous les indices; on peut le choisir égal & un en vertu de

I’homogénéité des variables. Or, comme %—‘ =|A4i| = 1, il s’en suit
k
| 2;] = | 4, |; autre partona | A, | = | 4, - | 4| = | 4;|2=1 et enfin
| ;] = 1. On a dés lors le résultat remarquable suivant:
laﬁ = 3’0‘. Zﬂ .

Avec cette notation, les conditions (a) sont vérifiées identiquement et les
conditions (b) se résument en une seule équation:

8
H}bi::l.

=1

La forme canonique cherchée est alors

MI

Yop = 1' o Yap -

La recherche des opérations G, est maintenant trés simple. Le facteur qui
multiplie toutes les variables est donné par la condition A A2 = 2} 4;.
Il est égal & A% A3 = 4 1, les deux signes permettant de distinguer deux
cas essentlellement différents.

I" cas. Ay A5= + L

Les égalités A2 =1, A Af, = 1, -+ ont comme conséquence
Ae=Ag=r+=12%, ce qui conduit & A;=1 et A7 = 4+ 1.
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a) A2 = + let A, = 4+ 1. La condition (b) montre que le nombre des
1, négatifs est pair, soit 0, 2, 4, 6, 8; pour 0 et 8, 'opération G cor-
respondante est I’identité. Les cas 2 et 6 fournissent, a ’ordre des indices
prés, la méme opération. En définitive, nous avons les deux cas 2 et 4,
donnant lieu & deux opérations que nous noterons J, et J,. Remarquons
que ces deux opérations contienent le méme nombre de multiplicateurs
négatifs ; nous verrons plus loin qu’elles sont homologues. Il va sans dire
que toutes les opérations Gy qui ne différent que par le choix des 1, néga-
tifs sont homologues; on passe de l'une a I’autre par une certaine per-
mutation des variables. J, et J, sont données par:

x;ﬁzlalpxaﬁ ,’Zazzﬂz_l,zez +1(p 5~ a B): J,
y;ﬁz Aa ]',8 yaﬁ (luzlﬂzzj':ad:_—lalgz +I(Q#a)ﬂ,}’,6):J4.

b) 22 = —1let A, = + 1.

Ce cas ne différe pas du précédent ; les multiplicateurs sont simplement
changés de signe et le résultat est le méme.

1™ cas. MA; = —1.
On a de nouveau A} = A3 = --- = A%, ce qui nous donne A; = — 1 et
7
ZZ(2ka+1) . 8
by = e *"". La condition (b) conduit a la relation suivante: X k=41,

a=1

a laquelle s’ajoute, en vertu de A2 = A%, la condition supplémentaire
ky — k; = 2m. Les entiers k,, qu’il suffit de prendre mod. (4), seront soit
tous pairs, soit tous impairs. Les calculs montrent que ’on peut se borner
a donner & [ les trois valeurs 0, 1, 2, et que les opérations cherchées sont
au nombre de trois; elles correspondent aux trois systemes d’entiers k,
suivants:

kla kg,"',k8= 2,2,0, "',O.

so,o,o, e, 0.
A
'\2,2,2,2,0, e, 0.

Au premier systéme appartient 1'opération I, définie par les équations
x‘;ﬁ _ i xa ﬂ .
y:zﬂ =—1 Yap -

Le second définit I’'opération IJ, (produit de I par J,) au moyen des
équations
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Le troisiéme enfin fournit I’opération IJ, (produit de I par J,) donnée par
les équations

xap =S 8(2 85 ? xaﬁ

) . (eazeﬁze;:=56=*1:59=+1,Q¢a,ﬁ,y,5)~
Yap = — Ex €3V Yup

On a donc finalement, a part I'identité, les cinq opérations J,, J,, I,
1J,, 1J,.

Il s’agit maintenant de trancher la question d’homologie entre ces cinq
opérations. Notre groupe étant sous-groupe d’un groupe du type (C)
(chapitre IV), nous voyons qu’aucune des trois derniéres opérations ne
peut étre homologue & une des deux premiéres, puisque ceci n’a pas lieu
dans le groupe (C). Des lors, la question peut étre traitée séparément pour
les deux premiéres et les trois derniéres opérations. La méthode la plus
simple est ici de faire le détour par le groupe adjoint.

Le systéme des racines de 1’équation caractéristique est donné par:
7 racines identiquement nulles.
56 ra,cines de la forme j; 1 (0, — wp) (@B, = 1,2, - 8)
70 racines de la forme ¢(w, + wz + o, + ;)
les quantités w, étant liées par la relation w;, + wy, + - + wg = 0. La
considération de la transformation identique R2% = K conduit aux
conditions:

8
Wy = A--"’25+ 2m-ky et 3 by = —2A
a=1

et détermine les multiplicateurs:

7 multiplicateurs -+ 1.
56 multiplicateurs ett™ (Fa~kg)
70 multiplicateurs ef™ *+ka+Eg+Ey+Es)

8
avec la condition ¥ k, = — 2 A. Il suffit de prendre les k, mod. (2), de

a=1
méme que A. On arrive alors au tableau suivant, dans lequel sont indi-

quées, a coté des valeurs de A, des k, et des multiplicateurs, celles de n
(ordre du sous-groupe g correspondant), du nombre p si souvent considéré,
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et enfin du caractére . Les involutions obtenues sont désignées par les
lettres 4, B, C, respectivement 4 B, AC.

Ak, by ky by ks kg by kgletihakp) |gim Ottt .tk |1 1| ;| p 51
Al1]-2 0 0 - . . . 0| 41:56h —1: 70his|7|63/70| 7
Blof1-10 - - . . 0 iigi ii Zg " | 769645
4B[1]-1-1 0 - - . . 0 ii Zi j’_: :g " | 7 (795426
cloj1 1-1-10 - . o0 iig; j:i gg " | 7(6964 -5
4C01l1-1-1-10 - . 0 iig; ii gg " | 76370 7

Ce tableau fournit trois valeurs différentes pour . Deés lors, des cing
opérations Gy considérées, il n’y en a que trois a retenir, chacune des deux
restantes étant nécessairement homologue & une de ces trois. Une simple
remarque va nous permettre d’établir la correspondance entre les cing
opérations J,, J 4,’, IJ,, 1J,, et celles du groupe adjoint 4, B, C, A B,
AC. Or cette correspondance est biunivoque. En effet, supposons que les
deux opérations J’ et J’'’ correspondent & la méme opération du groupe
adjoint. On a alors, si G' est une transformation quelconque du groupe,
les deux relations @' = J'GJ’ et G = J''GJ’’ et par suite (J' J'')G =
G(J'J'"), ce qui signifie que (J' J'’) serait échangeable avec toutes les
transformations du groupe; mais ceci est impossible, puisque, comme on
le voit immédiatement, (J’ J’’) est de nouveau une opération G'5. Dés lors,
le nombre des opérations Gy de chaque type doit se retrouver dans les
opérations R du groupe adjoint, et on peut dire que deux catégories
d’opérations, I'une dans le groupe, I'autre dans le groupe adjoint, ne se
correspondent que si elles contiennent le méme nombre d’opérations.
La répartition en catégories est la suivante:

Les opérations J, sont au nombre de (3) = 28, celles B au nombre de 28
Les opérations J, sont au nombre de (§) = 70, celles C  aunombre de 70

Les opérations I sont au nombre de 1,celles 4 aunombrede 1
Les opérations IJ, sont au nombre de 28, celles A B au nombre de 28
Les opérations IJ , sont au nombre de 70, celles AC' au nombre de 70
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Une indétermination subsiste; il y a, d’apres la remarque faite plus haut,
les possibilités suivantes de correspondance:

Jo—> B ou AB; J,— C ou AC.
Quant & Popération I, on a I — A.
Il y a done, a premiére vue, quatre correspondances possibles :

(1) J,— B 2 J,—~B (38) J,—~ AB (4) J, > AB

J,—~ C J,— AC J,—~> C J,— AC
I A I - A4 R | I A

1J, > AB 1J, -~ AB 1J, - B 1J, - B

1J,—> AC 1J,— C 1Jj, — AC IJj, - C

Le tableau montre que B et C sont homologues, de méme que A et AC;
ceci élimine les correspondances (2), (3) et (4), puisque J, ne peut étre
homologue & IJ,, etc. Il reste donc la correspondance (1) et 'on a les
relations d’homologie cherchées:

Les opérations G5 définitives sont J,, I, I.J,, qui déterminent trois struc-
tures ouvertes.

1. La structure ouverte définie par J, contient le sous-groupe clos g qui
transforme séparément les variables pour lesquelles le multiplicateur cor-
respondant est égal soit a — 1, soit & -+ 1. Il laisse en particulier inva-
riantes deux formes d’Hermite qui contiennent respectivement les varia-
bles transformées séparément. Le groupe ouvert est le groupe linéaire
et homogéne a 56 variables complexes qui, & c6té des formes (2) et (3)
considérées au début de ce chapitre, laisse invariante la forme d’Hermite
indéfinie

8
a%falﬂ(xagxaﬁ_{— yaﬂyaﬁ) ; Aazi"ﬂ:" —1, Ag:: ~ 1 (Q#a’ﬁ) .

2. Le sous-groupe clos g de la structure ouverte définie par I transforme
séparément les variables x,, et y,,. En considérant variables et para-
meétres comme réels, on arrive 4 la réalisation donnée par le groupe
linéaire et homogéne & 56 variables réelles qui laisse invariantes les deux
formes (2) et (3), toutes deux & variables réelles.
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3. La structure définie par [J, contient le sous-groupe clos g qui trans-
forme séparément les variables de multiplicateur — ¢ et celles de multi-
plicateur - ¢. Les variables de multiplicateur — ¢ seront désignées sym-
boliquement par ) ; (au nombre de 12), y5, (au nombre de 16), et celles
de multiplicateur + 4 par @3, (au nombre de 16), y5, (au nombre de 12).
On peut alors donner & la matrice de g la forme suivante:

1221 1622 12y 16 y>

12 21 0 0

16 22| O 0
(I)

124 0 0

16y’ == o0 | o

ou seuls les rectangles hachurés contiennent des coefficients différents de
zéro. On peut envisager le sous-groupe g d’un autre point de vue. Partons
a cet effet de la matrice qui représente une transformation générale quel-
conque du groupe total. En nous rappelant ’expression trouvée pour une
matrice du groupe du type (C) au chapitre IV, on peut écrire la matrice
suivante, ol les ccefficients ne sont indiqués qu’en bloc, se rapportant aux
indices symboliques 1 et 2 introduits tout a I’heure et étant supposés
vérifier les relations d’invariance qui sont & la base de notre groupe:

4, | 4, |—By|—B5,

Recherchons parmi toutes les matrices de cette forme celles qui respec-
tent les relations

(*) yaﬂzlaaﬂiaﬁ' (A =4 =—1, A, =+1, g5#a,p)

ou, au moyen de notre notation symbolique
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1 1
(*) Yap= — Zug
?/ozcgz - -’525

Ecrivons les équations de transformation du groupe sous une forme
abrégée, en supprimant les signes ¥, -

at = A, 2! 4+ A, 22 — B, y* — B, y2.

x2 = Az at + A, 22— B, y* — B, y2.
y' = By a' + Bya? 4 A4, x' + 4, y*
y2= Bya! + B,x® + A, y* + 4,y

En y introduisant les relations (*), on trouve les conditions 4, = 4, =
B, = B, = 0, et la matrice prend la forme (I), ce qui montre bien que
I’on a affaire au méme sous-groupe g, réalisé d’un autre point de vue. Cette
nouvelle interprétation de g permet de faire le pont entre la structure close
et la structure ouverte definié par IJ, et conduit & la réalisation donnée
par le groupe linéaire et homogeéne a 56 variables z,,, y,, liées par les
relations (*) et qui laisse invariantes les formes (2) et (3). Ces trois struc-
tures sont respectivement de caractére — 5, 7 et — 25.

VIII. Groupes du type (E) de rang 8 et d’ordre 248

Ce groupe est contenu comme sous-groupe dans le groupe du type (D)
de rang 124 et d’ordre 30628. Nous partirons de la réalisation donnée par
le groupe adjoint linéaire et homogeéne clos de la structure donnée et
opérerons par la seconde méthode. Le systéme des racines est ici le
suivant:

8 racines identiquement nulles.

72 racines de la forme o %(w,— wp)

] , B, — 1’ 2, wvx, 9
168 racines de la forme + i(wy, + w; + ) (@57 )

les quantités w, étant liées par la condition w; + wy + ... + wy = 0.

La marche & suivre étant toujours la méme, nous indiquerons simplement
2n

le résultat. On obtient pour les w, les valeurs w, = 4 - 3 + 2z k,

9
(A=0,1, 2; ky =0, 1) avec la condition supplémentaire ¥ k, = — 3 4.

=1
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Les calculs montrent que ’on peut se borner & la valeur zéro pour A et &
un choix tres restreint pour les k,. Le tableau des involutions R est alors:

kl’ kz, ......... , kg eiir(ka~kﬁ)le—_l;i7r(7\+ka+kﬂ+Icy)_|__1 nl|op o

El0, 0 - o er oen O 41 720 + 1: 168 fiis| 8 [248] 0 |—248

+1: 44 +1: 84

R|1, -1, 0 - ov ... 0 1.98. 1. 84 8 |136|112|—24
+1:32,, +1: 80 ,,
RyJ1, 1, -1, -1, 0,---,0 140, 1. 88 8 [120(128| -8

A part l'identité, il existe seulement deux opérations R donnant lieu &
deux structures ouvertes réalisées par les deux groupes adjoints cor-
respondants, chacun a 248 variables et respectivement de caractére
8 et — 24.

IX. Groupes du type (F) de rang 4 et d’ordre 52

Ce groupe est contenu comme sous-groupe dans le groupe du type (D)
de rang 13 et d’ordre 325. Ici également, la seconde méthode conduit
rapidement au résultat. Les racines caractéristiques sont données par
le systéeme:

4 racines identiquement nulles.
8 de la forme -+ ¢ w,
” . ,8=1,2 38,4
24 9 39 99 ) ’&(i Q)uj’:(x)ﬂ) (a ﬂ )

?
16 29 9y 99 ) ‘2_(:l:w1 :‘:wZiwli :':w4)'

On trouve les conditions w, =k, w et 4k, +ky + k3 + ks = 2m.
Indiquons simplement le tableau des involutions R.

By Ky Fy k| ettkam | (Bhalkp) g (Ehkh bk ik L] 0 | p | 8

0 0 O O |J1:8fis +1: 24Misy +1: 16 his | 4 |62 0 [—52

R|2 0 0 0|+1:8,|+1:24,| —1:16 ,, | 4]36]|16—20
+1:4,|+1: 8,| +1: 8,
Byf1 1 0 0| 4.4 | 1. 18 _1- 8 4|24|28 |+ 4

La structure de caractére d = -+ 4 peut étre réalisée par le groupe
normal (Cartan, Thése, pages 145—146) a 26 variables complexes. Les
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deux structures restantes donnent lieu & des réalisations qui découlent du
groupe normal en y liant les 26 variables complexes par certaines rela-
tions. Le groupe de caractere — 52 réalise la structure close; il laisse en
particulier invariante une forme quadratique définie positive & 26 termes.

X. Groupes du type (E) de rang 6 et d’ordre 78

Ce groupe est contenu comme sous-groupe dans le groupe du type (A4)
de rang 26 et d’ordre 728. Le groupe adjoint est mixzte et contient deux
familles; nous aurons par conséquent & distinguer deux cas essentielle-
ment différents, suivant que 'opération R appartient ou non au groupe
adjoint continu.

La structure close dont nous partons est donnée par le groupe linéaire
et homogeéne a 27 variables complexes qui laisse invariantes les deux
formes:

1. Une forme cubique

F = Eﬁxa?/ﬂ Zapg—X &aﬂyalﬂ) Zup 2y 2ap (1)

2. Une forme d’Hermite définie positive

H= a2+ XY Ys + X 2ap 2 (2)
o g8 o,B
les variables étant z,, y;, 2,4, ces derniéres vérifiant I'égalité z;, = — 2,4,
(a,B,=1,2, -, 6).

I cas. L'opération R appartient au groupe adjoint continu. Nous
utiliserons la premiére méthode qui opére dans le groupe lui-méme. Une
transformation finie quelconque du groupe peut étre réduite a la forme
canonique suivante (voir chapitre I):

X, =0,

2= o’ j|ea|=laﬁl=|waﬂ|=1,wﬂa=wm,

Ve = Op Vs 70,0, 0,3 = 1; (@, B =1,2, -, 6).
, 0a O, g

z“ﬂ:waﬁzaﬂ “nf"

ol les multiplicateurs g, o5, w,, sont reliés par certaines relations que
nous allons établir. L’invariance de la forme (1) nous fournit une pre-
miére catégorie de conditions qui sont

0u0p Wag = 1 — wWap = 0u 0.

08 Oa Wga = 1 — Wap = g Ou .
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- 0"‘
Il s’en suit: py0p == 3 00 — —— Qs

O Ox
et enfin: Qa:},ga, og :}‘95’

(le ccefficient A est le méme pour tous les indices). Ceci conduit aux
relations suivantes pour les multiplicateurs

og = Ags

Wap = A 0a 0p -

La seconde partie de la forme (1) nous donne une deuxiéme catégorie de
relations, & savoir wyg w,; w,, = 1, ce qui fixe la quantité A par la
condition

A3 = 00 08 0y 03 01 O -

-

La forme canonique cherchée est alors

x:x = Qq ¥y
Ys = Aog Yp

z;ﬂz A Qa 08 20,8 -
Le groupe étant irréductible, la recherche du facteur relatif & G% conduit
aux conditions
Ga=g == =Rg="=21g g ="

d’ou ’on tire

En désignant par ¢ une sixiéme racine quelconque de I'unité, on obtient
les multiplicateurs sous la forme

O = &
o =+ ¢&
Wap =€, (Wopg = F 2= +et = e e= +5¢).
Les variables étant homogénes, on peut supprimer le facteur ¢ et donner

Popération G5 par des multiplicateurs -+ 1. Dans ce cas, le déterminant
peut aussi devenir négatif et les opérations Gz sont completement déter-
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minées par I'unique condition g, 050,050, 0x = A* = + 1, (0r = £ 1),
celle-ci permettant de distinguer deux cas suivant le signe attribué a A:

6
L. Ilfek=+1-+0k=9k, Wag = Qo 0g -

6
2. IIIka—“l*Uk:“"‘Qk’ Wog = —— 0 03 -

Le tableau suivant contient les opérations Gz, désignées par J,,J;,J,, -+,
ou l'indice indique le nombre des g, négatifs; les multiplicateurs qui n’y
figurent pas sont égaux a 4 1. La colonne a droite indique enfin le nombre
N des multiplicateurs négatifs.

J o= E| tous les multiplicateurs sont égaux a - 1 0
Jo |os=0s=05=0¢=-1; w5;=wg;=-1; (j=1,2, 3, 4) 12
Jy |01=0:=03=04=01=0,=03=0,=—1; 05;=wg;=-1; (j=1,2,3,4)|16
Jg |01=""=0g=01="""=0g=-1; w;;=+1(¢,5=1,2,--,6) 12
J, |0g=01=0y=03=04=05=-1; w,;=—1sauf wg,=+1(j=1, -+, 5)|16
J3 | 04=05=06=01=03=03=—1; wyy= wy5= Wp3= wy5=wyg= w5=— 1|12
5 | 01=02=03=04=05=0¢=—1; w;=-1sauf wg=+1(j=1, -, 5)[16

Toutes les opérations G, avec le méme nombre N de multiplicateurs
négatifs sont homologues entre elles; on a donc Jy, ~Jg~J; et J, ~
J; ~J5 On peut en effet déterminer pour chaque couple d’opérations
homologues une transformation 7' du groupe telle que l’'on ait J, =
T J, T-1. Par exemple, on passe de J, & J  par la transformation z, =y, ,
Ys = — &4, Zyg = 2y5. 1l en est de méme pour les autres couples, mais
les transformations 7' correspondant & ces derniers sont beaucoup moins
simples que la précédente ; nous renongons par conséquent a les indiquer ici.

Le seconde méthode confirme les résultats obtenus et fournit en outre
les valeurs du caractére 8 qui sont — 78, 4 2 et, — 14 pour les structures
déterminées respectivement par les opérations J, J 4 et J 5, et qui peuvent
étre réalisées par des groupes linéaires et homogeénes & 27 variables com-
plexes, laissant invariantes la forme cubique (1) et en méme temps une
certaine forme d’Hermite: la forme définie positive (2) pour la structure
appartenant a J, (groupe clos dont nous sommes partis), les formes
d’Hermite indéfinies
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Sxaa+ SYpYs— X 2ap 208
5 5

Elwawa—ws we“‘%?/ﬂ Y + Ys ye+§zaﬂzaﬁ_§zu6za6

pour les deux autres structures. On se rend compte que ces deux formes
d’Hermite sont bien celles qui correspondent & nos deux structures
ouvertes en considérant leurs sous-groupes clos ¢ respectifs et en
constatant la maniére caractéristique dont ils transforment les variables.

1™ cas. L’opération R n’appartient pas au groupe adjoint continu.

Le groupe adjoint est mixte et se compose de deux familles dont une
seule forme un groupe, le groupe adjoint proprement dit, considéré
dans le paragraphe précédent. La seconde famille est définie par 1’en-
semble des opérations obtenues en transformant une homographie du
groupe précédent au moyen d’une antihomographie qui laisse invariantes
la forme d’Hermite définie positive

> X Zioc + X Ys 3—/6 -+ Zzaﬁzaﬁ
o 8 «, 8
en méme temps que la variété cubique

Eﬂwa Ys2ap— X (afydiu)zapgzyszap = 0.

Gy iia sy

(Cartan, Bull. des Sciences math., 1925, t. 60.)

L’opération cherchée R sera des lors une antiinvolution de premiére
espéce (voir chapitre I), vu que le nombre des variables est impair.

Considérons tout d’abord une antihomographie générale du groupe.
Celle-ci possédera en général un certain nombre de points doubles et un
certain nombre de couples de points conjugés, c’est-a-dire des points se
permutant deux & deux par ’antihomographie. Désignons les variables
pour un instant par z;, ,, ***, Z3;. La forme canonique de I’antihomo-
graphie la plus générale aura alors la structure suivante:

T = 8Ty

T, = g Ty

x. a x

2p—1 = “2p-1"%2p a.l =1
1 = St (1ax] =1)
Top = 8gp %oy

, r
Toptr1= A2p+1 " Lap+1

,

Toy = Qg7°Tgq.
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ol1 I'indice p caractérise le nombre de couples de points conjugés. Nous
appellerons variables associées les couples (x,, &,), (23, 24), ***, (X3,-1, T3,),
qui caractérisent les couples de points conjugés. La difficulté consiste &
attribuer & l'indice p toutes les valeurs possibles et, ceci fait, & déterminer
les variables associées, étant données les trois catégories de variables
x,, yg ot 2,5 et la facon peu symétrique dont elles interviennent dans la
variété cubique. Un moyen de résoudre le probléme consisterait a re-
chercher directement les variables associées en faisant intervenir uni-
quement la variété cubique a titre de principe de sélection. Mais les calculs
sont trés longs et fort compliqués et cette méthode, quelque peu primitive,
ne se recommande guére. Aussi allons-nous suivre un chemin tout diffé-
rent qui prend son point de départ dans une propriété remarquable de la
forme canonique de l'antihomographie considérée un peu plus haut.
Effectuons pour cela le produit de cette antihomographie par elle-méme.
On obtient alors ’homographie suivante:

, —

, —

, —
Top—1 = Agp—1°A2p Lap—1-

’

Top = gy Agp— Taype

’
Lop+1 = Lapi1e

r
Loy = Tgq.

Il s’en suit la propriété annoncée plus haut, c’est que les multiplicateurs
des variables associées sont complexes conjugués dans 1I’homographie
ainsi construite, et que les multiplicateurs des variables correspondant
aux points doubles se réduisent & 1. Il suffira dés lors de rechercher dans
la forme canonique de ’homographie la plus générale de notre groupe
tous les cas de multiplicateurs complexes conjugés deux a deux. A cet effet,
nous transformerons légérement la forme canonique du paragraphe
précédent et la mettrons sous une forme plus symétrique. Il suffit pour
cela de remplacer les quantités g, par o. R, ol 62 = 4, et I'on obtient:

x, =0R, 2. | (0,8=12,--,6)
’ - .R(x = J.
@ Ys = 0 By yp. l|01|=:1

z;ﬁ): '-R(X Rﬂzaﬂ. ) Rl'Rz"' . .Rs = 10
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Remarquons que le facteur o est, a la condition prés d’étre de module un,
completement arbitraire. Ceci veut dire que chaque homographie fait
partie d’'une famille de transformations obtenues en faisant varier le
facteur ¢. Dés lors, dans la suite de nos calculs, ¢’est la notion de cette
famille qui remplacera I’homographie correspondante. On en tire la con-
clusion que ¢ ne dépend pas des quantités E,, conclusion capitale dans
les recherches qui vont suivre, car la détermination des variables associées
reviendra a établir certaines relations entre les R, seulement. Notre but
est d’établir d’abord les antihomographies les plus générales du groupe
et de passer ensuite, en donnant des valeurs particuliéres aux coefficients,
aux antiinvolutions correspondantes.

Commengons par le cas extréme ou l'indice p est égal a zéro et voyons
8’1l lui correspond une antihomographie. p = 0 signifie que ’antihomo-
graphie correspondante ne possede pas de couples de points conjugués,
mais seulement des points doubles. Elle a la forme:

4

-
Yo = by Y
Zug = Cap 2 g -
On constate immédiatement qu’elle laisse invariantes la forme d’Her-
mite et la variété cubique (elle y change les termes en leurs conjugués).

De plus, cette antihomographie est déja une antiinvolution, car elle peut
étre réduite a la forme

4

Ty = Ty
Ys = Yp
zaﬁ= zaﬁ

(voir chapitre I de la premiére partie). La structure réelle ouverte cor-
respondante est facile & déterminer. Le sous-groupe clos g est formé par
I’ensemble des transformations du groupe & ccefficients réels, comme le
montre immédiatement le calcul, et la structure ouverte est réalisée par
le plus grand groupe linéaire et homogéne aux 27 variables réelles
Ty, Yg, % qui laisse invariante la forme cubique réelle F'. Cette structure
est de caractére 6 = 6. (Cartan, Ann. Ec. Norm., t. 31, 1914, page 306).
Comme nous n’avons d’emblée aucune donnée pour l’indice p carac-
térisant d’autres antihomographies, nous nous laisserons guider pour la
recherche d’autres antihomographies par la forme canonique (I), dans
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laquelle il s’agit de trouver toutes les combinaisons possibles de multipli-
cateurs deux a deux conjugués complexes. Insistons encore une fois sur le
fait que le facteur o est completement arbitraire (au module 1 pres) et
qu’il ne dépend pas des quantités R,. En considérant alors la forme
canonique (I), cela signifie que les 2,, ne peuvent étre associés ni aux z,,
ni aux yg, car ceci nécessiterait des relations entre o et les R, et I'on
peut dire d’emblée que les z,; se transformeront en eux-mémes et que les
x, seront associés aux y,. Il y a plus. Les z,, se transformant en eux-
mémes et étant au nombre de 15, il y aura forcément un des 2, qui se
transformera en son conjugué, soit p. ex. z,,. Ceci veut dire que dans la
forme canonique (I), ’équation par rapport & z,, sera la suivante:

“12 = %19
et nous obtenons la relation

R1R2=1 ou R2=§1.

En introduisant pour R, la valeur trouvée dans les équations (I), on
obtient en particulier:

’

x, = oR, x, Y, = ;R1 Y1

’

Xy = 0'—1—31 Ly Y, = ;El Ys.

En comparant les multiplicateurs de ces équations, on voit que z; est
associé a y, et x, a y,;, et on aura:

T, = a Y Lo = a3 Yy

’

Yo

’

b, ;1 Yy, = b, -';2

|

Considérons maintenant les trois termes de la forme cubique F':

212 234 %565 212 %35 246 €0 210 236 245

Le relation: R, R, Ry R, R; Ry = 1 se réduit, en vertu de R, R, = 1,
& Ry Ry B; Rg= 1, ce qui veut dire que I’on ne pourra associer deux z,,
que si leurs indices sont différents. En appliquant ce résultat aux trois
termes précédents, on voit qu’ils restent invariants. Examinons alors
comment les variables de ces trois termes peuvent se transformer (ab-
straction faite de 2z,,). Il y a & premiére vue différentes possibilités,
suivant que I'on considére les deux variables restantes de chaque terme
comme invariantes ou comme associées. A cet effet, nous allons montrer
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qu’il est impossible d’associer simultanément les deux variables restantes
de chacun des trois termes considérés. Supposons qu’il en soit ainsi.
Alors 25, se transforme en z54, 255 €n 2,4 et 254 €n 2,5, et le terme (x5 y, —
X, Y3) * 234 de la forme cubique se transforme en le terme (25 yg — z¢ ¥5) -
25, d’aprés ’hypothése sur z,,. Il s’en suit que 'on peut associer p. ex.
Xy d Yg, g & Yy, 5 & Y, 06 T4 & y5. Examinons alors le terme 4 4 244; il
se transforme, d’apres les hypothéses énoncées, en le terme x4 ¥4 2,5, ce
qui est absurde, ce terme n’appartenant pas a la forme cubique #. On a
done, au choix des indices pres:

’ ’
234 = 234 ©b 256 = 254

et les relations qui en découlent

L’antihomographie cherchée est complétement déterminée par ces der-
niéres relations, car, en les introduisant dans la forme canonique (I), on
voit aisément que 4 est associé & y,, ,a ¥, T35 yYqet g y;. Quant aux
2, restants, leur association découle immédiatement des relations

trouvées entre les E,. L’antihomographie la plus générale de notre
groupe est dés lors d’indice p = 12 et peut étre mise sous la forme:

’ - ’
Toa-1 = A20-1 ° You Roa-1,28-1 = Coa-1,28-1 * R2cx,28
? b - ’ —
Y20 = 020 * Taa1 Roo,28 = Coq,28 " 230-1,20-1
’ - , e
Loog = Aa " Y2u-1 Zoa-1,28 — Caa-1,22 ° %2p-1,20
’ - ’ —
Y2a-1 = b3a1 * T30 22p-1,20 — C2p-1,200 ° R2a-1,28
(a,ﬂ:: 1:2:"'a6)
(20 == — 2ap).

Pour obtenir ’antiinvolution correspondante, il suffit de donner aux
ceeefficients a, b et ¢ des valeurs particuliéres en se basant sur la forme
cubique F, ce qui ne présente aucune difficulté. On aura donc finalement
I’antiinvolution cherchée sous la forme:

x;a—-l = — _y-za z;a—1,23—1 = 224,24
You = — 5204—1 zécx,zﬁ = 2204-1,2@—1
x;a = 52(1—1 Zéa—1,25 = ;2(2-1,2a
yéa—l = 52oa z;,!(?—l,Z(x = gza—l,zﬂ .
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I1 est clair a priori que cette antiinvolution ne peut étre homologue &
celle trouvée précédemment, l'une appartenant a une classe d’anti-
homographies pour laquelle I'indice p était égal a zéro (ces antihomo-
graphies étant en fait déja des antiinvolutions), et ’autre provenant d’une
classe d’antihomographies essentiellement différente pour laquelle I'indice
p est égal & 12. Le probléme est donc complétement résolu; indiquons
encore la structure réelle ouverte déterminée par cette seconde anti-
involution. Elle est de caractére § = — 26 et peut étre réalisée par le plus
grand groupe linéaire et homogeéne aux 27 variables complexes x,, y, et
2y laissant invariante la forme cubique F, ces variables étant supposées
lies par les relations suivantes qui ont une analogie intime avec les
équations de 'antiinvolution correspondante:

Toa-1 = 52& f2a-1,28-1 — g2oz,2f;
You = — "';20(—1 Roo, 28 = ;Za—l,Zﬁ—l
Loo = 5204—-1 Roa-1,28 — g2@—1,20;
Y21 = ;72a 22‘6’—1.,2a = ;2a—1,25

En suivant le chemin inverse qui consiste a déterminer le sous-groupe
clos g a partir de ’antiinvolution trouvée, on retombe immédiatement sur
les relations indiquées entre les variables.

(Regu le 23 janvier 1935.)
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