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Asymptotische Entwicklungen der

Laguerreschen Polynôme
Von E. Moecklin, Zurich

Einleitung

§ 1. In der vorliegenden Arbeit werden asymptotische Entwicklungen
fur die Laguerreschen Polynôme

K {x) =e* • £«{x" e'n n !£(~ir ") 7T W

aufgestellt. Wir beschrânken uns auf die Betrachtung reeller Werte von x,
behandeln aber sowohl den Fall n | x | -> oo wie den Fall, wo n\ x\ be-
schrànkt bleibt. Die angewandte Méthode ist die PaBmethode, die in einer
âhnlichen Untersuchung von M. Plancherel und W. Rotach1) zur Her-
leitung asymptotischer Entwicklungen der Hermiteschen Polynôme
gedient hat.

Aus (1) erhâlt man mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel folgende
Integraldarstellung von Ln (x) :

Ln(x)_ 1 CtrezH!l? &- 1 [<r°(l+x)ndz- 1 fF(z)dz (2)

wo zur Abkûrzung
/ ^J" (3)

gesetzt ist. In der z-Ebene ist das Intégral im positiven Sinn ûber eine
einfach geschlossene Kurve zu erstrecken, die den Punkt z 0 im Innern
enthâlt.

Die Funktion F' (z) besitzt auBer z — x die beiden Nullstellen

x

nâmlich die Wurzeln der Gleichung z2 + xz + nx 0.

*) Jf. Plancherel et W. Rotach, Sur les valeurs asymptotiques des polynômes
d'Hermite. Comment, math. helv. 1, 1929, p. 227—254. In Formel (12a) dieser Arbeit

• 2v v

2"l stattl^-l zu lesen.
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Ist x £ 0, 4 n9 so sind dièse Wurzeln voneinander verschieden. Im Fall
0 < x < 4 n bezeichne z0 diejenige mit positivera Imaginàrteil, zx sei die
konjugierte. In den Fàllen x > 4 n und x < 0 werde von den beiden
reellen Wurzeln diejenige mit dem kleinern absoluten Betrag mit z0 be-
zeichnet. Betrachten wir in der z-Ebene die Umgebung eines der Punkte
(4), etwa z0. Sie wird durch die Kurve | F (z) \ \ F (z0) |, fur welche z0

ein Doppelpunkt ist, in 4 Sektoren geteilt, in denen abwechselnd
| F (z) | > | F (z0) | und | F (z) \ < \ F {z0) | ist. Die Flâche w=\F(z)\
besitzt fur z z0 einen PaB. Dasselbe gilt fur z zv Je nach dem zu
betrachtenden Fall wàhlt man nun den Integrationsweg durch einen oder
beide Passe in den Sektoren, wo \F{z)\ <\F (z0) |, | F (z) \ < \ F (za) |

ist, so daB im PaB die Tangente an die Integrationskurve mit der Winkel-
halbierenden des Sektors zusammenfâllt. (Richtung des grôBten Gefâlles

von | F (z) | Den wesentlichen Beitrag zum Intégral (2) liefern dann die
Umgebungen der Passe, wie im folgenden gezeigt wird.

xIst x 4 n, so fallen z0 und zx im Punkt ^r- zusammen, dessen Um-

gebung in 6 Sektoren der beschriebenen Art geteilt wird.

§ 2. Die asymptotischen Entwicklungen

Die Polynôme

n (i) k a\u i**, xi* (£) ==k b% &>, n (£) s^ ^ (5,6,7)
^=0 fi=0 fi—0

seien durch. folgende Entwicklungen definiert :

(l)^,woA1(i>)=v- (2#)-i (9,9')

und h(#) ï^-s-^I1i
exp [Ç±±-Ç»-1] Jtn(è)Çx- (10)

Die folgenden 5 Fàlle sind zu unterscheiden :
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I. 0 < oo < in ; nœ -> oo? n -> <x>.

Definiert man den Winkel a durch

cos a —

so ergibt sich

Ln (x)(—l)n
n\ sin 2a y y. i + (—i)* * V 222,1=0 ft O (sin a) 2 +'w (2ti cos a) 2

X cos { n (2a — sin 2a) — (A + 1) T + a — - — a (A + /1) + aXu}
n

0{ (sin a ]/^ sin 2a)-^ (H)

wo r\p und ax/* durch a^^ rx;* e** x<" bestimmt sind. Die Koeffizienten

sind von — — 2 cos a e~*a abhângig.
n

Ihre ersten Werte sind:
am 1 ;

4
a2o 1j a2i ^ (— ^ + — cos2 a cos 2a -\- 2 cos3 a cos 3a)

o

— i — cos2 a sin 2 a + 2 cos3 a sin 3 a
3

/la22 f — — — cos2 a cos 2a + — cos4 a cos 4a
\ 2 3 9

8

9

/4 8 \+ % I — cos2 a sin 2a — — cos4 a sin 4a 1.

Die Koeffizienten a^ mit ungeradem A braucht man nicht zu berechnen,
da die entsprechenden Glieder in (11) verschwinden2).

II. x> en. Definiert man /? durch

s) Fur k ass 3 hat TF. Botach, eine asymptotischeFormel fur Lw (a;) angegeben: Reihen -

entwicklungen einer willkùrlichen Funktion nach Hermiteschen und
Laguerreschen Polynomen. Diss. E. T. H., Zurich 1925, S. 26.
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so ergibt sich

Ln (x) (— l)n (ch2p + sh2p)n e*n ch P «*/*-•* ft

X=0 ^=0

X

(2nchp)2 {chp—

2 I 2 I

Die Koeffizienten a^a sind von — —l_5i — 2chp(chp—shp) ab-
n n

hàngig. Ihre ersten Werte sind:

a20 1, a2l — 2 ch* p (ch p — sh

a22 -^\ l——ch2p(chp — shi

III. oc < 0; n | x | -> oo, n -> oo.

Die Einfuhrung der HilfsgrôBe y durch

sh2 (2 y) (0 < y < oo)

ergibt :

cfe y (cthy)2nch2y

n\ n ]/2n ch2y

X^ '—j
n2(ch2y)2 + *

Die ersten Koeffizienten aXu sind:

aoo — 1 î

n n ch2 yj

1/1 1 \ 1

(13)

1 \2
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œ ~ 4 n. Fuhren wir die HilfsgrôBe

ein. Es lassen sich 2 positive Konstanten dx und d2 finden, so daB fur
2

\t\ <dxx6 gilt:

Ln(x) _ (—l)»e
n\

k-l
'3 3

t)t

Die ersten Koeffizienten 6X^ sind:

6Oo i;
Ap) •¦ »(p) -,

(p) 3y2 + Hp6* 6

Die in (14) auftretende Reihe ist eine ganze Funktion von t. Vernach-
lâssigt man in (14) die Glieder von einem gewissen p an, so lâBt sich der
Fehler abschàtzen8).

V. n\x\ beschrankt, n -> ex?.

Bezeichnet man die Besselsche Funktion v. Ordnung mit Jv, so ergibt sich

k-l X

X=0

s) Vergleiehe M. Plancherel und Tf. Botach a. a. O. § 16.
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Fur le 1, 2, 3 erhalten wir insbesondere :

i- =«^o(2»,

J0(2]/nx) —|j,(2V^) +0 |^J
1 3

Jo (2 }/râ¥) — ^- J2 (2 |/tT^) — — 7i
'

# V3 (2]/nx)

Ist n beschrânkt und | x \ -> c», so gilt nach (1)

—1)11)1 (^1)-ir+o(±)] <*S»>. (16,

Die Anwendung der Formeln (11) — (15) setzt voraus, daB n groB ist.
In Formel (11) zeigt dies der Ausdruck

t 1/ a;\l 1 l/x JL
sin al/n sin 2a (wa) 4-(l— — M — / —t4.r \ ^) 2 r n

JL

Ist n groB, nicht aber sin a ^n sin 2 a, so ist entweder nx beschrânkt oder
x
— liegt in derNàhe von 1. Im erstenFall ist die Formel (15), im zweiten

Fall die Formel (14) zu verwenden.

Die Formel (12) ist zu benutzen, wenn der Ausdruck

L L 4n
groB ist. Ist n groB (und damit auch x), nicht aber n* (th (})*, so liegt —
in der Nâhe von 1, und man gebraucht die Formel (14).
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Die Formel (13) ist brauehbar, wenn der Ausdruck

n
___

2

ch2y
~

n
groB ist. Ist n groB, nicht aber ,2 so ist n \ x | besehrànkt, und man

verwendet die Formel (15).

I. Kapitel.

Der Fall 0 < x < An\ nx-> oof

§ 3- Wir wàhlen den Integrationsweg symmetrisch zur reellen Axe der
3-Ebene durch die beiden Punkte z0 und zv In der oberen Halbebene setzt
er sich aus 3 Kreisbogenstûcken COî C2 und C3 zusammen (Fig. 1), deren

genaue Festlegung spâter erfolgen wird. Da die Beitrâge der symmetri-
schen Kurventeile in der oberen und unteren Halbebene vom Intégral (2)
konjugiert ausfallen, kann man sich auf den ersten Teil beschrânken.
Der Beitrag der Umgebung von z0 soll zunâchst bestimmt werden.

§4. Umgebung des Passes #o-

Die Substitution — ergibt
z z«

F(z0)

n
Fur | £ | <i— und, da

a fortiori fur | Ç | ^ — erhâlt man die Entwicklung

F{z)
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:l + !^(l—^-J+»j/jL(i_JiA, |a| =l/l— —, \a\
\ I \ \

Man findet jetzt

wo I 20 £2 und £ J) durch (8') gegeben ist.

'M
Setzt man £ =¦., so ist t£ reell fur die Richtung des grôBten

]/az0

Gefailes im Pa8 z0, dem der Punkt u 0 entspricht. In der it-Ebene
erstrecken wir das Intégral von

bis u3i wo — u2 uz 0 < 0 < 1.

Den diesem Wegstiick entsprechenden Kreisbogen der z-Ebene be-
zeichnen wir mit Co, seine Endpunkte mit z2 und z$. Fuhren wir in (17)
die Entwicklung (8) ein, so resultiert fur den Beitrag von Co:

wenn zur Abkiirzung

gesetzt ist. Erstreckt man in der endlichen Summe die Intégration von
— oo bis + oo5 so begeht man einen Fehler R'I und man erhàlt :

2ni 27ti]/azo

k-l

X (19)

Die Koeffizienten aXu sind durch (5) und (8) bestimmt.
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§ 5. Abschâtzung von M'k und 2?&.

Die Funktion g (f) (8') besitzt auf Grund von ' ol < 2 die Majorante
nn

°° 1
J£ — {2Ç)V~2 also a fortiori die Majorante
v=3 V

Die Funktion (8) làBt daher die Majorante

zu. Daraus erhàlt man die Ungleichung

n (fl Cx

Beachtet man, da8 im Integrationsintervall u2 ^ u
^1 — 0, so erhàlt man fur Rk' die Abschâtzung

1 — 2
n

Hieraus findet man, falls 0 hinreichend klein gewàhlt wird,

R^ Oflaj/ô^ol-*). (20)

Das in (19) stehende Fehlerglied R'% kann unter der Voraussetzung
> oo gegenûber JB^. vernachlâssigt werden4).

*) Vergleiche M. Plancherel und Tf. itotacà a. a. O., S. 238.
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§ 6. Beitrag des Qbrigen Integrationsweges.

i-fôene

Z-Ebene

Die den Punkten u2 und w3 der w-Ebene § 4) entsprechenden Punkte
der f-Ebene seien £2 und £3 (Pig. 2). Durch C2 kgen wir einen Kreisbogen

K2, dessen Zentrum C4 die Abszisse hat und auf der Geraden liegt,

welche der reellen Axe der z-Ebene entspricht. Das Bild von jfiT2 i
aj-Ebene nennen wir C2. Den Beitrag von G2 wollen wir zunâchst ab-
schàtzen.

Vorerst ist zu zeigen, da8 der gewàhlte Kreis den Punkt — 1 der
t-Ebene einschliefit, d. h. da8 r > s, wenn mit r der Radius von K2 und
mit s die Strecke (— 1, f4) bezeichnet wird.

Zur Bestimmung von r gehen wir aus von u £ ]/az0, woraus

arg u2 arg £2 -\ (arg a + arg z0). Puhren wir den Winkel a ein durch

arg z0 n — a (a ist also mit dem in § 2 I eingefûhrten Winkel identisch),
so wird

tg a y — — 1= ctg (arg a), arg a a, folglich
f oc 2

n
n arg £2 + — I — — 2 aJ, oder arg £ 2 — + «•

Somit ist r2 s2 + s | £2 | ]/2" + | £2 |2 und daher r >
Fur s erhâlt man

n
s

3 Commentarii Mathematici Helvetici 33



Abgesehen vom Faktor-—r ergibt sich fur den Beitrag von C2 :

m-

Das Intégral ùber K% schreiben wir in der Form :

H (o) Wofj -^^ wobex

j
Auf iT2 setzen wir nun f — 1 -f- «e"ta— re~*T — 5eta — re~n9

wo die Bedeutung von r aus Fig. 2 ersichtlich ist.

Entspricht dem Punkt f2 der Winkel t t0, so folgt

Fùhren wir noch die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen ein :

[ / 1 1 \ 1 1

so erhâlt man

Die Funktion / (r) ist eine mit r wachsende Funktion und nimmt den
maximalen Wert fur die obère Integrationsgrenze t r0 an. Die Rech-

nung liefert nàmlich

x s—r cos (t—a) ^ 1

^(T) * [^
34



r • s • sin (r—a)

Nun ist ^-^ — > | z0 | | f2
I 1/ 2 -> oo und folglich /' (r) ^ 0

0 fur t a). Weiter erhâlt man / (r0) &2 (t0) < 2 und

daher

¦H (M < 2 r (r0 — a) < 2 r (n — 2 a) 4 r (-J — a).

Dièse Abschâtzung geniigt noch, wenn r sehr grofi ist, d. h. wenn

r /— sehr groô ist; denn
\zo\ \ x

a in* \ 4r _ .7 \ln 1 A lien ^ln4r — — a < ~ 2, weil r rw 1/ — und fgr a / 1 ~ 2 / —\2 tg a f x \ x \ x

Da

so ergibt sich schlieBlich

<

-2 (21)

wo 6 und Mx zwei positive Konstanten sind.

Wàhlt man durch den Punkt f3 den Kreisbogen Kz mit demselben

Mittelpunkt C4 wie fur K2, so findet man fur den Beitrag ûber den ent-
sprechenden Weg C3 der z-Ebene eine analoge Abschâtzung wie ûber C2,

vorausgesetzt da6|/—beschrànkt ist. Ist dies nicht der Fall, so ersetzen

wir Kz durch den Kreisbogen Kl, dessen Zentrum Cl auf der Mittel-
senkrechten zur Verbindungsstrecke der beiden Punkte — 1 und f3 liegt.
(Pig. 3). Sein Bild in der 2-Ebene nennen wir C*s.
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Das Intégral ùber Kl schreiben wir in der gleichen Form wie dasjenige
uber K2 und setzen
J — 1 -f- r* (e"ta — e"*T), wo mit r* der Radius von Kl bezeichnet ist.
Dann gilt auf Kl

n

nimmt mit wachsendem t vom Wert 1 an ab.

Somit wird fur eine geeignete positive Konstante M2

a)
Jf2r*.

Falls 1/».
' X

m 1

oo bleibt r* kleiner als -77 (m und ôf sind po-
I C3 I à

sitive Konstanten), und es ergibt sich fur den Beitrag von Cl

^ fat*)-2m J w z
< (22)

§ 7. Zusammenfassung

Die Abschâtzungen (20), (21) und (22) zeigen, daB unter der Voraus-

setzung | a^âzl | -> oo die Umgebung des Passes z0 den wesentlichen in
(19) enthaltenen Beitrag liefert.
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Die Einfuhrung des wiederholt gebrauchten Winkels a ergibt die
Ausdrucke

— (—l)n e2ina

• (H-
a sin a e ^ / |/a20 =|/w sin 2 a

Fûgt man zu (19) den vom PaB zx herrûhrenden konjugierten Beitrag, so
erhâlt man schlieBlich die Formel (11) der Einleitung.

II. Kapitel.

Der Fall x>4n.
§ 8. Wir wâhlen den Integrationsweg symmetrisch zur reellen Axe

der z-Ebene durch den einen PaB

Er setzt sich aus 2 Kreisbogenstucken Co und G zusammen (Fig. 4),
die wir spâter genauer festlegen werden. Mit einigen Abweichungen sind
die Ausfûhrungen des vorhergehenden Kapitels iibertragbar.

§ 9. Umgebung des Passes.

Beachtet man die Beziehungen

' ¦ 2n linn <\ Zq\ < 2 n,-l/i--r x

so ergibt sich fur den Beitrag der Umgebung von z0

(23)
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Hier sind die Koeffizienten aXa wieder durch (5) und (8) bestimmt; die
Bedeutung von Co, Rk und R"k ist analog wie im § 4.

Da auch in diesemFall ' ol < 2, so gilt die Abschàtzung von Rk im
n

§ 5 hier unveràndert; Rk" kann unter der Voraussetzung a ]/a | z0 \

gegeniiber R'k vernachlâssigt werden.

§ 10. Beitrag des ubrigen Integrationsweges

Z-Ebene

Fig.ï Fiy.S

Durch die Endpunkte f2 und £3 des geradlinigen Wegstuckes der
99

C-Ebene legen wir einen Kreisbogen K mit dem Zentrum £4 ——:= —s.
\zo\

Der entsprechende Kreisbogen der z-Ebene sei C. Ist r der Radius von
K, so wird

r + s ys2 + | C212 + «^ > 2 s > 1, weil s > —, d. h. if umsehlieBt

den Punkt — 1 der £-Ebene, C den Nullpunkt der z-Ebene.
Die Abschatzung des Beitrages ûber C ist derjenigen uber C2 im Fall

x < en ganz analog; auf K ist dabei zu setzen C — s — re~u, wo die
n

Bedeutung von r aus Fig. 5 zu ersehen ist. Da s -—r < 1, so ist der
I zo I

Radius r von K beschrânkt. Es existieren also auch hier 2 positive
Konstanten M und ô derart, daB

M\F(z0) (24)
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§ 11. Die Einfuhrung der HilfsgroBe fi durch

ch fi =i- ]/-£, (0 < fi < oo)

ergibt die Ausdrucke

zo — 2nchp(chp — shp), 1 + — — (cfc 2 £ + sh 2 0),

a sh p(ch p — sh /?).

Setzt man sie in (23) ein, so resultiert die Formel (12) der Einleitung.

III. Kapitel.

Der Fall x< 0; n\x\-+oo, n->oo,

§ 12. Wie im II. Kapitel verlaufe der Integrationsweg nur durch
den einen PaB

X
/y 1/ /*} /y*

Die Gestalt des Weges ist aus Fig. 4 ersichtlich.

Die Beziehungen

2n 1

zeigen, daB man fur die Umgebung des Passes z0 den gleichen Ausdruck
erhâlt wie im Fall x > 4 % (§ 9).

§ 13. Abschâtzung von JS*

Auf Grand von i^J < 1 fdgt — 2 Ig (1 — 2 f als Majorante von gr (C)

C | < 4\ und (1 — 2 f)-a + 2 III) ais solclie der Funktion (8). Die

weitere Abschâtzung verlàuft analog wie fruher und man findet

K'k=O(\z0rh- (25)
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§ 14. Beitrag des Qbrigen Integrationsweges

Durch die Punkte £2 un(i C3 der Fig. 5 legen wir einen Kreisbogen mit
dem Zentrum f4 — 1. Das Stûck in der oberen Halbebene sei K* und
sein Bild in der z-Ebene C*. Dann setzen wir wieder

(—
Kî

Auf .g:* ist f — 1 — re~", f2 — 1 — re~"» und folglich

-^ (cos T-cos To) ^ 0 ;

I

1

n
2 r ^—:— 1 (cos t — cos t0)

| 1 + f | r.

Somit wird

4' (26)

wo ô* eine positive Konstante ist.

Fur den in der tinteren Halbebene gelegenen Kurventeil gilt dieselbe

Abschàtzung.

§ 15. Die Einfûhrung der HilfsgrôBe y durch

(2 y) (0 < y < oo)

liefert die Ausdriicke

n x ch2y

In Verbindung mit (23) ergeben sie die Formel (13) der Einleitung.
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IV. Kapitel.

Der Fall x~4n.
X

§ 16. Fur x 4 n gehen vom Punkt —— 3 Sektoren mit den Zentri-

winkeln -5- aus, in welchen | F {z) I < | F s~ I Ihre Winkelhalbie-
\

n nrenden haben die Bichtungswinkel -~-, — -~- und tt. In der Umgebung

des Passes setze sieh der Integrationsweg aus 2 zur reellen Axe sym-
metrischen Kreisbogenstiieken C und G" zusammen, deren Tangenten

im PaB die Argumente —und ~ besitzen. Die Endpunkte von C und
o o

C" werden durch einen Kreisbogen miteinander verbunden. Die ge-
nauere Festlegung folgt spâter.

Ist x r^j 4 n, so sind die Passe z0 und zx benachbart, und wir wàhlen in
xder Umgebung dieser Punkte durch den Punkt ~ denselben aus C

und C" bestehenden Integrationsweg, der also nieht durch die Passe

von | F (z) | geht.

§ 17. Umgebung der Passe

x x\~ "**"

Die Substitutionen z — ^ „, £ — coC — co —

ergeben, wenn zur Abkurzung

1 2
__

_i_

X* j^ f%\~z/i 4w\ n 1 x\ "s"/, xund^=—— (1—— =2w|— (1— —
J \2) \ x) \2) \ 4n2

gesetzt wird:

fF{z)iî=J_/Jjl faJj^ +Jl^J^)]^ (27)
2mJ w z 2n% Q J l, o) 2 *\ J\

C C" A' A" A

' und A" bedeuten 2 vom Nullpunkt der a>-Ebene ausgehende Strecken
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mit den Argumenten — und —. Ihre Lange sei 0 • ~-, 0 < 0 < 1

ihre Endpunkte seien co' und a>". Mit C" und G" werden die Bilder von
A' und A" in der z-Ebene bezeichnet, ihre Endpunkte mit z' und z"'.

Setzt man zur Abklirzung flir das Intégral der rechten Seite von (27)
2 i G (t, g), so wird

G(t,e). (28)
2m

G (t, q) ist eine ganze Funktion von t und làfit sich in eine fur jeden Wert
von t konvergente Reihe entwickeln

wo

3 ï^i+â^v1—t)J I H1—)] ï=«- (30)

§ 18. Asymptotische Formel fur Ap.

Da lângs Af und ^4" | co \ ^ 0 * — < — so resultiert
2 2

A* A"

wo & =— ^ — œz un(j i (#)? ^2 (^) (jie Funktionen (9') und (9") be-
Q

deuten. Fuhrt man die Entwicklung (9) ein, so geht Ap iiber in

At A»
WO
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Auf A' setzen wir co ri e 3 und auf A" co rj

Dann folgt

Ersetzt man die obère Grenze 0 • -—• des Intégrais durch co, so begeht man

einen Fehler M^.. Schreibt man fur x*p die Entwicklung (6), so fuhrt
dies auf die Berechnung von Integralen der Form

Ce 3VP + ^ + ^drj, diedenWert3
o

haben. SchlieBlich ergibt sich
_x

k—1 X 7 Wi r> 3

(32)

§ 19. Abschâtzung von B'k und JB*.

Die Funktion (9) hat die Majorante

Daraus ergibt sich

\&\k (l —:

Q 2f]
Da im Integrationsintervall 0 ^y\ ^ (y • -^ \ ——

so folgt
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Fur hinreichend kleines & erhalten wir

Iik=U(Q V (X 3). (66)

B'kf kann fur genugend groBes q gegenûber Ék vernachlàssigt werden.

§ 20. Beitrag des Ubrigen Integrationsweges.

Durch die den Punkten œ und œ" (§ 17) entsprechenden Punkte £'

und £" der £-Ebene legen wir einen Kreisbogen mit dem Mittelpunkt — — •

Es genugt dabei, den in der oberen Halbebene liegenden Teil K* zu
betrachten. Sein Bild in der z-Ebene nennen wir C*.

Wir setzen

_L Çf(z)— K
2ni J z 2tzî :')

wo H (f

Nun ist

expgz
3 l 2

Dieser Ausdruck zeigt, da8 man 2 positive Konstanten d' und d" finden
kann, so daB fur \t\ <d' g2 und genugend kleines 0

< e-^'f.H(0)
Die Abschàtzung des Intégrais ùber K* gescbieht gleich wie in den beiden
Fâllen x 2g 4 n. Es gibt eine positive Konstante N, so dafi

(C) dÇ
:') <



Fur den Beitrag von C* ergibt sich also

'?3). (34)

V. Kapitel.

Der Fall w | as | beschrânkt, w~> œ.

§ 21. Wir setzen zunâchst x> 0 voraus. Als Integrationsweg wâhlen
wir den Kreis C durch die Passe z0 und zl9 dessen Mittelpunkt mit dem

Nullpunkt der z-Ebene zusammenfàllt. Der Radius von C ist also gleich
ynx.

§ 22. Intégration ûber C.

Die Substitution z — i; ^nx fûhrt auf :

1 T [ w / /i x 1/"^ 1 dv

[1 +l (!(/jJ -
wo das Intégral im positiven Sinn tiber den Einheitskreis K der v-Ebene
zu erstrecken ist.

Ig 1 1/ — làfit sich in eine Reihe entwickeln ; denn

| v | i > \/jL Weil \/± -> 0.

Man findet

Fuhrt man in (35) die Entwicklung (10) ein, so resultiert
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wobei zur Abkiirzung

K

gesetzt ist. Ersetzt man in (36) ^ durch die Entwicklung (7), so erhâlt
man

k-l X
X-,a

n 2* 2 (37)

wo mit Jv die Besselsche Funktion v. Ordnung bezeichnet ist.

§ 23. Abschâtzung von JS&.

Aus der Ungleichung

o
S Vx(f)î

wenn man beachtet, da6 auf K \ v \ 1 und

SR\]/nx (v M 0 ist.

Da nach Voraussetzung x < — ist3 wird also
n

- ] < B2 und

\ Rk\ < Bs n~k (38)

wo Bv B2, J53 geeignete positive Konstanten sind.

§ 24. Ist x < 0, so wâhlt man als Integrationsweg den Kreis mit
demNullpunkt alsMittelpunkt und dem Radius ]/n\x] (z0 ~ — |/n|a:|).
Die Substitution z —w|/^|a;| zeigt dann, dafi (37) und (38) auch
in diesem Fall unverândert gelten.

(Eingegangen den 22. Mai 1934.)
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