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Ueber eine bemerkenswerte Klasse von
Raumkurven sechster Ordnung vom
Geschlecht 4

Von Arnold Emch, Urbana, Illinois (U. S. A.)

§1. Einleitung

Die Raumkurven sechster Ordnung vom Geschlecht vier, welche ich
in den nachfolgenden Zeilen einfach mit C6 bezeichnen werde, sind im
allgemeinen wohl bekannt und wurden zuerst wohl als Schnittkurven
allgemein gelegener Flàchen zweiter und dritter Ordnung studiert. Dabei
lâfit sich leicht zeigen, dafi bei nicht besonders gewâhlten Projektionen
daraus ebene Kurven sechster Ordnung mit sechs Doppelpunkten hervor-
gehen. Darum das Geschlecht 4. Eine C6 liegt auf einer einzigen Flâche
zweiter und co 4 Flâchen dritter Ordnung F3. DaB C6 nicht auf zwei
Flâchen zweiter Ordnung Q liegen kann, ist selbstverstândlich. Die
vierfache Mannigfaltigkeit der F3 auf CQ geht sofort aus der Form
(ai xi + a2 X2 + a3 xs +a4 xù Q + ^3 ° hervor. Will man das ohne
die Tatsache beweisen, dafî C6 Schnitt von Q und Fs ist, so nimmt man
die Théorie der linearen Punktreihen auf einer algebraischen Kurve zu-
hilfe. Das lineare System aller F3 schneidet auf CQ eine g\l aus. Da die
Reihe komplett ist, so gilt fur die Dimension r==n — p, wo n die

Ordnung der Reihe und p das Geschlecht von CQ ist. Somit ist r i8 — 4
14. Wâhlt man also auf C6 noch einen festen neunzehnten Punkt,

durch welchen Fs auBer achtzehn noch gehen soll, so enthâlt F3 die CQ

ganz. Dann hat man immer noch 19—1—r=.\ Konstanten fur die

F3 zur Verfugung. Das ist also die Dimensionszahl der F3 auf C6. Die
Dimensionszahl aller C6 im Raume Ss ist 24.

Unter dieser Mannigfaltigkeit von C6 gibt es nun eine bemerkenswerte

Klasse, die dadurch ausgezeichnet ist, dafi ihre C6 auf Kegeln
dritter Ordnung, oder einfach auf kubischen Kegeln liegen. Dafi es CQ

gibt, die auf solchen Kegeln liegen, ist selbstverstândlich; man braucht
ja nur den Schnitt eines kubischen Kegels mit einer quadratischen Flâche

zu bilden. Ob es C6 gibt, die auf mehr als einem kubischen Kegel liegen,
soll jetzt untersucht werden.
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§ 2. Ueber den Durchschnitt von kubischen Flâchen F3

1. Zwei allgemeine und allgemein gelegene F3 schneiden sich in einer
Raumkurve 9. Ordnung C9, deren Geschlecht p sich wie folgt ergibt:
Seien 01 und 02 zwei F3, welche die C9 erzeugen und 0$ eine von 01

und 02 verschiedene. F3, welche C9 in einer Gruppe G27 von Punkten
schneidet. Dann geht das Netz 0X -f- X 02 + A* ^s ° durch dieselbe

Gruppe. Die lineare Reihe g™ welche von dem linearen System aller F3
von der Dimension 19 auf C9 ausgeschnitten wird, reduziert sich deshalb
auf eine komplette g1^ und da fur eine solche gr, r ==n — p ist, so

ergibt sich fur das Geschlecht von C9 p n — r 27 — 17=10.
Wenn nun die zwei F3, welche die C9 erzeugen, eine gewisse zusammen-
gesetzte oder einfache Kurve Cm ;;/ <^ 9, gcmein haben, so zerfàllt die
C9 in Cm und eine Restkurve C9_w. Uns interessiert der Fall, wo m 3,
also die Restkurve eine C6 ist. Ist Cm eine nicht zerfallende Raumkurve
dritter Ordnung, so ergibt sich bekanntlich eine C6 vom Geschlecht drei.
Besteht Cm aus drei windschiefen Geraden, so ist C6 vom Geschlecht
eins, also elliptisch. Der Fall p 4 kommt nur dann vor, wenn Cm eine
allgemeine oder zerfallende ebene Kurve 3. Ordnung ist. Sei C3 dièse

Kurve, dann kônnen die zwei F3 die C3 gemein haben in der Form (C3
in der Ebene x4 o)

dargestellt werden, wobei Q' und Q" allgemeine quadratische Flâchen
sind. 0X und 02 schneiden sich in C3 und in einer Restkurve C6.

0t — 02 — x4(Q'—Q")=o ist eine kubische Flàche, welche durch
den Schnitt C3 • C6 von 01 und ^2 geht, und da C6 nicht auf x4 o

liegt, so mufi sie auf Q' — Q" =0, also auf einer quadratischen Flâche

liegen. Somit ist dièse C6 vom Geschlecht vier.
2. Es soll jetzt angenommen werden, daB 02 ein kubischer Kegel sei,

dessen Spitze in Aé (0001) gelegen sei, so daB 02 C3=^z K ist. Die
C6 Hegt jetzt auf dem kubischen Kegel K und der quadratischen Flâche

Q=.Q' — Q", Bezeichnet man mit q die Polarebene von A4 in bezug
auf Q, so ist Q, und somit auch C6, in der Involution mit A4 als Zen-
trum und q als Axialebene sich selbst entsprechend.

Dafi fur dièse C6 auch p 4 ist, kann auch ohne Schwierigkeit auf
synthetischem Wege ermittelt werden. Man projiziere die C6 von einem
beliebigen Punkte O aus auf eine Ebene e. OA4 schneide e in 5 und



die Projektion von C6 sei C6. Von 0 gehen sechs Tangentiaebenen an

K, deren Berùhrungserzeugende tg-9 1 1,2,. 6 seien. Jede t,- schneidet
Q in zwei Punktcn P- und /*/', welche auf C6 und Berùhrungspunkte der
CQ mit der Tangentialebene Ot{ sind. Somit wird t,- in eine Doppeltan-
gente von C'6 aus ^ projiziert. Mithin gehen von wS sechs Doppeltangen-
ten an C6. Der Tangentialkegel von A4 an Q schneidet K in 6 Erzeu-
genden, die selbstverstândlich Q beriihren und also Tangenten von Aé
in C6 sind. Dièse werden von O aus in 6 einfache Tangenten von 5 und

C6' projiziert. Somit gehen von >S 2«6-j-6=i8 Tangenten an C6',
welche also die Klasse 18 hat. Eine allgemeine C6' hat 5-6 30 zur
Klasse. Folglich werden von den Doppelpunkten 12 Tangenten in Abzug
gebracht. Die C6' hat deshalb 6 Doppelpunkte und ist also vom Ge-

schlecht 4, w. z. b. w.
Liegt eine C6 mit p \ auf einer F3 und einem kubischen Kegel K, so

ist, da CQ auch auf einer quadratischen Flâche Q liegt,

Der Restschnitt von F3 mit K liegt nicht auf Q, somit auf (ax) =0,
einer Ebene.

Zusammenfassend hat man
8at& i. Ein kubischer Kegel der dureh einen allgemeinen ebenen

Schnitt einer kubischen Flàche geht, schneidet letztere in einer Rest-
kurve 6. Ordnung vom Geschlecht 4. Umgekehrt, beûndet sich eine

solche CQ auf einer kubischen Flâche und einem kubischen Kegel, so ist
der Restschnitt der beiden Flâchen eine ebene Kurve dritter Ordnung.
Eine CQ auf einem kubischen Kegel ist selbstentsprechend in der Invo-
lution mit der Spitze des Kegels als Zentrum und mit der Polarebene

der Spitze in Bezug auf die quadratische Flàche, auf welcher CQ liegt
als Axialebene.

Bezeichnet man dièse Involution wie oben mit (Aé, q), so ist nach
diesen Ergebnissen auch einleuchtend

8at& 2» Entsprechen sich Fz und Fz* in der Involution (A4, q), so
schneiden sich F2 und Fzf aufier der gemeinsamen C3 in q in einer CQ

vom Geschlecht 4, die auf einem kubischen Kegel mit der Spitze A4 ge-
legen ist. C6 ist auch auf einer quadratischen Flàche Q, fur welche q
Polarebene von A4 ist.

Eine C6 (p 4) kann nicht auf einem rationalen kubischen Kegel lie-
gen. Eine C6 auf einem solchen Kegel hat das Geschlecht 2 und ist folglich

hyperelliptisch.



§ 3, C6 auf zwei und drei elliptischen Kegeln dritter Ordnung

i. Ich nehme jetzt an, da6 C6 auf zwei kubischen Kegeln Kx und K2
gelegen sei, dann ergibt sich aus Satz i sofort, dafi die Restkurve eine
ebene C3 ist. Da8 dies môglich ist, folgt sofort aus der Umkehrung, nach
welcher zwei Kegel Kt und K2 auf einer gemeinsamen ebenen C3 sich in
einer Restkurve CQ (p 4) schneiden, die ûberdies auf einer quadrati-
schen Flâche Q gelegen ist.

Aus der ebenen projektiven Géométrie hat man nun den folgenden

Satz 3m Verbindet man drei Punkte A} B, C einer Geraden s^ mit
zwei beliebigen in derselben Ebene gelegenen Punkte V1 und V2 mit der

Verbindungsgeraden l, so dafi sich in derselben Ordnung die Geraden-

tripel ax b1 clf a2 b2 c2 ergeben} so schneiden sich dièse auperhalb A, B, C

noch in 6 Punkten, die auf einem Kegelschnitt L liegen. Dièse bildert drei
Mal drei Paare von Involutionen, von denen zwei die Zentren Vt und V2
haben. Das Zentrum der dritten Involution Vz liegt auf der Verbin-
dungslinie l von V1 und VT Die drei Involutionsaxen sind naturlich die
Polaren von V\, V2, F3 in bezug auf L und schneiden sich in einem

Punkte Sy dem Pol von L Die sechs Punkte liegen auch auf dem dritten
Geradentripel as bd c3.

Die Spitzen der Kegel Kx und K2 seien V1 und V'2, ihre Verbindungs-
linie L Die Ebene von C3 werde mit s3 bezeichnet. Jede Ebene ^ des

Bûschels durch / schneidet aus Kv K2 und Q zwei Geradentripel ax bx cv
a2 b2 c2 aus, die drei Punkte auf C3 gemeinsam haben und sich also noch
in 6 Punkten schneiden, die auf C6, ûberdies auf einem Kegelschnitt L
auf Q liegen. Es gelten also in jeder Ebene 5 die Voraussetzungen des

Satzes 3, woraus folgt, dafi die sechs jeweilen in s gelegenen Punkte
von C6 zu zweien auf einem dritten Geradentripel a3 bz c3 liegen, dessen

Spitze F3 auf / liegt. Mit andern Worten, C6 liegt noch auf einem dritten

kubischen Kegel Kz, dessen Spitze F3 auf der Verbindungslinie / von
Vt und V2 liegt. Dreht sich s um /, so beschreiben ^ und j2 zwei gleich-
namige Ebenen, die mit s% die Polarebenen von V13 V2 und Vz in bezug
auf Q sind und durch die polarkonjugierte Gerade g von / gehen.

Somit

Sat& 4. Zwei kubische Kegel Kx und K2 mit den Spitzen Vx und V2
und einer gemeinsamen ebenen Kurve dritter Ordnung C3'" schneiden
sich in einer Restkurve C6 4), die noch auf einem dritten kubischen
Kegel KB liegt, dessen Spitze F3 auf der Verbindungslinie l von Vx und
V2 liegt. Kx und K3, K2 und Kz schneiden sich aufler C% noch in C3"
und C3'. Die drei Ebenen sv sv s%, in welchen C3', C3", C3W bezuglich



gelegen sind, sind die Polarebenen von Vv V2, Vz in bezug auf Q und

gehen durch die konjugierte Gerade g von l. Die C6 ist selbst entspre-
chend in den drei perspektivischen Involutionen (Vv jx); (F2, s2); (Vv
s^), so dafi auch je zwei der drei Kegel in bezug auf die "bezùgliche dritte
Involution entsprechend sind.

2. Analytisch gestalten sich die Verhâltnisse wie folgt: Die Spitzen
der Kegel Kx und K2 seien Vt (iooo) und V2 (oioo) und ihre gemein-
schaftliche ebene Kurve C3 liège in xx— x2 o. Dann hat man ohne

Einschrânkung der Allgemeinheit

(i) Kx x\ + x\ (aïs + bx4) + x2 {cx\ + dx9 x± + exl) -f fx% + gx\ x±

-\-kxBxl-\-jxl O

(2) K2 x\ + x\ (axs + bxA) + xx {cx\ + dx* x± -\-ex\)-{- fx\ +gx\x4t

welche fur x2 xx identische Ausdrûcke geben, die eben die gemein-
schaftliche C3 in x1 — x2^=o bestimmen. Als quadratische Flâche Q,

auf welcher C6 Hegt, erhâlt man

cx\ + dxsx± + £^rî O.

(3) Q Kl ~ f1 x\ + *ix* + 4 +X\ — X%

Eine beliebige F3 durch C6 kann in der Form

(4) (axx + i«^2 + TXs + àx±) Q + Kt O

geschrieben werden. Es lâfit sich bestâtigen, dafi (4) ein kubischer Kegel

Kz mit der Spitze F3 (1, —1, o, o) wird, wenn a —1, /? — 2,

y a, (5 — b gesetzt wird, so dafi also

(S) K3=(x1 + 2x2 + ax3 + bxé)Q — K1 o.

Derselbe Kegel wird in âhnlicher Weise als

(6) Kz=(2x1 + x2 + axa-i.bj;i)Q — K2 o

erhalten. Dabei zeigt es sich, dafi

O und 2x\ + x2 -(- a^r8 -)- bx^ O'
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die Polarebenen von V2 und V1 in bezug auf Q sind und daB x1 — x2 o

durch den Schnitt der beiden geht, was insgesamt einer vollstândigen Be-

stâtigung des Satzes 4 gleichkommt.

§ 4. C6 auf nur zwei kubischen Kegeln

1. Es ist klar, daB die obigen Verhâltnisse nur dann eintreten, wenn
die C3 eine allgemeine Kurve dritter Ordnung ist und in derselben Ebene

liegt. Zerfâllt C3 in drei verschiedene Geraden, oder in zwei zusammen-
fallende und eine verschiedene Gerade, oder in einen Kegelschnitt und
eine Gerade, oder in drei in einem Punkte zusammenlaufenden Geraden,
so gibt es entweder keine zwei kubische Kegel, die sie gemeinsam haben,
oder die Kegel haben zusammenfallende Spitzen. Im letztern Fall zerfâllt
die C6 in sechs in der Spitze zusammenlaufenden Geraden.

Es ist jedoch môglich, das Kx und Ko mit verschiedenen Spitzen eine

gemeinschaftliche Erzeugende und derselben entlang dieselbe Wende-

tangentialebene haben, so daB dann die nichtzerfallende C6 auf nur zwei

Kegeln liegt.

(1) K1 x* (a *8 + 6 x4) -f <pz (*8, x4) o

(2) K2 x* (axz + b xé) + ^3 (¦«'a' xù ° >

sind zwei Kegel mit dieser Eigenschaft und Spitzen wieder in Vx (1000);
V2 (0100). Eine durch Kx und K2 gehende F3 hat die Form

(3) Kx + IK2 (x2* + Xx*) {ax.6 J- bxj +<ps+Xy,3 o.

Da ç?3 -|- hpz eine binâre kubische Form ist, so kann offenbar ein Wert
von l so bestimmt werden, daB xz f x4 — b / a eine Wurzel von
ç?3 -)- Xy>3 o wird, so daB axs + ^^4 Divisor von ç>3 -{- ty3 ist.

Kx + XK2 zerfâllt in die Ebene axz -f- bx4 o und die quadratische
Flâche

(4) Ô *22+ XX +F2 (*3*4)=°>

auf welcher C6 liegt. Die Polarebenen s1 und ^2 von Vx und V2 in bezug
auf Q sind xx o und x2 o, so daB jede durch die ihr gegeniiber-
liegende Spitze geht.

— X\ X2 X§ X\

ist eine perspektivische Involution mit Vx als Zentrum und s1 als Axial-
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ebene, welche den Kegel K2 invariant lâBt. In âhnlicher Weise lâfît die
Involution

den Kegel Kx ungeândert.
Es gilt also

Sat# 5. Zwei kubische Kegel Kx und K2 mit den Spitzen V1 und V2

auf einer gemeinschaftlichen Erzeugenden l und einer gemeinschaftlichen
Wendetangentenebene durch l schneiden sich auf einer C6(/> 4), die

auf einer quadratischen Flàche Q liegt. Sind s1 und s2 die Polarebenen

von V1 und V2 in bezug auf Q, so sind Kx und K2, sowohl als C6 selbst-
entsprechend bezuglich der perspektivischen Involutionen (V2, s2) ; (Vv s2).

2. Wenn in (i) und (2) V3 ^3 ist, dann werden die durch 03 o
bestimmten Ebenen durch Vx V2 l Tangentialebenen an die beiden

Kegel. Die Beriihrungserzeugenden at bt c1 auf Kx in ^2 gelegen, und

a2 b2 c2 auf K2, in s1 gelegen, schneiden sich in drei Punkten ABC auf
der konjugierten g von /, welche Berùhrungspunkte der beiden Kegel und
deshalb Doppelpunkte von C6 sind. Eine Ebene durch / und einen allge-
meinen Punkt von C6 hat 7 Punkte mit C6 gemein, so daB also ein Teil
von C6 in eine Ebene fâllt und eine ebene C3 ist. Die residuale Kurve ist
ebenfalls eine ebene C'3. Da

Ki — K2 (^2 — *i) (*2 + xù (ajrs + bxù »

so ergeben sich dièse Ebenen als x1 — x2 o und xx -f- x2 o. Die
dritte ist die Wendetangentenebene. Die Flâche Q besteht aus Q x^
— x22=t(x1 — x2) {x1-\-x2). Das Résultat lâfit sich ausdrûcken als

Satz 6. Haben zwei kubische Kegel K± und K2 mit verschiedenen

Spitzen V1 und V2 und einer gemeinsamen Erzeugenden l =V1V2 drei
verschiedene gemeinsame Tangentialebenen, die durch l gehen, so be-

sitzen sie eine gemeinsame durch l gehende Wendetangentialebene. Die
drei Beriihrungserzeugenden fur jeden Kegel liegen je in einer Ebene s±,

bezuglich s2. sx und s2 schneiden sich in einer Geraden g. Die Durch-
dringungskurve CQ zerfàllt in zwei ebene C3, deren Ebenen durch g
gehen und mit s± und s2 vier harmonische Ebenen bilden. Die Kegel Kv
K2, sowie die beiden C3 sind selbstentsprechend beziehungsweise in den

Involutionen {Vv s±) und {V2, s2).



§5. C6 auf nur vier kubischen Kegeln

i. Wenn ein kubischer Kegel Kz mit der Spitze Az (ooio)

Kz XtB + XX2 0! (x2 X4) + XX 02 (X2 X4) + <P3 (X2 X4) O

tinter der Involution l 2 3 M invariant sein soll, so muB er
\ Xt X2 X% X4J

die Form haben:

K* xx2 (ax2 + bx4) + cx£ + </*22*4 + ^^2 x42 + /^ o

Soll er auch unter einer zweiten Involution 1 2 8 4 invariant
\^i —x2 x% x4j

sein, so ist seine Form notwendigerweise

und ist somit reduzibel. Daraus geht hervor, dafl ein allgemeiner Kegel
dritter Ordnung nicht unter zwei perspektivischen Involutionen invariant
sein kann, bei welchen jedes Zentrum der einen auf der Axialebene der
andern liegt.

Aehnliches gilt natûrlich fur die elliptischen ebenen Kurven dritter
Ordnung.

2. Nun werde die C6, die auf drei kubischen Kegeln mit kollinearen
Spitzen liegt, als erster Fall, die C6, die auf nur zwei kubischen Kegeln
liegt, als zweiter Fall bezeichnet; kûrzer Fall r und Fall 2. Im Fall 2

soll die CQ nicht degeneriert sein.

Angenommen drei kubische Kegel Kv K2, Kz mit den Spitzen Vv V2,
F3, welche nicht kollinear seien, gehen durch dieselbe C6, und seien

gegenseitig im Verhâltnis von Fall 2. Die Polarebene von Vx in bezug
auf die quadratische Flâche Q, auf welcher C6 liegt, geht durch V2 und

F3; die Polarebene von V2 durch Vx und Vv Demnach wâre Ks invariant

in zwei Involutionen {Vx, sx); (V2, s2), bei welcher Vx auf s2 und

V2 auf sx liegt. Das ist jedoch, wie soeben gezeigt wurde, nicht môglich,
ohne dafi Kz zerfâllt.

2. Nachdem die Fâlle erledigt sind, nach welchen C6 auf nur zwei,
oder nur drei kubischen Kegeln liegt, kommt zunâchst die Môglichkeit
von nur vier Kegeln in Betracht. Dièse tritt ein, wenn drei Kegel Kv
Kv Kz des Falles 1 in einer Involution, z. B. (V4 (001 — 1), xs — x4

s4) selbstentsprechend sind, d. h. in (34)
x 2 8 4 Es ist dann

\ X\ X2 X4 X3 J
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(x, + xt) +xt (b xt*

+ e (*82 Xi + x% Xi2) — o
K2 x? + axj (xs + x4) + xi {bx? + 2cx*xs

2f (x3 + x4) + (*, + x,) [b (xs*

Die quadratische Flàche Q, auf welcher C6 liegt, ist

Q x? + ^1^2+^22 + a (^i+ ^ï) (•*» + *0 + * (^s2 + x?) + 2 <r^3-^4 O

Der vierte kubische Kegel hat F4 zur Spitze und ist

Die Gerade F4 Fx ist Wendeerzeugende von Ké mit der Wendetangen-
tenebene

die auch Kx gemeinsam ist. In âhnlicher Weise ist

die gemeinsame Wendetangentenebene von K4 und K2 durch F4 F2;

diejenige von Ké und K'g. Die Polarebenen (Axialebenen der Involutio-
nen) von Vv V2, Vz, V4 in bezug auf Q sind in derselben Ordnung

a {xz + x4) o

a (xz + xù ° >

x1 — x2 o



SatZ 7. Liegt eine C% (p 4) auf drei kubischen Kegeln Kv K2, K3
mit drei kollinearen Spitzen Vv V2, V3 und sind sie seîbstentsprechend
in einer vierten Involution mit Zentrum Vé, so liegt C6 auf einem vierten
Kegel K4 mit der Spitze Vé. Vé Vé, V4 V2, F4 V1 sind Wendeerzeugende
von K4 und die Wendetangenlenebenen sind in derselben Ordnung K4
und den Kegeln Kv K2, Ks gemein. Die den Wendeerzeugenden konju-
gierten Polarebenen sind gerade die Polarebenen oder Axialebenen der

drei Involutionen {Vx, s^)\ (V2, s2); (V3, s^) und sind koaxial.

§6. C6 auf sechs Kegeln

Vv V2, V3 seien wieder die drei kollinearen Spitzen von drei Kegeln
des Falles 1. Vé sei die Spitze eines vierten Kegels durch C6, so da8

Kv K4 zwei von drei Kegeln eines andern Falles 1 seien. Ist K5 der

dritte dieser Kegel, so sind K2, Ké entweder Kegel des Falles 2, oder
zwei der drei Kegel eines neuen Falles 1. Es werde das letztere ange-
nommen, dann bestimmen V2 und F4 die Spitze V6 eine% dritten Kegels

KR auf Ca. Die Geraden V' V' V* und FQ FR sollen sich in W schnei-

den, dann sind V2, V3 und V4, V5 involutorische Paare inbezug auf die

Involution (Vv sx)9 bei welcher st durch W geht. V2, V4 und V3, V5
sind involutorische Paare inbezug auf eine Involution mit W als Spitze
und eine Gerade s, welche durch V1 und den dritten Diagonalpunkt von
^2 ^3 ^4 ^5 &ent- ^n dieser Involution wiïrde V6 ein siebenter Punkt
V7 auf V2 V4 V6 entsprechen, was nicht môglich ist, ohne daB V6 mit W
zusammenfâllt. Die Annahme eines vierten Punktes F4 mit der angege-
benen Eigenschaft fùhrt also zu sechs durch C6 gehenden Kegeln dritter
Ordnung, deren Spitzen die sechs Schnittpunkte eines vollstândigen Vier-
seits bilden. Dasselbe Résultat wird erhalten, wenn V2 und F4 Spitzen
von Kegeln des Falles 2 sind, und Vv V2, V\ mit F4 nicht Spitzen
von vier Kegeln des § 5 sind. Wird in der Ebene des Vierseits durch

V2 eine Gerade gezogen, welche Vx F4 in V7 und F5 V6 in F8 schneidet
und wird angenommen V2 F7 F8 seien Spitzen von drei Kegeln des

Falles 1., so hàtte man dann drei Tripel von Kegeln des Falles 1. mit
einem gemeinsamen Kegel K2, was unmôglich ist. Denn eine Ebene
durch V1 V4 F5 V7 wûrde Q in einem Kegelschnitt schneiden auf dem
sechs Punkte von C6 liegen die vier Involutionen mit kollinearen Spitzen
angehôren wùrden, was nicht môglich ist. Man hat demnach

Sat& 8* Liegt eine Kurve 6. Ordnung (p 4) auf nur sechs
kubischen Kegeln, so bilden ihre Spitzen die sechs Schnittpunkte der Seiten
eines ebenen Vierseits.
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Die Annahme eines 7. Kegels mit koplanarer Spitze fiihrt zu der
oben bewiesenen Unmôglichkeit. DaB der Fall des Satzes 8 wirklich
existiert, habe ich frûher bewiesen1).

Sind <Ply 02, 0s elementar symmetrischen Funktionen in S^ (x19x2,xz,
xé), so sind

Fs 0i2 + X 0X 02 + {l 0* O

Q — F2 0i2 + v 0i 02 =0
zwei symmetrische Flâchen dritter und zweiter Ordnung, die sich in
einer C6 von der in Satz 8 angegebenen Art. Die C6 ist invariant in der

Kollineationsgruppe G24 und speziell in den sechs perspektivischen Invo
lutionen (12), (13), (14), (23), (24), (34) mit den Spitzen V12 (1—100),
vis (10—10), Vlé (100—1), V2S (01—10), V2é (010—1), F34 (00—11),
und den Axialebenen x{ — xk =0 (Zentrum Vik). Das sind die Spitzen
der sechs Kegel, deren explizite Gleichungen ich am angefiïhrten Orte
angegeben habe.

§ 7. C6 auf zehn kubischen Kegeln

1. Es werde jetzt die Môglichkeit angenommen, dafi auBer den sechs

Kegeln des vorhergehenden Falles noch ein siebenter Kegel mit der Spitze
V1 existiere, die auflerhalb der Ebene a der andern sechs Spitzen
V1... V6 liège. Die Gerade /, auf welcher Vv V2, V3 liegen, bestimmt mit
V7 eine Ebene ft, in der zwei weitere Spitzen V% und VQ von durch CQ

gehenden Kegeln sind, so daB ihre Spitzen das Vierseit / Vv V2, F3,
k Vv V7, V8, h V2, Vv V9, m V3, Vs, VQ bilden. Die Gerade

g Vv V4, V6 bestimmt mit k eine Ebene y, in welcher Vv V% und

VQ, V7 sich in einem Punkte V10, der Spitze eines zehnten durch C6

gehenden Kegels schneiden. Aber nach der Konstruktion liegt V10 auf

F5, F9, so daB also aile zehn Ecken oder Spitzen als Schnittpunkte des

Fûnfflachs a {V,, Vv Ve), fi (F7, Vv V,), y (Vé,V5,V10), ô (F5, Vv V10),
e (V4, VQ, V10) erscheinen. In jeder der zehn Diagonalebenen, z. B. V10l,
liegen die Spitzen von vier Kegeln Kv K2, K^ Klo, und keine andern.
Zu demselben Résultat gelangt man, wenn V7 so angenommen wird, daB

es mit Vv V2> V\ die Spitzen von nur vier durch C6 gehenden Kegeln
bildet. Die Annahme eines 11. Kegels wûrde zu einer Reihe von Fiïnf-

*) Some géométrie applications of symmetric substitution groups.
The American Journal of Mathematics, Vol. XLV (1923), pp. 192—207.

11



flachen mit der obigen Eigenschaft und so auf kubische Kegel mit mehr
als drei reellen Wendeerzeugenden fuhren, was unmôglich ist.

DaB der Fall von zehn kubischen Kegeln durch eine C6 existiert, so

dafi die zehn Spitzen die Ecken eines Fûnfflachs sind, ergibt sich sofort
aus der Betrachtung der Kollineationsgruppe G120 von fûnf Variablen

x«,..., x~f wobei x- =— (x, 4- x9 4- a\ 4- XÀ) angenommen wird. Wie
5 5 5

oben, sind 0i J£xt-, 02 ]£XiXk, 0$ J£*ixkXj elementar sym-

symmetrische Funktionen. Als quadratische und kubische Flachen in S4

hat man

Da aber (P1 o, so reduzieren sich dièse auf Sz projiziert auf

Q z=02z==X

Dièse F3 ist als Diagonalflâche von Clebsch bekannt. Q und F3 schnei-
den sich in einer C6 vom Geschlecht vier, die in der Gruppe G120 invariant

ist. Unter dieser befinden sich zehn perspektivische Involutionen
(i k) mit Zentrum Vik und Axialebene xt- — xk o. Die Vik sind somit
Spitzen von kubischen Kegeln, auf welchen C6 liegt. Sie entsprechen ge-
nau den Verhâltnissen der oben gefundenen Môglichkeit von io Kegeln.
Das in Rede stehende Funffiach ist hier x1 o, x2 o, jr3 o, x4 o,

xi + X2 + xs + *é ° •

Satz 9. Beûndet sich eine C6 (p 4) auf zehn kubischen Kegeln, so

bilden ihre Spitzen die zehn Ecken eines Filnfflachs. Eine solche C6 ist
invariant in einer der symmetrischen Kollineationsgtuppe von funf
Variablen isomorphen Kollineationsgruppe G120.

§ 8. Die 120 Tritangentialebenen der C6 auf zehn kubischen Kegeln

Man betrachte die drei kubischen Kegel Kv K2, KBf deren Spitzen

Vv V2, F3 auf / collinear sind. Die Polarebenen derselben mit Bezug
auf Q seien wieder sv s2, s3, dann sind K2, Kz entsprechend in der Invo-
lution (Vv sx) u. s. w. Von / lassen sich sechs Tangentialebenen an Kx
legen, die wegen den Involutionseigenschaften auch den Kegeln K2 und
K% gemeinsam sind. Die drei Kegel beriihren sich somit sechsmal in
einem Tripel, was zu sechs Tritangentiaîebenen des C6 fûhrt, Zwei Kegel
wie K2 und Kz schneiden sich in einer Kurve 9. Ordnung, die sich aus

12



C6 und einer ebenen C3 zusammensetzt. Die Schnittpunkte von C3 und C6

fallen mit Punkten der soeben erwàhnten Tripel zusammen. Dieselben
Verhàltnisse wiederholen sich fur jede der ùbrigen neun Seiten des Fûnf-
flachs. Man erhâlt also aus dieser Quelle 60 Tritangentialebenen. Jede

Spitze V. ist gemeinsam zu drei Tripeln von Kegeln mit kollinearen
Spitzen. Sei t die Berûhrungserzeugende einer der Tritangentialebenen
mit Kv Durch t kann man noch vier Tangentialebenen an K1 ziehen, die
zugleich Tritangentialebenen von C6 sind. Aber drei davon sind schon

unter den obigen sechzig enthalten. Durch jede der 60 Berùhrungserzeu-
genden geht also noch eine weitere Tritangentialebene. Somit ergibt sich

Satz 10» Beûndet sich eine CQ (p — 4) auf zehn kubischen Kegeln,
deren Spitzen die Ecken eines vollstàndigen Fùnfftachs sind, so gehen
durch jede der zehn Seiten des Fïinfflachs sechs Tritangentialebenen.
Durch jede der sechzig Berùhrungskanten derselben mit den entsprechen-
den Kegeln geht noch eine weitere Tritangentialebene. Die ganze Konfi-
guration wird durch die Kollineationsgruppe G120 beherrscht.

(Eingegangen den 23. Februar 1934.)
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