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Sur l'unicité du développement d’une fonction
en série de fonctions de Bessel

par V. JuNOD, Zurich

Le probléme- d’unicité pour les séries des fonctions de Bessel d’ordre
zéro a déja été traité par C. Arnold') et M. Plancherel?). Nous nous
proposons, dans ce travail, de le traiter pour les séries de fonctions de

Bessel d’ordre v = -— 1, c’est-a-dire pour les séries de la forme:

Eman Jv ()\nx)
ou : =
P 2 x*
Sy () = 2v F(v~}~l)[1 _2(2v—{-2)+ 2-4(2v-+2) (2v—{—4)_"']'

Jy (¥) est une solution de I'équation différentielle de Bessel:

a* d
x%’; —+—x;,%-—|—(x2—v’)y:0.

\, désigne la »'*m¢ racine positive de I'équation:

(1) j-ff- J, (x) + J, (#) = o.

H est une constante.

Nous serons naturellement conduits a distinguer le cas particulier ou
H — oco. Nous ne spécifierons rien tant que les propriétés dont nous
aurons a parler seront communes aux deux cas.

Les formules:

1
fov()\mx)Jv()\,,x)dx:o n == m
0

et
1

\ . A=W M) AT ()T
(2) ;)f x ) (A, ¥)dx = N =

1) Arnold: loc. cit.
2) Plancherel: loc. cit. 2.
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montrent que les fonctions VN, » J, (A, ) forment un systéme de fonc-
tions orthogonales, normées dans lintervalle (o, 1).

Nous appellerons conséquemment #me coefficient de Bessel d'une
fonction f (x), x#'*Y f (x) étant supposée intégrable, la quantité:

a,,:—:.N,,fxf(x) Jy (A, %) dx.

”n==0o0

La série Xa, J, (\, %), @, ayant la valeur indiquée sera la série de

n—1

Bessel de la fonction f(x), et /(x) sa fonction génératrice.

Notons que le systéme orthogonal Vx J, (A, z) nest pas fermé si
1+v
H -+ vyZo. Pour le fermer il faut y adjoindre x 2 lorsque A+ v =0

et Vx I, (A x) si H+v < o, I, (x) désignant la fonction e="/#mi J, (x £thmé)
et + 7), les deux racines imaginaires que posséde I’équation (1) dans
ce cas.

Il sera donc nécessaire dans ces cas de faire précéder la série d'un
terme initial, a savoir de:

Cix¥, st H+v=o0,
de

Czjv ()\ox)) si H+V<O’

C, et C, étant des constantes qui se déterminent comme les a, .

Nous supposerons dans notre travail que A - v > 0; les autres cas
ne nécessiteraient que des transformations insignifiantes que nous indi-
querons en note.

Remarques: 1. Dans le cas particulier ou A = oo,

AI/” prend la forme
plus simple:

I ()

N, 2 )

2. Nous réserverons la dénomination: série de Bessel 3 une série
7= Q0
possédant une fonction génératrice. Une série quelconque 2 a, J, (A, %)

7 =1

sera appelée série de fonctions de Bessel.
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Chapitre |

§ 1. Ordre de grandeur des coefficients de Bessel d'une fonction

Théoveme I: Si x'1+s f(x) est intégrable dans (0, 1) on a lzm % —o

1/z+s
oLsZv 445 v>—19).

Pour la démonstration nous faisons intervenir la formule asymptotique :

(4) Jy (x) = \/;—%—; cos [x—(v —{—%) —721] ~+0 <|x|”%> 9

et la formule:

A

(5) - :(*;—V—{—ov+ )_I_ +oc(7z)

. I /
ou ¢, est un entier fixe et a(#) de la forme: ¢ + —a, (#), ¢ étant une
7

constante et q, () une fonction bornée de 7.
Une conséquence immédiate de la formule (5) est que:

(©) N, = 0(\,) = O (n).

Nous avons:

a, = N, fx f(x) v (A, x) dx

|a,| = O]J\nfx f(x) Iy (A, x) dx| =

1

= O |a}* [ &+ (@) O 202, (n 2)

0

Le théoreme sera évidemment démontré si nous arrivons a prouver que

1

J = lf:c‘/“’ ts (@) N, 2x)e—5T, (A, x)dx

0
tend vers zéro lorsque 7 —- oo.

3) Watson: loc. cit. p. 77 et 597.
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A cet effet posons A, xr = E. Le facteur §'2—= J, () reste borné autour

I
de &€ = o car J, (§) se comporte comme & et s <Zv —{——5—. Décomposons :

1

J = [wneeragn-ag, @a

0

Il résulte de l'intégrabilité de x'2+s f(x) que J, tend vers zéro avec g,
d’'une facon plus précise: étant donné un ¢§ arbitrairement petit, nous
pouvons déterminer un ¢ (J) tel que |J,| < J. Quant a J, le point O
étant exclu de lintervalle d’intégration, nous pourrons I'étudier en y
remplagant J, () par la formule asymtotique (4), puisque & tend vers l'infini

I\ , . s
avec », Le facteur de cos [E — (v -~ 7)—;5] étant intégrable, le lemme

de Riemann-Lebesgue*) nous montrera que lim J, — 0. Autrement

n=—00
dit, a partir d’'une certaine valeur N (¢, J) nous aurons |J,| < J, d’ou:
| J| < 2 0. Indiquons quelques cas particuliers de ce théoreme qui nous
serons utiles dans la suite:

I
Prenant s = -+ v,0u s =—, vy > 0 ou s = O nous obtenons:

I
2

. o . a, !
Ia Sz 2\ f(x) est intégrable dans (0,1) on ‘Z-'i‘__?;”lw: ¢ <V—>——— ?)

Ib Siv >0 et sz 2%V f(x) est entégrable dans (0,1) on a: lim % e o,

n=c N
Ic S¢ Vx f(x) est intégrable dans (0,1) on a: lim e — o,

n=—o0 Vﬂ

§ 2. Le paramétre généralisé de Beltrami sur le cone

Nous verrons plus loin que les fonctions J, (x) sont en relation étroite
avec le probléeme de lintégration de I’équation 4 # -+ X # — o sur la

. . 25 - .
surface du cone de révolution d’ouverture ——, 4x désignant le parametre
v

de Beltrami du 2i®me ordre de cette surface.

4) Lebesgue: Loc. cit. p. 61.
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Se donner une fonction continue uniforme d’un point de la surface du
” . 2n :
cone de révolution d’ouverture — revient, en développant la surface sur
v
un plan et en introduisant des coordonnées polaires (», ¢) ayant comme
poOle le point du plan correspondant au sommet du coOne, 4 se donner
une fonction continue f (», ¢) non nécessairement uniforme dans le plan,

. . . 3 2 \ :
mais ayant relativement a ¢ la perlode-viz . Le parametre de Beltrami 4«

sur le cone n’est autre que le laplacien dans le plan. Nous pourrons donc
définir le parametre généralisé de Beltrami sur le cone, en y transposant
la définition du laplacien généralisé dans le plan.’) Soient (», @), (»', @')
deux points, w leur distance. Formons la différence:

T 2a
W=,

7) 570 9) = 5oy [1079) & —F ()

entre la valeur moyenne de la fonction sur le cercle de centre (r, ¢)
et de rayon % et la valeur au centre. Dans cette expression Js’ re-
présente 1’élément d’arc au point (»’, ¢') du cercle.

Les limites supérieures et inférieures du quotient

&—A%téﬁﬂlorsque i

tend vers zéro, seront des nombres finis ou infinis que nous appellerons
les parametres généralisés supérieur et inférieur de Beltrami de [ (7, o).
Nous les désignerons par:

7 fir, g) = Im 21009
A=0
(8)
£ flryg) = lim $2770 9 ;];(r’ !
pmry
Dans le cas de leur égalité nous appellerons leur valeur commune «para-
metre généralisé de Beltrami» de f(r, ¢) et la désignerons par 4* f(7, ¢).
La raison de cette dénomination sera bientot évidente. Considérons en
particulier une fonction de la forme: f(r) - cos v ¢ nous avons:

45 (f(7) cos v ) Iai—sz(r’) cosy ¢’ ds' — f(r)-cos v e.

==}

5) Plancherel 1 et 2.
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Soient P le point de coordonnées (7, ¢), ou centre du cercle, ' celui
de coordonnées (»', ¢') et O le point correspondant au sommet du cone.
Nous désignerons par y l'angle ¢’—¢ et par J l'angle formé par les

. . — —
deux directions OF et PP'. Nous aurons:

4, (f(7) cos v ¢) = cosvcp[al—y—tff(r') cosvydd — f(r)]

sm V(p

ff(r ) sinvy dd.

La valeur de cette expression pour ¢ — O sera ce que nous entendrons
par 4, f(7), autrement dit:

© 470) =[5 GO cosv )| _ =5 [ £6) cosvypas— 76

4 sz()

Les limites supérieure et inférieure du quotient —=——* seront des nombres

finis ou infinis que nous appellerons les parametres généralisés supérieur

et inférieur de Beltrami de f(r) et que nous désignerons par 4* f(r)
et 4* f(r). Dans le cas ou ces limites sont égales leur valeur commune

est le «parametre généralisé de Beltrami» de f(r) que nous désignerons
par 4* f(7).

Ces expressions joueront dans notre travail le réle qu’ont joué la dé-
rivée seconde généralisée et les paramétres généralisés de Beltrami sur
la sphére dans I'étude des séries trigonométriques et des séries de po-
lyndémes de Legendre. L’analogie se montrera clairement dans les propriétés
d’extremum de ce paramétre que nous indiquerons 1 la fin de ce paragraphe
et dans les propriétés de convexité qui interviendront dans les premiers
théorémes du chapitre II.

Théoreme II: Sz la fonction [(r, @) posséde une difféventielle totale
seconde au point (v, o), 4™ [(r, @) existe en ce point et y est égale au
laplacien 4 f(r, @)

Supposons le cone développé et introduisons des coordonnées carté-
siennes. Pour les points du cercle suivant lequel nous devons intégrer
pour obtenir 4, f(x, y) nous avons x — x,== /% cos 0, ¥ — ¥, = & sin
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% étant le rayon du cercle et § ayant la méme signification que dans
la formule 9. Dés lors:

f@9) = uwwwhw mm+m5fmm]

2

-+ f’[cos 0 2f(zq,,y@—}—?.sxn 5cos§ zf (xo,_'yo)—§—sm 66 2(—‘60,}’0)]
+ 2 e

ou ¢ tend uniformément vers zéro avec 4. Un calcul élémentaire fournit
alors:

4* f(xo, 7o) = [6’f+ 5;]; ,

ou en coordonnées polaires:

2

c/
\H

£ g =L 4 L L9 c. q. £ d.

Q
(]

4

Corollazre: En tout point r 250, 00 [ (r) posséde une dévivée seconde,
A* f(r) existe et est égal &:

1 2

a4’
(10) 3;‘2[+ —

P

V&
YN

v
!

Application aux fonctions de Bessel

Une transformation simple de I'équation différentielle de Bessel montre
que:

y TR ARG Ve g,

d’out d’aprés le corollaire du théoréeme II
(I Ibis) A* Jv ()\r) — )\2 Jv (lr).

Nous pouvons obtenir ce résultat d’une mani¢re différente qui nous four-
nira en méme temps une formule nouvelle et tres utile dans la suite en
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remarquant que d’aprés la formule (11) la fonction » — J, (\») cos v ¢
est une solution de I’équation aux dérivées partielles:

Au—l—)\gu - O.

Par définition:

A* J, () = lim 42 {v W) o4 A (kr)zCOS v @)lp=o
r=0 k =0 Y/

or:

Ay [Jy (W) cos v @] = Egt—i&f.f,, (M"Y cos v ¢’ ds" — J, (A7) cos v o.

w=4

Une généralisation connue de la formule de la moyenne aux solutions
de I'équation Az -+ £* « — 0°) montre que le premier terme du second
membre est égal a J, (\») cos v ¢ - J, (A2). Dés lors:

Ay [Jy (\r) cos v @] = J, (A7) cos v ¢ [J, (Mz) — 1]

(12)
A [Ty O] = Jy ) [Js (M2) — 1.

2 72
Par suite, puisque J, (A\2) — 1 —= — }‘Z}j -+ ... nous retrouvons:
A* Jv ()\7) p—— )\2 Jv (7\7’).

On établirait de méme que
A* I, W) = N [, (A7)

formule qui sera utile dans le cas ou dans I’équation (1) A -} v serait négatif.

Des définitions données résulte que si f(#, ¢) a un maximum au point
(7o» 90)s As (705 o) €St pour % suffisamment petit = o. (Il serait = o dans
le cas d’'un minimum.) Si A* f(», ¢,) existe, il sera = o dans le cas du
maximum, = O dans le cas du minimum. Si nous savons de f(r) qu’elle
passe par un maximum en un point 7,, /() cos v ¢ passera par un maximum
en un point (r,, 0) et nous pourrons assurer, d’aprés ce qui précéde que

A* () = o. De méme si f(#)est minimum en »,, A* 7(r,) = o.

®) voir p. ex. pour cette généralisation de la formule de la moyenne de Gauss: F. Pockels:
Ueber die partielle Differentialgleichung Aw-k2u =0 (Teubner 1891)
pP. 217, formule 66.
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n—oo
§ 3. La série associée a la série 3 anJ, (An7)
n=1

Nous laissant guider par la définition de Riemann dans le cas des séries
trigonométriques et par celle de M. Plancherel dans le cas des séries
de polynémes de Legendre, nous définirons, a cause de ’équation (11 bis),
comme série associée de:

2 ay Jy (A, 7)

n=1

la série: F(r) =— —5 (A7)

si dans I'’équation (1) Z +v=0.7)
Nous allons étudier les propriétés de cette série associée en faisant
sur a, les hypotheses:

I. 2> ':;‘/J converge
ou 2. lim 2 —o.

Vn

Pour » 20 J, (A, 7) est de l'ordre de ! 2. |

——. Par conséquent si 3 '—
Vn e
verge la série associée converge absolument pour o < » <1, La con-
vergence est uniforme dans tout intervalle tel que 0o << », <Zr 1. F (7)
est donc continue pour o < » <L 1.

n=0om 2
De plus:’il ]\;,, [‘;:] (voir pour

con-

1
N,

les formules (2)) converge puisque

oo 2 —
P ’—23”/—2 converge. D’aprés le théoréme de Riesz-Fischer, V7 F (#) est de
n==1

carré sommable dans (o, 1) et:

1
I Ap

wr ) TEO Boun=— 75

7) Dans le cas H+4 v < o il faudrait prendre comme série associée
¢, Iv (A, 7) = q,Jy (&, 7)
T e 2 [ S <

¢, ayant la méme signification qu'a la page 2.

F(r)=

2
n=1 }‘n

o1



La série associée est alors une série de Bessel (la somme est la fonc-
tion génératrice).

C e Oy
Si lim 7n — O, nous pouvons, pour v >0, assurer encore la conver-
7

gence de la série associée pour » — O en nous basant sur ce que J, (A, 7)
est bornée et de plus énoncer (quelque soit v) le théoréme suivant:

Théoréeme II1: Sz lim —‘l;": — 0 et sz lim éﬁ_%i_(fﬂ =0 sauf peut-étre
n=—o0 Y7 n=—0
pour v = 0, on a en tout point de convergence de 5 @y Jy (N 7):

n=—1

A* F(r) = S’tz,, Jy (A, 7).

n==1

A cause de l'uniformité de la convergence nous pouvons écrire:

n=quow

M F () = — 2 5% M [y 0 7,
ou d’apres la formule (12):
M =2 {f'—;—J,, On 7) [1 — Jo (s )]

Nous devons montrer que pour 7 %0

lim 3 ay J, (O, ) LT0 A B
h=0 n=1 }\” /Z

o

et que lorsque 2 a,J, (Ax 7) converge:

n=1

— ) 5T
n=1

lim Y 42, Jy (A7) >

h=0 n=—1 A\ A

En vertu de la formule (4) et de 'hypothése lim g o, a, Jy (A, 7) tend

n=—=00 ”

7 I
vers zero avec —.
”

92



Il nous suffira donc pour établir la premic¢re proposition de montrer que

n=—00 I"‘—‘Jo()\n }l)|

R(ﬁ):§ 7 |

est une fonction bornée de % dans le voisinage de Z —o.

Pour la seconde, nous reconnaissons en appliquant au premier membre
la transformation d’Abel qu’il suffit d’établir que:

"l —J (A I — Jo(\uyr 2
S(}l): 2 )\nz/(zz ) - )\20+(1 /L:l )

n=1

est une fonction bornée de /% dans le voisinage de Z = o.

Ces deux expressions sont les mémes que celles qui se sont présen-
tées dans I’étude des développements de fonctions en séries de fonctions
de Bessel d’ordre zéro faite par M. Arnold. La seule différence est que,
dans les calculs de M. Arnold, A, désigne les racines de J, (¥) = 0 au
lieu de celles de I'équation (1). En réalité ces racines se répartissent, a
peu de chose prés, de la méme maniére. Nous pourrions répéter mot par
mot les calculs de M. Arnold et c’est pourquoi nous nous permettons
de renvoyer a sa these.

Le théoréme précédent présente une analogie compléte avec un théo-
réeme classique de Riemann sur les séries trigonométriques.

Théoréme IV : Soit a,(n =1, 2, 3, ...) une suzte quelconque de nombres

37l
tels que: D) 2

n=1 ”5/ .

converge et sotent S, (v), 0, (), F(r) les fonctions:

p=n
S, (7) =£ as Jy (As 7)

S-S+ S+ ... S,

O, () = .
ﬁxﬂ::-gg.g%J;Qnﬂ.
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Il existe une constante M indépendante de r, telle que pour 0 < r < 1
|A* F ()| £ M1im |0, ()]
| A* F ()| < M Tim |0, ()].

Nous pouvons nous borner a démontrer le théoréeme dans le cas ou

lim | o, (#)| est finie au point 7. » étant intérieur 2 (0, 1) on peut prendre

& assez petit pour que la série /' (r) converge uniformément sur le petit

cercle de rayon /%, de centre (r, 0) et pouvoir intégrer terme a terme.
Nous aurons alors:

7n=—00

AL F(r) =— 2 A Ty (M, 7)
n—=1 }\
40, F() ST 1—Jy(?)
TE =4, w0 =
. 42 n O',, (7’) [I —_— .{0 2(}\ }l) 5 I — J02(A,,+1 k) + I — Jo (}\,,+2 ;l)]
n=1 n+1 n+2

Décomposons la somme au second membre en:

n=m
.o+ 3.
n=—1 n=m-+1

Lorsque /% tend vers zéro I’expression

1= S Oul) 1= Joush) | 1 —Jo(nra )

Zy (/Z) = )\3‘ 2 - )\’2‘+1 72 + )\’2‘__—2 FA

tend vers zéro et pour m fixe la premiére somme tend vers zéro. Nous
avons par conséquent quelque soit z:

N FE(P)=1lm 3 n0,()4 (%)

A2=0 n=m+1

(ainsi qu’'une méme relation pour A* F (») avec lim au second membre.)
Tout revient a montrer que I'expression

TUy= 3n|t,(h)|

n=1
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est une fonction bornée dans 0 < 2 <1, car si M est la borne supérieure
de cette fonction dans 0 <</ < 1, m pouvant étre pris aussi grand qu'on
le veut, on aura:

|A* F(r)| L M lim |0, ()|
et pareillement

|A* F ()| £ M 1im |6, (7)]

ce qui démontre le théoréme.

Etude de T (h)

L’étude de 7 (%) ne présente des difficultés qu’au voisinage de 2 = 0;
nous allons maintenant montrer que cette fonction reste bornée pour les
petites valeurs de Z%.

Nous nous appuierons constamment dans cette étude sur des proprié-
tés des racines A, de I'équation (1). Toutes ces propriétés se déduisent
immédiatement de la formule asymptotique de A, (formule 5).

Nous allons d’abord nous demander quand le signe «valeur absolues
qui figure dans la somme définissant 7 (%) est superflu. Rappelons a cet
effet, qu’on appelle dérivée seconde généralisée d’une fonction f(x) la
limite pour @ == 0 du rapport:

Nf _feta)+fE—a—2/F)

a a

toutes les fois qu’elle existe. Quand la dérivée seconde ordinaire existe,
la dérivée seconde généralisée existe et lui est égale. De plus + — q,
x -+ a étant supposés contenus dans un intervalle ou la dérivée seconde

A* f

généralisée ¢ existe, le rapport —-est compris entre les limites inférieure
o

et supérieure de ¢ dans cet intervalle.
¢, (%) peut s’ecrire:

P — Jo(.)fl‘_—’:_}l‘_ﬂ /z)

1—J(hA) , I —=Jy(As42”)
A 72 <)\n = )\n+2)2/Zz hpgo /2
2
I — Jo (M k)
_+_ 2 2 . I— Jo(}\n-{-l}l)
Aot Mag2)® o, A1
5
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, le second qu'un ac-

I —-x{o (x))

Le premier crochet n’étant autre que A’ (

croissement ordinaire de la méme fonction, nous pouvons assurer d’apres
ce qui précéde que le signe cvaleur absolue» est superflu sitdt que A, 4,

Aﬂ'+~kn+%
2

Ao+1 %, N,y2/, et par conséquent /2, sont contenus dans un inter-

valle ou:

2o () e g ()

ont un méme signe constant. Or,

_c_i_(l——.fo(x))__-——-.zx + ]
dx £° T2t g? [ 2. 6z 2. 6”8’

est certainement négatif pour o < x < V12 et

d? I—Jo(x)____—z[l__3-4x’+5-6x* ]
dﬁ( P )"—2’4” 2.6 ' 2.6°8 "7

est certainement aussi pour 0 £ » = V6; A fortiori, tant que A, 72
< 1, les termes de notre série seront négatifs et le signe «valeur absolue»
sera superflu.

Soit, pour une valeur fixe de 4%, (%) le nombre entier tel que:

I
Mpre 5 <Dpts-

De ces inégalités et de la formule (5) résulte, d’'une part que le produit
&p est borné, d’autre part qu’il est supérieur a une constante positive.
Décomposons :

”n==00

I'(%) —-Z”l&‘ (/Z)I—Z”ll‘ (’l)l+2ﬂll‘ ()|

nous aurons:

n=g n=p

=2n|aB|=—2Znt, ()=

= 2 [I —JoQp1) 1—J, (k,+2k)]

W 7 Wte /7
__[1 — LB -—Jo(xmﬁ)]
N 7 Ny 2



ou la seconde parenthese tendant vers zéro avec %, est bornée dans le
voisinage de %2 = o.

Quant a la premiere, nous I'écrirons sous la forme :

Jo Mpa2 ) — Jo(Apy1 /) 1 — Jy (Mt /) [ r __I___]
? N /2 T2 7 o el
Or J,' () = — J, (x) est bornée (| J,’ ()| < 1)%). Pas conséquent:

Jop2 ) — Jo M1 2) | < | (Apy2 — Ap31) 2|, 7 étant quelconque. D’autre
part:

Apyz — Mgy = O (1)

Jo (Apr2 /) — Jo (Ap41 /Z)’ < Pk
}\}-{-1 VA )\}?-H ‘3

a désignant une constante. Le second membre de cette inégalité est
borné d’apres ce que nous avons dit en définissant le nombre .

La quantité: p L= 9’ +2 7] [ : - : ]est plus petite ou égale a:
4 Mt Mis

20 M2 — M

7 )\;+1 )\;+2 car }JO ()‘P+2 /Z)Ié I oLk L1.

Du moment que Aj;2 — Aj41 = O (@), ce terme se comportera comme

I . 7 ’ ’

1—)2—/;5; il est par conséquent borné. S, est borné.
oo

Il ne nous reste qu'a étudier: 3 7 |4, (4)| =
2+1

oo

1 2 Jo >\n k . JQ )\” }l I JO )\n k
::—}EZP ( +1 ) )\(2 ) ( +2 )
41 ”

01— Jo Gones D] [ — o= + 1]

2 2
)\n n+1 n+2

+ [Jo (a2 £) — Jo (g 2)] [{-._ I ]

8) Watson loc. cit. p. 31, formule (5).



.

15 1200 Cosi B) = Jo () — Jo Onaa )|
p+1

i A
2
2n|1 Jy (1 -
p-f-l n+1 }\n+2

_l—_'I—2 2|J0 (}\n-}-2/7)'—"]0 ()\,,+1k)|72(—-—2— r” ):S2+S3+S4
% =1 )\n }\n+2

Nous allons montrer que ces différentes sommes sont bornées. Avant
(e 10 I

d’étudier .S, remarquons que J,” () = — J,' (x) = ~———é—[.]0 (x) — J; ()]

est bornée et séparons S, en:

@

= 2l Jo 0B — 2 g Ouas 1)+ . O 1)

o 72
=P

Jo O 7)) — 2 J, (L*"TU—?/;) T, e /1,)'

2 o]
+/z};%’:)\

Jo()\n+1/5)_']o(n+}\n+2 I*S —i—S”

. ”n }\n / /
L’expression Jy (A, 2) — 2 J, (-)\-—j—Tﬁ /z) —~+ Jo (A42 %) étant le numéra-
teur du rapport servant a définir la dérivée seconde généralisée de

Aﬂ )\n / \ . .
Jq (—+—2~ﬁ /z) le «théoréeme des accroissements finis» (pour cette

dérivée seconde) et les formules (4) et (5) nous permettent d’affirmer

. I 5 . p .
que si ——= 3’ I est bornée S, le sera également. Or, pour évaluer
8
7 331 N2
0 o0
X 13 nous n'avons (formule (6)) qua étudier 3’ qui est inférieure
21 A2 G 7P
. ¥ dr 3
YT,
g ?
S, sera donc inférieure a ——, 4 désignant une constante. .S,’, par

V

conséquent, est bornée. Nous pouvons suivre, pour .S,” un raisonnement
identique en faisant intervenir avec la formule (5), le théoreme des ac-
croissements finis ordinaire. S,” ez par suite S, sont bornées pour I petit.

9) Watson loc, cit. p. 31, formule (5).
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Etude de S;

Nous avons |J, (A,+1/%)| < 1 d'our:

2 ¢ I 2 1
Sy £ o Z n -
— 7 i At Mt Aoye
__ 2 2001 " M2 A1 — 2 A5 Aiye —I— 1S4
7 3T Ao Amat Aye

D’apres la formule (6) A2 A2y1—2A2A 2+ A2 A2y1 = O(#%) ce qui

\ L 4 \ & I
ramene J'étude de S; a celle de 2;23- Or:
p+1

21 —2p

&1 R dr I
<)%=
2

\ ¢ 4 ; .
d’ou: S, < R ¢ étant une constante S, esz donc bornée pour h petit.

L’étude de S, ne présente maintenant plus aucune difficulté si I'on

: . I I
estime J, (A, +2 %) — J, (A,,+1 #) comme on I'a fait pour S, et » <)\—’— - )
”n n+t1
comme pour S;. On arrive ainsi a montrer que .S, est bornée dans le
voisinage de Z = o.

Notre proposition est établie.

Chapitre i

§ 1. Fonctions harmoniques et corde harmonique d'un arc de courbe

Nous dirons d'une fonction f(», ¢) qu'elle est karmonique dans un
. A zﬂ 7 7 .
domaine du cone d’ouverture — et de génératrice de longueur I, ne
v

contenant pas le sommet du cone a son intérieur, lorsqu’elle possede
une différentielle totale seconde en tout point intérieur du domaine et
y vérifie I'équation:

2

=7

N
o
N

¥ f

¢

|

+ %

(4 (4

|

— O.

1
2"}_7

(=)
(=%
(=%

7
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La valeur moyenne. d’une telle fonction sur un petit cercle est égale a
la valeur au centre d’ou A, / (7, ) = O pour % suffisamment petit.

Si une fonction f () posséde dans 0 << a<L x < b1 une dérivée
seconde et y satisfait a ’équation:

dtf 1 df v B
inr Ty a, =0

[ (#) cos v sera une fonction harmonique du cone et aura les propriétés
que nous venons d’énoncer. A, f(#) sera nul pour % suffisamment petit.

Nous appellerons fonction harmonique'®) dans un intervalle 0 < a<» < b
toute fonction # () satisfaisant a l'intérieur de cet intervalle a '’équation:

d?u 1 du y2
(14) T T AT

Une telle fonction sera donc de la forme ¢, #¥ + ¢, V.

Par corde harmonique de l'arc (a, ) (0 <a < b 1) de la courbe
y=—=F(r) nous entendons l’arc de courbe de y — «(») donné par la
fonction harmonique qui pour » —a et » — & a les mémes valeurs que
F (7).

Deux fonctions harmoniques #, (») et #, (») qui sont égales en un point
a intérieur a l'intervalle (0, 1) ont une différence #, () — #, (») qui est
une fonction monotone de 7. Il est en effet élémentaire d’établir que:

u () —ws (r) = [ (@) — ' (@)] a[aV 7’ —a ] 517

est une fonction monotone croissante si #,’ (@) > #,’ (a) décroissante dans
le cas contraire. Par conséquent si deux arcs y, =75, (), y. = I, (»)
0Lr L6, 0 < a<< b < 1) ontla méme extrémité gauche 7, (@) = 7, (a),
mais n’ont pas la méme extrémité droite, leurs cordes harmoniques #, (7),
s () Nauront qu'un seul point commun. Si par exemple F, (6 > F, (5)
on aura #,(r) > #, (») pour » > a et u, () < u; (#) pour » < a. Plus
généralement si les deux arcs de courbes sont tels que 7, (a) > 7, (a)
et 7, (6) > F, (), leurs cordes harmoniques seront telles que %, (») > #, (#)
pour a < » £ 0.

10) La signification habituelle du mot harmonique est différente. Il n’y aura cependant pas
risque de confusion.
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Ces propriétés rappellent celles des cordes, (au sens ordinaire du mot),
d’'un arc de courbe d’ou cette dénomination de «cordes harmoniquess.
Cette analogie s’étend aux propriétés de convexité ou concavité. Un arc
de courbe est dit convexe ou concave, suivant que chaque portion de
cet arc est situé au dessus ou en dessous de sa corde. La corde d’un
arc (a, 6) d’'une courbe y = F (») est la solution de l’équation%—:o
qui pour » = a et » =& a les mémes valeurs que F (r). L’étude de la
convexité se ramene a celle de la dérivée seconde.

Dans les travaux de J. de la Vallée Poussin sur les séries trigonomé-
triques et dans ceux de M. Plancherel sur les séries de polyndémes de
Legendre ces propriétés jouent un réle prépondérant. Les théoreémes
établis dans le premier chapitre de ce travail nous ayant déja indiqué
que le parametre généralisé de Beltrami doit jouer dans l'é¢tude des
séries de fonctions de Bessel le méme role que la dérivée seconde dans
I'étude des séries trigonométriques, l'introduction de ces cordes harmo-
niques était tout indiquée.

Introduisons maintenant pour poursuivre I’analogie, au lieu de la con-
vexité habituelle, que nous pourrions appeler convzexité par rapport aux
cordes ordinaires ou aux solutions de I’équation v = O, une convexité

dzt

par rapport aux cordes harmoniques ou aux solutions de I’équation (14).
Il est a prévoir que I'étude de cette «convexité» se ramenera a celle du
parameétre généralisé de Beltrami comme celle de la convexité ordinaire
se ramenait 2 examen de la dérivée seconde, Cest ce que montreront
les théorémes suivants que nous énoncerons sans démonstration car nous
n’aurions qu'a répéter presque mot pour mot les démonstrations données
par M. Plancherel dans ses mémoires sur les polyndmes de Legendre:

Théoréme I: St F(x) est continue dans Uintervalle a<r <b(a>05b6<1)

et sz en chaque point de a < r < b, F* > 0 alors, dans cet tntervalle
tout arc de la courbe y — F () est situé en dessous de sa covde harmonique.
(Au contrazre, il serait au-dessus, si A* F était négatif.)

Lemme [: St F (r) est continue au point r,, (0 < r,<<1), et sz la fonction
harmonique u(r) est telle que u(r,) = F(r,), de plus si dans un voisinage
(r.—e 7 L) der,ona F(r) > u(r) (respectivement F(r) < u(r))
alors:

A* F(r) >0 A*F(r) < o.

Théoréme II: Si F(r) est continue dans I’intervalle a = v < b, (a > 0,
b Z 1) et si dans cet intervalle aucun arc de la courbe y = F(r) n'a de
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point au-dessus (en dessous) de sa covde harmonique alors, un arvc quel-
conque de la courbe, s’il ne coincide pas avec sa corde harmonique est en
dessous (au-dessus) de cette covde et la courbe n'a en commun avec elle
que les extrémités.

De plus en tout point intérieur de (a, b) nous aurons F* > 0 dans la

premiéve suposttion et N* I < 0 dans la seconde.

§ 2. Tangentes harmoniques. La condition K.

Nous disons que la courbe y —= F'(») possede au point » — « une tangente
harmonique a droite y =« (») (2 gauche y=u__(»)) lorsque #,(») (u_(»))
est la limite unique de la corde harmonique de l'arc (2, 8) de la courbe
quand £ tend vers o + O, (¢ — 0).

Si nous calculons A, #(«) en supposant que /' (a) et F'_(«) existent et
soient finies nous obtenons:

. AL F I
lim _h___(fﬁ____: — [F1 (@) — F'_ (e)],
en d’autres termes:
Lorsque F(r) posséde une dérivée a droite et une dérivée a gauche,

toutes deux finies, la condition nécessaire et suffisante de leur égalité

. y: . . . . I
est que: lim —’}l-smt nulle en ce point, si ces dérivées sont différentes
h=0

on a A* F’— + oco. D’ailleurs limé’};f peut étre nulle sans que /' possede
A=0

des dérivées a droite et a gauche.

Nous appelons <condition K» la condition lhl_tg 7
dition K est certainement satisfaite en tout point o A* F et A* 7 sont
finis.

Lemme I1: Soit F(r) une fonction continue au point r, (0 < r, < 1)
et dans son voisinage. Sozent u,(r) et u,(r) deux [fonctions harmoniques

différentes ayant la méme valeur que F(r) au point r\. Si dans le voisinage
de v on a:

— 0. La con-

F(r) < uy(r) et F(r) < u, (7)
(ou  F(r) > u\(r) et F(r) > u, (7))

alors F(r) ne peut satisfairve a la condition K au point 7,.
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Lemme II1: Si la fonction continue F(v) vévifie la condition K au point
ry (0 <7, <1) 2l ne peut exister au plus qu'une seule fonction harmonique
u(») telle que:

u(ry) = F(r,) et que
u(r) = F(7) au vozsinage de r,
(on u(r) =< F(7)).

Théoreme I11: Soit F(r) une fonction continue dans intervalle a <~ r < b
(@ >0, b £ 1) et satisfaisant @ la condition K a lintévieur de cet inter-
valle. S'il y a des points de arc (a, b) de la courbe y — [ (r) au-dessus
(en dessous) de la covde harmonique de cet arc, 'ensemble des points de
Pintervalle (a, b) pour lesquels A* F(r) < o (A* F(#) > 0) a la puissance
du continu et contient un Sous-cnsemble parfazt.

Théoreme IV: Si F(r) est continue dans Uintervalle a = r < b
(0 <<a < bL) et satesfart a la condition K a intérieur de cet inter-
valle, Pensemble des points intérieurs de cet intervalle o A* F < ©
(A* £ > 0) est nul ou contient un sous-ensemble parfait.

Théoreme Vi Si F(r) possede une dérivée F'(v) continue dans l'intervalle
alr b(a>o0,b1) on aen tout pornt intérieur de cet intervalle :

By DP) — L P () £ W P B P2
= PO+ DF () — 5 F @)

D F'(r) et D F'(r) désignant les limites inférieure et supérieure de
F'(r-+k) — F'(r)
Vs

§ 3. Théoreme VI: Soit f(r) une fonction intégrable dans I'tntervalle
(@, b) (@ >0, b L 1), ¢ étant une quantité positive arbitvairement petite et
a un point quelconque de intervalle (a, b) on peut construzre:

a) Une fonction @, continue dans a =~ v < b et telle que dans cet inter-
valle:

lovsque It tend vers séro.

o c¥g¢d@——%{w412“%ﬂ®d§+-rwmjé”VﬁMﬂé&

2° en tout point de (@, §) ou f(») est finie:

»

DO,()> £O) -+ =2 [ao0 fo@r— e [0 g ar]

*
o
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b) Une fonction @, (v) continue dans a <~ r £ b telle que dans cet inter-
valle :

r

¢ —ez0,()—5 | &l—v/f(5>ds+r—<v+l>f e 7@ 2| <o

2° En tout point intérieur de (a, b) on f(r) est finie:
- I v
50,() < 7O +—[o—n 2 [amr 7o) ar —

-4

»

v 1) e f A+ £(5) dt].

Nous savons, en effet, déterminer une fonction continue ¢, (») par les
conditions:

oL () — [f@dELe  agrZ

2° En tout point intérieur de (e, ) ou f(») est finie:
D ¢ (r) > ().

Nous savons également déterminer une fonction continue ¢, (») par les
conditions :

T —eZn()—[f@dELo  atro
&
2° En tout point intérieur de (g, &) ou f(») est finie:

D g, () < ("M

1) Voir & ce sujet: Ch. de la Vallée-Poussin: Cours d’Analyse 2 éd. tome 1§ 282
ou Intégrales de Lebesgue § 70.
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Pour obtenir le théoréme VI nous n’avons qu’a prendre:
I . 3
0.)=90) +5|o—n[e a1 ro @
o o

—w+n | tven e f per £ at |

0,(0) = %)+ |o—1) f er % | e F(0) at

~ 04 [ v | gsz;‘(e:) |

En effet si nous intégrons par parties:

—;—[(v—— I)IrE"“’ dﬁfﬂ“’ £ dt— (v -+ 1) f&——(wmd&fﬂtv 1dG) dt]

nous obtenons:

r r

0. ()= | [er@drn [er 7@ @] =o.0)— [ 7@ a

o o

équation qui raméne le cas qui nous occupe au cas déja traité. De plus:

DO,()=Dao.(r) +%[(v-—1) pr—2 f A~ F(3)dt — (v 1)r—0£D j 'zltvf(z)dz]
d’ou:
D) > () +5 0= 7= [8-r pe d— 0y r-or [ g at

qui est la seconde condition que nous voulions imposer a @, (#). On pro-
céderait de méme pour @, (»).
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Théovéme VII (Analogue du théoreme de Schwars): Soit F (r) une jonc-
tion continue dans Uintervalle a < r < b (a > 0, b £ 1). S'él existe une
fonction [(v) finze a Uintérvieur de Uintervalle (a, b) intégrable dans cet

intervalle et telle que: A* F(r) < f(r) < A* F(r) (a <<r < b) on a:

Py =]~ | B e " [ w10 | +ertarr agr<o.

o

Un changement de ¢ n’aurait comme conséquence qu'un changement des
constantes ¢, et ¢,, Nous pouvons donc choisir ¢ et nous le prendrons
égal a a. Remarquons également que l'expression indiquée pour £ (7)
dans I’énoncé et la suivante:

re

F(r):—g—[. f B —14E J 'Etl*"f(t) dt -+ f E—0+1) gE fE ALVE(2) a’t]+ er oy

o

sont équivalentes ainsi qu’on peut s’en rendre compte en intégrant par
parties.
Construisons dans lintervalle (z, &) les courbes:

2 y?

7= F)— f 0, (§) 4§ + =5 (b—a) £ 2 (/)
y=Fin—=| f Bt g j A f) de + f B~V E fE A £(0) de

[24

2 y2

n=F0)— [ 0.0 & 2L —a)e s ()

ou @, (r) et @,(r) sont les fonctions relatives a 7 () et dont nous avons
indiqué les propriétés dans le théoréme VI. Quant a z c’est une fonction
de » définie comme suit:

I

1° g =
v:—4

[72—a*V »¥] si v £ 2

I a .
2° 5 =—r¥lg—siy=2.
4 ¥
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Dans les deux cas s est nulle pour » — @, négative dans le reste de

I'intervalle, A* z existe et est égal a — 1.
Puisque :
£
2, @ < |e f a=s p0y e g0 [ 7y ail < 0, 0

a a

nous aurons pour @ <~ 7 L by, £ y Z y,.

Mais: gy, = [ [0, — 0. @1 dE—10 ¢ —a)es

L’intégrale intervenant ci-dessus étant =~ 2 (6 — @) e < 2 & nous pouvons
écrire: y, — y, < ke, k étant fini.
Pour @ == » < 4 nous aurons:

oLy —p< ke o p—y < ke.
Pour » = a nous avons y, =y =y,. Si v,, v, v, désignent les cordes

harmoniques de ces trois arcs de courbe dans (e, ) nous aurons a l'ex-
trémité » — 4.

oLy —uv,=y—y < ke
oL, —v=p—y < ke

D’ol nous déduisons que pour ¢ < r» Z b:
UL v, v—uv < ke v,—v < ke.

2y2

Or: A;,yl(r):A;,F(r)—A;,f@(E)a’E—[——Ez-f(b——a)sAhs.

Passant a la limite nous obtenons:

2y?

Koy ) £ A F ) —& [0, 2t — 2% ¢ — ).
Par hypothese: A*F ()< f () et d’apres le théoreme V:
N ; I y? -
& [ 0.©dE=0,0) 4D () —; [ 0.® at
2 a
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nous avons, si nous nous rappelons la définition de @, (»):

wvr—gﬁMf&v@&+ﬂwfwv@ﬁ]

a

Q@@>f@+§{&—ﬂ»{fwv@ﬂ~@+nfwvmw]

Dou:

MHZf ()= 0.0~ — Do)+ f¢®ﬁm—ﬁ—@ui

«<~§fﬂ4j%4f@d&ﬂrM%fEWf®dﬂ
r ) ) 3
+% [ e j A f Qa8 [ av @ ar| a
R | : |
+ }2— :@ ©) -——%— g1 J e f () dt — _;_ E— 1) j . AV (D) dt]d&

2 2
R — (b —a)e.

La premiere ligne et la seconde du second membre se détruisent comme
le montre une intégration par parties, la troisiéme est d’apres les inéga-

2
lités du théoréme VI plus petit que: 6%2—(6———4) e. Nous avons en dé-
finitive :
* v
A7) < — Y (b—a)e
A* 3 (<o (@7 0)

et nous pourrions établir par un calcul analogue que:

A*py(r) >0 (@<lr<b)
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Si nous appliquons le théoréme I nous reconnaissons que dans linter-

valle (a, 4), y, est au-dessus de sa corde harmonique et y, en dessous
de la sienne:

V1> Yy VoL vy pour a lr b dou:
vy <N £y £ < v
v <y < 7.

Or a lintérieur de (e, 8): v, << v < v,; nous avons donc a lintérieur de
cet intervalle:

ly —v| <vyg— v, < ke

Pour »—=a et »r =4: y —=v. Or y et v sont indépendants du nombre
arbitraire ¢, il s’en suit que y — v dans tout l'intervalle (g, 4). y est donc
dans cet intervalle une fonction harmonique c’est a dire une fonction du
type ¢, 7’ + ¢, #~ ce qui démontre le théoréme.

Les résultats que nous avons obtenus dans ce théoréme demeurent
exacts si au lieu de supposer la fonction /(#) finie nous supposons qu’elle
puisse devenir infinie sur un ensemble ne contenant pas de sous-ensemble

parfait, pourvu que sur cet ensemble # (») satisfasse a la condition K
ce que nous allons énoncer ainsi:

Theoreme VIII: Soit F (r) une jonction continue dans ['intervalle
a<r b (>0, bL1). Szl existe une fonction [ (r) zntégrable dans
(a, &) telle que:

M F(r) < f(r) LA F (7) arh

st de plus Uensemble des points de (a, b) on [ (v) est infinie ne contient

pas de sous-ensemble parfait et sz aux points de cet ensemble F (r) vérifie
la condition K on a:

e

F () :%[%JEI-"/’(W&* —’—vfifamf(&)d&]

-y Fcgr (a L r L0).

Nous concluerions en effet comme précédemment qu’en tout point inté-
rieur de (a, &), ou f(r) est finie on aurait encore:

A*y <o A*y>o
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On peut conclure de ces inégalités que pour tout point intérieur de (a, 8):
JIDVy, YL Uy

car s'il existait par exemple un point ot y, < v, il résultait du théoreme
[I] que A*y, serait positif pour un ensemble de points contenant un

sous-ensemble parfait. Les seuls points ou A* y, pourrait étre positif sont

ceux ou f(») est infinie et nous avons supposé que leur ensemble ne
contient pas de sous-ensemble parfait.

Chapitre Il

Etude de la fonction

6=+ |+ f e r@at—"" [ B /0 |
oi: 0<aL1r o<rLI

Nous ferons sur f(») les hypothéses suivantes :

. 1 I _y
1) Si ———?:—__év é—?:—, nous supposerons que #!'*V f(r) est intégrable.

. 1 .
2) Sivy é—z—-nous supposerons que 7% f(») est intégrable.

Décomposons G (») en:

6oy = |~ f /10 a2 - f £ /@) |+

+5[= f SYIGY f £ /@) |
=H(@p) + ¢y vV ¢,

Sous les hypothéses que nous avons faites sur f(7), J» H(r) est intégrable
dans (0,1). De plus /A (») étant a variation bornee dans tout intervalle
(@, 0) tel que 0 < @ < & < 1, il résulte d’un critére de convergence des
séries de Bessel) que la série de Bessel de /() converge a lintérieur
de (o,1) vers H (r).

12) Watson, loc. cit. p. 591.
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Nous allons établir une relation entre £, 7%= coefficient de Bessel de
H(7») et a,, n?m coefficient de Bessel de f(r), (relation qui peut d’ailleurs

étre prévue par la comparaison des théoréemes III du Chapitre I et VII
du Chapitre II)

ﬂ,,:anrH(r) Jy (A\.7) dr =

1 ” ”

=2 [y 0, ar [0 e ae— [ hbar -0 Jerrosx]

Y]

Si nous intervertissons l'ordre des intégrations en remarquant que:

fldff...a’ﬁ :——fla’ﬁf.. ar
fdr f dk :fdﬁf... dr
& 0 o

et que pour calculer les intégrales qui se présentent nous fassions usage
des formules:

et

fr"“ Jy (N, 7) @7 :%r"“ Jvi1r (A7) + ¢
(15)

I

f r=0=0 J, (\, 7) dr :“;

”n

r= DSy A7) + ¢
qui se déduisent aisément des formules connues:

d

e @ Iy (%) = 2 Jy1 (%)
a .
(_1;(3:—" Jy(¥)) = — 27V J,.1 (#) et de la relation:

(16) 0y (@) = S () + Jous @)

III



nous obtenons:

1
N, [—2vy
ﬂ"—‘z‘;[ L

08 & i) [ 76 ]

— - a,, N Jv_.l ()\
W 2y

2 f £ £(§) 4%

Il est aisé d’établir (formules (15)) que le %= coefficient de Bessel de

v—H £ sk Jo—1 (M) 4,
Yv—1 M) Pours
e 7 est précisément V, " ou
1
Jor e
— __ Cn 3 0 vy — H
On = A2 | 2y v + H

Or de la convergence uniforme de la série 3’ g, J, (A, #) et de celle de

la série de

VT Hr" résulte la convergence de la série 2 s Jv(X,7), con-

vergence qui est uniforme dans tout intervalle: o < § é r < 1.
Nous aurons donc dans un tel intervalle:

H(r)”wz)\ 5y (A7) + ¢, #* d'ou:

G(r) = H@») ¢, 7 +cgr =
2 =Sy (A7) +ar + br—

o r L I

Chapitre IV
La solution du probléeme d’unicité

§ 1. Nous sommes maintenant en mesure de donner une réponse au
probléme d’unicité, nous devons cependant distinguer deux cas suivant
que dans I’équation (1), /7 est infini ou non. La raison de cette distinc-
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tion est que les coefficients de Bessel des fonctions #¥ et »—V se compor-
tent différemment dans les deux cas. En effet ces coefficients sont:

pour ol N, ~—-—————Jv+‘;\ ()

pour »r~v: N, [——)\I— y—1 (M) + )&,,"‘2]

ainsi qu’on I’établit aisément en partant des formules (15). Dans les deux
cas V= o (n), dansle cas ou H == oo: Jy11 (\) = 0 (A=), Jyp1 (M) =
o (A, '), par contre dans le cas général J,,1 (A,) = o A\, et Jy_1 (\,) =
o (A\,~*?). En effet ’équation (1) et (16) et

= Jos () + Ly (2) permettent d'établir que:

o ) = G s )

ce qui démontre notre assertion pour J,,i. (On procéde de méme pour
Jy—1). Dans le cas ou H — oo les produits de ces coefficients, par 7'~

I 1 ,
quand |v | <L — » par Vn quand v >—2—, ne tendent pas vers zéro

avec —;— Dans le cas général le seul résultat que nous puissions énoncer
simultanément pour les coefficients de »¥ et de »—V est que leur produit
par z°2ne tend pas vers zéro avec—:;. (Ce qui nous empéchera d’ob-
tenir dans ce cas des résultats aussi généraux que dans le cas particulier

: . . , I
est que le qroduit par » du ##7¢ coefficient de »V tend vers zéro avec — )

§ 2. Le cas H —

Soit 3 a, J, (A, #) une série quelconque de fonctions de Bessel, A,
n=—1

est ici la #®me racine positive de J, (¥) == 0. Posons:

p=o
S () = Pé: ay Jy (A (7))
S+ S+ ... + S,

”

0, (¥) =

Zi(r) = lim 0, () et ()= lim o, (7).

272== Q0 n==00
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Nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
n=—aum

Théoréme IX: On peut affirmer que la série 3 a, Jy (A, ¥) posséde
n=1

une fonction génévatrice des que toutes les conditions d'un des groupes
suzvants sont vemplies:

I
I 1) — =v < -
2
. A
) Jim =
3) AT o AT intégrables dans (0, 1)

et fintes dans 0 < r < 1
il 1) v
2

: a
2) lim %’-‘- —0 et -L;’:—'- convergente
— n!

3) »hU () et U, (r) intégrables dans (0O, 1)
et fintes dans 0 < r < 1
11 nlm%:o

n=cw {7

. I I
2) P (r) et 1V Ty (r), si ————é——év<——2—

: I
PR (r) et 1T, (), si. v>—

. intégrables dans (o,1), et lensemble des points de cet intervalle ou
| O, ()| 4+ | @ (?)| est infinie ne doit pas conteniv de sous-emsemble

parfat.

Plagons-nous dans le premier cas et posons:
@ (r) =1lim | o, (#)| -
n=— 0

Pour chaque valeur de », @ (») est égale a la plus grande des deux
valeurs | &, (»)| et | Ty (M|, »1¥ | ¥, (7)|, »1*| T (?)| (ou »°| ¥ (7)],
7°2 | ¥y (#)|) sont intégrables dans (o, 1) puisque »'*¥ &, (») ... le sont.
Les hypotheses du théoréme IX relatives aux fonctions ¥, et ¥, sont
donc équivalentes aux mémes hypotheéses relatives a la fonction
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@ (7) - r1*V @ () (ou #°/2 @ (7)) est donc sommable et finie dans (0, 1). Nous
pouvons appliquer le théoréme IV du premier chapitre, car dans tous

s 14|

. p a \
les cas considérés 3/ —5—'/’;— converge, d’ou:
n

n=—1

— M@ (r) Z A F(r) < A* F(r) < M D (7).
De ces inégalités nous déduisons la possibilité de déterminer une fonction
7/ (») finie dans o < » < 1, telle que »'*¥ () (ou #°# f (»)) soit som-

mable dans (0, 1) et que:

A F)L[(NLAF() olr 1
On pourrait prendre par exemple /() = A* ' (7) ou f(#) = A* F(7),

ces expressions étant mesurables.

Nous pouvons appliquer le théoreme VII:

roy=2 |2 o r@ae— 2" [ewr@ae|+ar+ar
’ ’ olaLl o< rLu.

Par conséquent puisque 7'*V /() (ou #°2 f (#)) est sommable dans (0, 1)
d’aprés le chapitre III

F(r):-«é Ty Q) ar b 0<r LT

a, = N, frf(r) Jy (N, 7) dr.

Mais par définition:

F)=—23 2 J 07 0 <ri
n—1 ”n
d’ot
2 ———-———~“”):—‘,a" Sy, ) =arF+br oLl rL.
n=—1 n
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La série du premier membre est telle que:

7=—00 _‘_ 2
SRS

n—1 )\ﬂ 2

converge, car ceci est vrai si lim —— —— =0 et ces conditions
n=—oo n/ ne=oco 7/

se déduisent immédiatement de nos hypothéses et du premier théoreme
du Chapitre 1.

”n

D’apres le théoreme de Riesz-Fischer—a”—}F—;———
de Bessel de a#»V -+ b»—V, mais le produit par 7!~V (ou par V;) de ce
coefficient tend ici vers zéro. D’aprés les remarques faites au début de

ce paragraphe nous devons avoir ¢ =4 — 0 d’ou:

est le 7i¢me coefficient

Ay == Oy (n=1, 2, 3, o)
c’est-a-dire :

1

a, :N,,J y £ () Ty O 7 dr s
0

la série X' a, J, (A, 7) est une sériec de Bessel ayant f (») comme fonc-
n=1

tion génératrice. c. q. f. d.

Dans le second cas les raisonnements précédents subsistent entierement.
Dans le troisi¢me, il faut simplement faire intervenir le théoréme VIII
au lieu du théoreme VII. Il est appliquable, puisque nous supposons que
@y
Vn

F (») satisfait a la condition K a. 'intérieur de (o, 1).

lim

= 0 et qu'alors le théoréme III du chapitre I nous indique que

§3. H fini
Théoreme X: Soit > a, Jy (\,7) une série quelconque de fonctions de
n=1

Bessel (A, est la n*™° racine positive de —;]— Jy (x) + Jy (x) = 0). Sz nous

.y, . . -
supposons que im —= =0, 2/ suffit pour qu'elle possede une [fonction

n=00 n
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génératrice que Vr T (r) et Vr Ty (r) sozent intégrables dans [I'intervalle
(0, 1) et que Uensemble des points de cet intervalle oi | ¥, ()| + | ¥5 ()|
est infinie ne contienne pas de sous ensemble parjfait®).

La démonstration est identique a la précédente. Nous pourrons trouver

une fonction £ () telle que V» 7 (») soit sommable dans (0, 1) et satis-
fasse a:

A F()Z () ZAF ()

\ 14 . . - an
nous aurons d’apres le théoréme I, du Chapitre I. lim —= = 0 et nous

n=00 V?l
nous appuierons sur le fait que le produit par #°2 des coefficients de

, 1
Bessel de ¥ et »—V ne tend pas vers zéro avec —.
7

.

(Regu le 17 juillet 1932)
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