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Die Untergruppen der freien Gruppen

Von L. Locher, Winterthur

Da6 jede Untergruppe (die nicht nur aus dem Einheitselement be-

steht) einer freien Gruppe bei geeigneter Erzeugendenwahl selbst eine
freie Gruppe ist, bewies allgemein zuerst 0. Sckrezer1), nachdem schon

/. Nielsen2) den Satz fur gewisse Falle bewiesen hatte. Das Schreier'-
sche Beweisverfahren wurde wesentlich vereinfacht von W. Hurewicz*).
Beim Aufbau der Ûberlagerungstheorie der Streckenkomplexe erweist
sich der Satz als fast selbstverstandlich, wie K. Reidemeister in seinem
Bûche: Einfuhrung in die kombinatorische Topologie (Vieweg 1932)

zeigt. Ein schoner und elementarer Beweis stammt ferner von F. Levi4).
Dieser erlaubt aber keinen anschaulichen Einblick in den Satz. Deshalb
durfte es von Interesse sein, einen sehr anschaulichen und vollstandig
elementaren Beweis zu haben, der ohne Vorkenntnisse der Théorie der

Streckenkomplexe auskommt. Einen solchen mochte ich im folgenden
darlegen.

S sei die von den Elementen Slf S2, Sr erzeugte freie Gruppe,

Jedem Produkt A 5^(ef-= ±1) aus S sei ein Punkt P (A £„.) zuge-

ordnet. Dabei sollen Potenzprodukte, welche durch triviale Umformung
(Streichen oder Zu- und Zwischenfugen von Ausdrucken der Gestalt
SS—1) auseinander hervorgehen, also dasselbe Elément der Gruppe dar-
stellen, denselben Punkt liefern. Aber zwei Produkten, die verschiedene
Elemente von S bedeuten, sollen auch verschiedene Punkte zugeordnet
sein. Der Einheit entspricht der Punkt P(i). Die Punkte und Gruppen-
elemente entsprechen sich umkehrbar eindeutig.

Ferner werde dièses Punktsystem nach folgender rekursiver Vorschrift
Trager eines Streckenkomplexes Cs :

n £
Vom Punkte P{II S£) ziehe man die Strecke s^ nach dem Punkte

P(fl S%.S\), die Strecke s~x nach dem Punkte P(Û S%m S^1) ; ist im

*) 0. Schreier: Die Untergruppen der freien Gruppen. Abhandl. aus dem
math. Sem. der Hamb. Universitat. Bd. 5 (1927), pag. 161—183.

2) J. Nielsen: Om Regning med ikke-kommutative Faktorer og dens
Anvendelse i Gruppenteonen. Matematisk Tidsskrift 1921, pag. 77—94.

3) W. Huretvicz: Zu einer Arbeit von Otto Schreier. Abhandl. aus dem math.
Sem. der Hamb. Universitat. Bd. 8 (1930), pag. 307—314.

4) F. Levi: Uber die Untergruppen freier Gruppen. Mathematische Zeit-
schrift Bd. 32 (1930)» pag. 3*5—3l8-
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£- -1letztern Falle £a* z= S^, so falle die Strecke s^1 in die Strecke s^, die

«—i s « s
vom Punkte P(R S*) nach dem Punkte P (H S' fuhrt. Von jedem

Punkte des Systems gehen so genau 2r Strecken aus, namlich s^1,

n g
Jedem Potenzprodukt II S* ordnen wir nun umkehrbar eindeutig einen

1 i
Weg w zu. w fuhre vom Punkte P[i) uber die Strecke s% zum Punkte

P (S**), von diesem uber s** zum Punkt P(SSl S*2) usw. bis schlieClich
« e

zum Punkt P (II S^ Wir gebrauchen die Schreibweise
v i

w ~

Unter dem Produkt wl wt zweier Wege

* -M--t OC " ^

verstehen wir den Weg

« £ 1 —S
Der zum Weg w zzz/7^ inverse Weg w—1 sei w~~x =77^ z

Umgekehrt entspricht jedem in P{\) beginnendem Weg eindeutig
ein Potenzprodukt. Ein Weg heiBt reduziert, wenn das zugeordnete
Potenzprodukt sich nicht kurzen laCt Die reduzierten Wege und die
Elemente von S entsprechen sich umkehrbar eindeutig. Die so defînierten

Wege bilden nach der angegebenen Multiplikation eine mit S ein-

stufig isomorphe Gruppe. Unter der Lange des reduzierten Weges
n s.

w IIs£ verstehen wir die Zahl e (w) — n.

Der Komplex C$ ist ein Baurn. Denn andernfalls gabe es einen Punkt

P, zu dem vom Punkt P(i) aus zwei verschiedene reduzierte Wege
wt /i (s), w2 f2 (s) fuhren wurden. Der geschlossene Weg wt w^1

entspricht dem die Einheit darstellenden Potenzprodukt ft (S) f{~x (6"),

welches sich demnach allein durch Streichen von Gliedern 55-1 auf i
reduzieren lassen muf3, d. h. es ware /i (S) gliedweise identisch mit f% (S)

gegen die Annahme.
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Jeder geschlossene Weg in Cs laGt sich also durch Weglassen der

Wegstucke, die zuerst im einen Sinne und im entgegengesetzten durch-
laufen werden, auf den ,,leeren Weg" i reduzieren. Die Lange eines

leeren Weges sei Null.
<S sei nun eine beliebige Untergruppe von S, die nicht einzig aus

dem Einheitselement bestehe. Ich untersuche die ihr entsprechende
Wegegruppe in Cs - P [E^1 l)> P (E2± *), seien diejenigen Punkte
aus P {<&), fur welche die zu ihnen fuhrenden in P(i) beginnenden
reduzierten Wege e^1, e2—2, keine weiteren Punkte aus P(&)
enthalten.

Dièse „Elémentlarwegeu bzw. die entsprechenden Elemente bilden ein

Erzeugendensystem von ©. Ware namlich w ein reduzierter Weg aus

(5, der sich nicht durch die Elementarwege darstellen liefie, so betrachte
man den kurzesten Teilweg w1 von w, der ebenfalls in <£> liegt und die-
selbe Eigenschaft hat. w' kann auch mit zv identisch sein. Ferner sei

e der langste Teilweg von w', der sich durch die Elementarwege er-

zeugen lafit. Ist zv' ew"', so enthalt w" e~x zv' nach Reduktion
keinen Punkt P(&) im Innern, also ist w" mit einem Elementarweg
identisch, etwa mit eB. Demnach lieCe sich w' — eé^ doch durch die

Elementarwege darstellen, was gegen die Annahme spricht.
Das System samtlicher Elementarwege, der Stem (mit Mittelpunkt

P(i)) von (S, werde mit [éf bezeichnet. Heften wir (e)* an jeden seiner

Endpunkte, indem wir die einzelnen Wege von (<?)* auf die aus den sz-

gleich zusammengesetzten, im betr. Punkt beginnenden Wege legen,
und setzen das Anheften unbegrenzt fort, so erhalten wir also aile Wege
der Gruppe 0.

Die Erzeugenden <?,• sind im allgemeinen nicht frei. Denn beginnen

^ (£ — db i) und e!} (q ±_ i) mit derselben Strecke s^1, so stellt auch

das Produkt e^sew einen Weg dar, der keinen Punkt P(&) im Innern
enthalt, da sonst e* oder e^ selbst einen solchen enthalten wùrde. Aiso
ist e~zé*\ ein Elementarweg, etwa e^9 und es besteht die Relation:

e\le^e^= I.

Die Gesamtheit der bestehenden Relationen Rt- (e) i von der Gestalt

bildet ein definierendes Relationssystem von (S. D. h. es existiert zwischen
den Eiementarwegen keine Relation, die nicht Folgerelation der Rt-(e) i
ware.
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Beweis: Des besseren Ùberblicks wegen ziehe man von P(\) nach
den Endpunkten P(EA1), P(E^1), je eine gerichtete Strecke, Bilder
der Elementarwege e^1, e^1, Ferner werde jeder Punkt P(É^) mit

jedem anderen Punkt P(É?)> der auf demselben Ast liegt (d. h. e^ und

ey beginnen mit derselben Strecke s-^1) durch eine gerichtete Strecke

verbunden. Die Strecke von P(Ep) nach P(E?) ist Bild des Elementar-

weges e-^ e\ïs é^J, dieselbe Strecke in entgegengesetzter Richtung durch-
laufen Bild des inversen Elementarweges e^~x e~v e^. In der Figur i

ist dies angedeutet. Dièses neue
Streckensystem enthalt aile im Stern

(éf liegenden Beziehungen, welche
zwischen den Elementarwegen be-

stehen und hat fur die Anschauung
den Vorteil, da!3 verschiedene

Elementarwege, die aber mit derselben
Strecke Sy^1 beginnen, hier auch ge-
trennt auftreten. Wir konnen unter
(éf (mit Mittelpunkt P(i)) direkt
auch das System dieser Strecken
verstehen. In dieser neuen Auffassug
besteht (éf aus einer Anzahl von
Polygonen (im allgemeinen mit un-
endlich vielen Ecken), in denen samt-

liche Diagonalen gezogen wurden. Die Anzahl 2m (m ^S r) derselben
ist gleich der Anzahl derjenigen Àste, welche uberhaupt Punkte P (<S)

tragen. Hefte ich nun diesen Stern analog wie oben erklart wurde an

jeden seiner Eckpunkte, indem entsprechende Strecken identifiziert wer-
den, und setze das Anheften unbegrenzt fort, so erhalte ich einen

Streckenkomplex, der seiner gruppentheoretischen Struktur nach mit der

Wegegruppe (g identisch ist5).

Einer Relation Rt-(é) I entspricht ein in P (i) beginnender und wie-
der in P(i) endender geschlossener Weg. Vom trivialen Fall eines

Produktes, das durch Kurzen von Gliedern e* ej* auf I reduziert werden
kann, sehen wir dabei ab. Zunachst betrachte ich einen Weg w, der

vollstàndig in einem Ast des Sternes (éf verlàuft und der in P(i) mit

verschiedenen Elementarstrecken e* *J£ beginnt und endet. Er ent-e

5) Der konstruierte Streckenkomplex ist ubrigens das Gruppenbild von (S mit den Er-
zeugenden ex, e2, und den zugehorigen Relationen.
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« s.
spricht einer Relation U e^ i. Ich denke mir das Produkt in den e

reduziert. Ferner moge w einen Eckpunkt P (E) nicht zweimal antreffen.

w ist also ein einfaches geschlossenes Polygon P1P2PZ Pn_1Pi in (<?)*

mit Pt~ P(i), Nun stellen wir w durch Einfugen inverser Wegstucke
in der Form

(P,PtP^P,) (PiPsPtPJ (Pi P* P> Pi) (PiPn-tPn-lPl)

dar. Jeder Klammer P1P/tPh+1P1 (k 2,3, n—2) entspricht eine
s,

bestimmte Relation R* Also ist

n—2

eine Folgerelation der Rz-, Es ist jetzt leicht zu erkennen, da6 sich jeder
geschlossene Weg w in © aus solchen einfachen geschlossenen Poly-
gonen wl9 w2 in der Form

darstellen lafit. Fur geschlossene Wege w, die vollstandig in (e)* ver-
laufen, ist dies klar. Fur allgemeinere endliche geschlossene Wege w
beachte man folgendes : Verlafàt w den Stern e* (M) (d. h. mit Mittel-
punkt M) im Punkte Ml9 so tritt w auch wieder bei Mx in den Stern
e* (M) ein. Denn trate er im Punkte M1 ^ Mx wieder in e* (M) ein, so
wurden von Mt zwei verschiedene Wege in Cs nach M fuhren, was
aber gegen die Tatsache, dafi Cs ein Baum ist, widerspricht. Verlafit
also w den Stern e* (M) in Mx und verlauft weiter in <?* (MJ und ver-
làfit w den Stern e* (Mt) zum erstenmal in Mi9 so tritt w wieder in
M% in e*(Mt) ein.

<?* (MvJ sei nun der erste Stern, aus dem w nur einmal austritt. Ein
solcher mufi existieren, denn wurde w aus jedem Stern zweimal aus-

treten, so ware w nicht endlich. Tritt w bei Pyt ein, so verlauft w weiter
innerhalb e* (MvJ und tritt wieder bei PVl aus. Dièses Wegstuck lafit
sich durch die Rt> darstellen und darf6) gestrichen werden. Es bleibe w'.

Dadurch ist auch die Anzahl der Austrittstellen aus dem benach-
barten Stern um eins verkleinert worden. Es gibt wieder einen ersten

6) Ist namlich z. B. R AB= 1 und jR^ i5 so lafît sich auch die linke Seite der
Relation AMlB=i durch E und Rx erzeugen: AR1B AR^^R
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Stern e* (Mv2), aus dem w' nur einmal austritt, also Iàï3t sich wieder
ein Wegstuck streichen usw. bis w ganz aufgezehrt ist. Also lafit sich w
ganz durch die Rt erzeugen ; was zu beweisen war.

Um nun aus den et ein freies Erzeugendensystem zu gewinnen, haben
wir gewisse unter ihnen zu eliminieren. Dazu ordne man die Elementar-

wege ihrer Lange nach — sonst beliebig — in eine Reihe :

Es ist also jedenfalls / (ek) ^ /(<?/), wenn k^>i. Aus dieser Reihe
wahle ich eine Teilfolge

ex, g2, g3,

von der Art aus, daf3 sich kein gi in der Form e~~x e^1 (ev. auch ej
oder ef2) aus den vorhergehenden e darstellen lafit. Es la(3t sich dann
auch kein g{ in dieser Gestalt durch die nachfolgenden g ausdrucken.
Denn ware

mit s, 7] + i und k, l ^> z, so ware auch fur

also gi bzw. gk Iie6e sich in der oben ausgeschlossenen Form durch
vorhergehende e ausdrucken. Fur / k ware g. g2k oder gj2 und

g. — g^ï wurde vor gk stehen. Dies ist aber unmoglich, da l{g^2) >
i\gt) ^t.

Zwischen den g besteht also keine der Relationen Riy demnach be-

stehen ùberhaupt keine Relationen. Denn ist IIg* IIe^m i so lafit
sich das Produkt durch triviale Umformungen in die Gestalt

setzen. Da aber zwischen den g.-=ze^. keine Relation Rt- besteht, mufi

sich Ilg** schon durch Kurzen in den g. selbst auf i reduzieren lassen.
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Die Elemeniarwege giy g2, bilden ein frètes Erzeugendensystem
von (S. Es ist nur noch zu beweisen, dafi die g{ wirklich ein
Erzeugendensystem von (g bilden. Dazu habe ich zu zeigen, dafi jedes e durch
die g ausdruckbar ist. Gabe es ein ek fur das dies nicht der Fall ware,
so gabe es in der obigen Reihe el9 ei9 auch ein erstes, etwa et, von
dieser Eigenschaft. Da e{ kein g ist, lafit sich aber e{ durch die vorher-
gehenden e ausdrucken, letztere sind aber, und damit auch et selbst,
durch die g darstellbar7).

Das eben beschriebene Auswahlverfahren laCt sich Schritt fur Schritt
geometrisch verfolgen. Dazu denke man sich wieder den Stern e*(P(i))
in der Polygonform. Es handelt sich darum, im System seiner Strecken
^±19 ?2±i9 ### gewisse so zu eliminieren, daC ein Teilsystem g^x,
g2-1, mit folgenden beiden Eigenschaften ubrig bleibt:

i. Es gibt nach dem Streichen der herausgeworfenen et kein ge-
schlossenes Teilpolygon mehr.

2. Jeder Eckpunkt ist noch mit dem Mittelpunkt P(\) verbunden.
Die erste Eigenschaft besagt, dafi sich kein g£ durch die anderen
ausdrucken lafit; die zweite, dafi die gz noch immer ein Erzeugendensystem

bilden. In Fig. 2 ist z. B. die Elimination von ez (punktiert) an-

gedeutet.

Fig. 2.

Der Beweis gilt unverandert auch fur eine unendliche Menge von
Erzeugenden. Da ein Auswahlverfahren verwendet wird, mufi die Menge
nur wohlordnungsfahig sein.

(Eingegangen den 28. Januar 1933)

7) Dièse Schlufiweise kommt auch beim Beweis von F, Levi a. a. O. vor.
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