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Weitere Untersuchungen iliber die Primideal-

zerlegung in gewissen relativ-ikosaedrischen
Zahlkorpern

Von MAx Gut, New Haven, Conn., U.S.A.

Es sei £ ein algebraischer Zahlkorper, welcher den Korper der 5.
Einheitswurzeln enthilt. Ist K ein algebraischer Erweiterungskorper,
dessen Relativgruppe die Ikosaedergruppe ist, so kann man immer —
event. muf3 man noch voraussetzen, daf3 eine gewisse Quadratwurzel in
k liegt — in K eine relativbestimmende Zahl = so finden, daf3 ihre Relativ-
gleichung in bezug auf %# von der Form:

—[—E*—1+4228(5*—E°) —494 5] + 2“33—5— [E(EH1152°~1)] =0 (1)
ist, wo { und v zwei ganze Zahlen von £ sind. In einer im Festband
zu Ehren des Internationalen Mathematiker-Kongresses Ziirich 1932
erschienenen Note') habe ich eine Methode angegeben zur Bestimmung
der Primidealzerlegung der Primideale p von £ in K?). In der vor-
liegenden Arbeit habe ich nun einen Teil der Untersuchungen durch-
gefiihrt. Ist p irgend ein zum Relativgrade 60 teilerfremdes Primideal
von %, so konnen wir die Anzahl R der voneinander verschiedenen
Primteiler D in X von p, ihren gemeinsamen Relativgrad # und ihre

gemeinsame Relativordnung £ angeben. Diese Zerfillung hingt nur ab
von der in (1) auftretenden Grof3e

=232
3V

des Grundkorpers.

Als Korollar ergibt sich die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daf3 in der Relativdiskriminanten von K in bezug auf %2 kein zum

1) Commentarii Mathematici Helvetici, Band 4, S. 219, im folgenden zitiert mit N.

%) Unter der Voraussetzung, daff man schon weif}, dal p unverzweigt und zum Relativ-
grade 60 teilerfremd ist, wurde in N, beiliufig auf Grund einer Bemerkung Artin’s auch schon
der Relativgrad der Primidealteiler von p angegeben. Wir werden aber hier viel einfachere

Kriterien erhalten, weil, wie wir es in N., S. 228 vermuteten, Primidealteiler von D[F(R)]
in vielen Unterfillen nicht unverzweigt sein kénnen,
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Relativgrad teilerfremdes Primideal p von £ auftritt. Man kann namlich
bei der Untersuchung nach einem bestimmten solchen Primideale p
immer voraussetzen, dafl es nicht zugleich im Zdhler und Nenner von
» auftritt®), und wir wollen hier immer annehmen, daf3 man » auf diese
Form gebracht habe. Dann teilt p dann und nur dann die Relativ-
diskriminante nzc/¢, wenn folgende drei Bedingungen gleichzeitig erfiillt
sind: %)
1. Der Exponent der Potenz, in der p im Zihler von x» aufgeht, muf3
durch 3 teilbar sein.
2. Der Exponent der Potenz, in der p im Zihler von »—2° 3® aufgeht,
muf3 durch 2 teilbar sein.
3. Der Exponent der Potenz, in der p im Nenner von x aufgeht, muf3
durch g5 teilbar sein.
Ohne weiter darauf einzugehen, mochte ich hier nur darauf hinweisen,
daf3 dieses Resultat offensichtlich in enger Beziehung steht zu der
Formel (63), S. 60 des Klein’schen Ikosaederbuches, wobei zu beachten
ist, daf3 die Nullstellen der dort auftretenden Formen f, A/ und 7 die
Fixpunkte der Ikosaedersubstitutionen von den Perioden 5, bezw. 3,
bezw. 2 sind.

§ 1.

Es sei zunidchst in diesem und im nichsten Abschnitt Zirgend ein al-
gebraischer Zahlkorper, der also die 5. Einheitswurzeln nicht zu enthalten
braucht, und X ein in bezug auf % relativ-ikosaedrischer Zahlkorper. Die
Relativgruppe ist also die Ikosaedergruppe @. Sie hat im ganzen folgende
59 Untergruppen?®):

Die Ikosaedergruppe & von der Ordnung 60 selbst.

5 gleichberechtigte Tetraedergruppen & von der Ordnung 12

6 » Diedergruppen Do » " 10
IO » 9 @6 9 ” ” 6
5 ” ” @4 ” ” ” 4
(Vierergruppen)
6 " zyklische Gruppen @&, , , Ordnung 3
IO ” ” 7 @3 ” ” » 3
15 ” " ” @2 ” ” " 2
und die Identitat 1.
8) N, S. 228.

4) Eine irreduzible Gleichung, welche diese Bedingung erfiillt, ist z. B. in V., S. 229 an-
gegeben,

5) Vgl. Ikosaederbuch, § 8, S. 16 ff., oder auch Speiser, Die Theorie der Gruppen
von endlicher Ordnung, Berlin 1923, S. 10.
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Wir bezeichnen mit 7 den absoluten Grad, mit ¢ die absolute Ordnung
eines Primideales p des Grundkorpers £, welches die rationale (positive)
Primzahl p teilt. Wir bezeichnen ferner mit & die relative Zerlegungs-
gruppe, mit T die relative Tragheitsgruppe und mit D die relative Ver-
zweigungsgruppe eines Primteilers P in X von p in bezug auf £.

Auf Grund der Hilbert’'schen Sitze iiber die Primidealzerlegung in
relativ-Galois’schen Zahlkorpern und der Struktur der Ikosaedergruppe
ergeben sich dann in bezug auf die Werte R (Anzahl der voneinander
verschiedenen Primteiler P in X von p), F (Relativgrad von P in bezug
auf £) und £ (Relativordnung von P in bezug auf £)°) folgende 15 mog-
lichen Typen:

@) Zunichst kann die Zerlegungsgruppe & nicht die Ikosaedergruppe
@ selbst sein, denn @ ist nicht auflosbar, wahrend & auflosbar ist.
Kein Primideal bleibt also unszerlegt.

B) Wir fragen uns, ob & gleich einer Tetraedergruppe J sein kann?
Dann miif3te die Tragheitsgruppe T entweder gleich J oder einer (/] sein,
denn das sind die einzigen Normalteiler von & mit zyklischer Faktor-
gruppe. Aus der ersten Annahme § = T — J folgt, dal3 D aus dem
gleichen Grunde entweder gleich J oder einer (J, ist. Anderseits ist die
Ordnung von D eine Potenz von p. Also ist nur der Fall moglich:

1. 3~Y, T=Y, D=0,; R=5, F=1, E=12, E,—3; p|2; 2/ =1 (mod. 3).

Aus der zweiten Annahme =, T = (J, folgt, weil {J, oder eine (G,
die einzigen Normalteiler von (J, mit zyklischer Faktorgruppe sind, daf3
die Ordnung von D eine durch 2 teilbare Zahl ist. Also muf3 p ein Teiler
von 2 sein, und da £, dann zu 2 teilerfremd sein muf3:

2. 3=, T=0U, V=0,; R=35, F=3, E=4, E,=1; p]|2.

y) Kann die Zerlegungsgruppe gleich einer (/,, sein, wo » =35, 3, 2
ist? Dann mii3te die Trigheitsgruppe entweder gleich (J,, oder gleich
der, bezw. fiir » — 2 einer in ihr enthaltenen (©, sein, denn das sind
die einzigen Normalteiler von (J,, mit zyklischer Faktorgruppe. Im ersten
Fall § =@ = (J,, folgt aus demselben Grunde und weil die Ordnung
von D eine Primzahlpotenz ist, fir »—175 und 3, da3 dann D =(, sein

) Mit E, bezeichnen wir ferner, wie iiblich, die Ordnung der Faktorgruppe @/D, wir

wollen aber die Unterfille mit gleichen R, F und E, aber verschiedenem E nicht besonders
zihlen,
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muf3, fiir » =2 wegen (%, 2) =1, daf} D =(J, sein muf3, Das ist nur
fir die Primteiler p von z moglich. Im zweiten Falle § ={/,, , T=(,,
muf3 D=, oder D=1 sein. Der erste Unterfall 3= ,,, T=D=(,
ist nur fiir die Primteiler p von » moglich, der zweite Unterfall § =/, ,
CT=C,, D=1 nur fiir die zu » teilerfremden Primteiler p moglich,

fir welche p*’=1 (mod #) ist. Fiir =13, 3, 2 ergeben sich so folgende
Unterfille :

3. 52910’ EZQ—IO) D:@s; R:6) F:I’ EZIO) E(\:Z; plS'

Die Kongruenz 5/ =1 (mod 2) bildet keine Forderung und ist daher
weggelassen,

o 15=T, T=C, D=C,|
5—_@107 CT= @5’ D=1 5

5. 5:@6’ @:@6, D:@?»; R:IO? F:I, E:6; EOZZ; pb‘

Ey=1; pl|5.

R=6, F=2, =5 | o o/ = 1 mod 5.

Die Kongruenz 3/=1 (mod 2) bildet keine Forderung und ist daher
weggelassen.

6 5:@67 EZ@SX; D:@a EO"" I p‘3
; 5:@6, @:@3, D—1 FEo=23; PF3.

7- 5:@4, 62@’4, D:gd RZIS; =1, E:47 By=1; plz'

‘. 35 7., T=@, D=G,
5=\, T=6, D=1

sR::IO, F=2, E=3 3

Ey=1; p]Z

=R_15, F=2, F—=2 E,—2; pta.

J) Ist 3=, , so ergeben sich, wie man leicht einsieht, die folgenden
moglichen Typen:

5:@5 ’ 6::@51 D:@sg — . e (F p{S
9'35:@5,@::@5,D:I R_w_IZ, F=1, L“S QE —-5 ﬁf:l (mod 5)
10. 3=©,,T=1, D=1; R=12, F=5, E=1.

=0, T=0s, D= Gg _ o Ee=15 93

13=0, €=, D=1 | % F=H ES3 g — 55 pr=1 (mod 3).
12. 3=@,,T=1, D=1; R=20, F=3, E=1.

3=C:, T=C2, D=0 ,,__ - N Ey=1; p|2
Is.géz@hcz@zapzl gR———30, F=1, B=2 Ey=2; p7#2.
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14. §3=@G, T=1,D=1; R=130, F=2, E=1.

&) Ist endlich § =1 so ergibt sich die letzte Moglichkeit:
15. =1, T=1, V=1; R=60, F=1, E=1.

Die Fille 10, 12, 14 und 15 sind die einzigen mit £—1 und wurden
schon von Artin’) angegeben.

§ 2.

Es sei % ein echter Oberkorper von %, aber echter Unterkorper von
K. Der Korper £ moge zur Untergruppe Ul von @& gehoren, d. h, alle

Zahlen von £ sind invariant unter den Substitutionen von U, und 11 ist
die grofdite Untergruppe von & mit dieser Eigenschaft. Auf Grund be-
kannter Sitze von Dedekind ergibt sich dann aus dem Zerlegungstypus

von p in K die Primidealzerlegung von p in Primideale p von £.f) Re-
lativgrad und Relativordnung eines Primideales p von # in bezug auf £
mogen dann generell mit /, bezw. ¢ bezeichnet werden. Sie sind natiir-
lich im Allgemeinen fiir die verschiedenen Primteiler eines festen Prim-
ideales p von % verschieden, da % nicht galois’sch in bezug auf # ist.
In der folgenden Tabelle gebe ich die Resultate dieser Untersuchungen
fir die 15 moglichen Typen an, und zwar links fiir den Fall, da3 U eine
Tetraedergruppe 7 ist, also %# den Relativgrad 5 in bezug auf £ hat, und
rechts fiir den Fall, daf3 U eine zyklische Gruppe (@, ist, also % den Re-
lativgrad 12 in bezug auf £ hat. Sind die Relativgrade aller voneinander
verschiedenen Primideale p, welche ein festes Primideal p von # teilen,
gleich grof3, so geben wir in der Tabelle nur einen Wert an, sind sie
verschieden, so gibt die erste Zahl in der Rubrik: ,Relativgrad der p“
den Wert Z von p,, die zweite Zahl den Wert />, von p,, U.S.W.
Wie man erkennt, entscheidet (ohne weitere Kenntnisse) der Zerlegungs-
typus links nicht in allen Fillen, welche Werte R, 7 und £ zu gelten
haben, wihrend der Zerlegungstypus rechts dies tut. In dieser Arbeit

benotigen wir iibrigens die rechte Seite der Tabelle (Ul = (&) nur fiir
den 4. und 9. Fall.

") E. Artin, Ueber die Zetafunktionen gewisser algebraischer Zahlkorper,
Math. Ann., Band 89, S. 147-156, vgl. besonders S. 154,

8) Vgl.z. B. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Band, Braunschweig 1899, S, 657 ff.
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U=/U, Relativgrad von U—=(,, Relativgrad von %
Fall £ in bezug auf £ ist 5 in bezug auf £ ist 12 rlFlE
Zerlegung Relativ;irad Zerlegting von g Relativg_rad
von p der p der p
1| pph I p° I 51112
2 | P 1 p' 3 5134
3|9 I pipy I 6110
4| ¥ I RY: 2 625
5 | pivd I Pi P} I 1016
6 | pip} 2, 1 pip} 2 10/2|3
7 | vupi I pipi P 1 151 |4
8 | pupi 1,2 pipipi 2 15|22
ol 1 P, P2 P3P I 12/15
10 | p 5 PiP: Ps P L 1,55 (1251
| pupept |1 PPt Pt 1 20|13
I2 5152;’3 LI,3 51535354 3 20/ 3|1
13| pupivi |1 Pl i Pi PPl Pl 1 3012
14 51521—33 L,2,2 515253545556 2 302 |1
IS 5152535455 I 515253545556575859510511512 I 60 I
Die Fille 1, 2 und 7 konnen nur fiir die Primidealteiler p von 2, der
Fall 5 nur fiir die Primidealteiler von 3, und der Fall 3 nur fiir die

Primidealteiler von 5 eintreten.

§ s.

Um die Betrachtungen im folgenden Abschnitt nicht unterbrechen zu
miissen, wollen wir hier den Beweis zweier Hilfssitze, iibrigens von un-

gleicher Natur, einschalten.
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1. Hilfssats:
Es sei % ein algebraischer Zahlkorper, # ein Oberkorper, p eine ratio-
nale Primzahl, p ein Primideal in %, welches p teilt, und p ein Primideal

in %, welches p teilt und in bezug auf %# den Relativgrad fhat. Es sei
ferner ¢ eine von p verschiedene rationale Primzahl und « eine Zahl von
k, die g-ter Potenznichtrest mod p ist, sodafd also die Kongruenz

x? = a (mod p) (2)

in £ nicht losbar ist. Es sei dagegen die Kongruenz

¥ = a (mod p)

in % losbar. Dann ist ¢ ein Teiler von £
Beweis: Die Reste mod p in £ bilden ein Galoisfeld GF (p/), wo f

der absolute Grad von p ist. Die Reste mod p in % bilden ein GF (p// ). Das
Polynom

¥ —a (3

hat in GF(p/) nach Voraussetzung keinen Linearfaktor. Dann muf3 aber
g ein Teiler von p/—1 sein, denn sonst wire die Kongruenz (2) losbar
im GF(p/). Es sei A ein erzeugendes Element der multiplikativen Rest-
klassengruppe des G/ (p”). Ist A eine Wurzel des Polynoms (3), so sind
alle seine Wurzeln gegeben durch

1
AN ? ’ Z.:O’ L 2., Q“"’I, (4)

2/ —1 \¢
denn (A}\ 7 z) — A7 /D=4 = ¢ (mod p).

Die ¢ Wurzeln (4) sind mod p voneinander verschieden, anderseits folgt
aus ihrer Form, daf3 alle den gleichen Relativgrad in bezug auf GF(p/)
haben, also muf3 er gleich 1 oder gleich ¢ sein. Die erste Annahme

wiederspricht der Voraussetzung. Daher ist #¢— « irreduzibel im GF(p/).

Anderseits zerfillt es in Linearfaktoren im GF(p//). Folglich muf3 der
Relativgrad f ein Vielfaches von ¢ sein, w. z. b. w.

Definztion:

Es sei p ein Primideal in einem Korper £, a eine Zahl, bezw. a ein
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Ideal in 4, je mit zu p teilerfremdem Nenner und s eine ganze rationale
nicht negative Zahl. Dann sagen wir, «, bezw. a sei genau durch p- teil-
bar, und schreiben

P’ I a, bezw, ps Ia,

wenn der Zidhler von @, bezw. a durch p¢, aber nicht mehr durch ps+!
teilbar ist.

2. Hilfssats:

Es sei / eine Primzahl und ¢%1 eine /-te Einheitswurzel, p ein zu /
teilerfremdes Primideal eines algebraischen Zahlkorpers 4, & ganz und p I T
ferner ' eine positive ganze rationale Zahl und m — m'/ Es sei
dann ein Polynom /-ten Grades L (x) gegeben, dessen Koeffizienten Zahlen
von % sind, deren Nenner zu p teilerfremd sind, und der Koeffizient der
hochsten Potenz von x sei gleich 1. Es sei ferner D[Z(x)] die Diskri-
minante von L(x) und p? I D[L(x)].

Es sei schlief3lich N eine beliebig grofde positive ganze rationale Zahl,
die jedenfalls grof3er als # und ein fiir allemal fixiert sei. Dann kann man
die Koeffizienten von L(x) so als Polynome in a” schreiben, daf3 die
Koeffizienten dieser letzteren Polynome Zahlen in % mit zu p teilerfremden
Nennern sind, welche Zahlen mod p? eindeutig bestimmt sein mogen,
so daf3 das entstehende Polynom in 2 Variabeln L*(x, z7) jedenfalls

L*(z,am) = L(x) (mod p?P).

Es moge dann 77 = P irgend eine positive ganze rationale Zahl sein, und

wir betrachten das Produkt:
Z 71
Il (x— 2y, &% am'*), (5)
=1 h=0
wo die Konstanten y, Zahlen mit zu p teilerfremden Nennern von £ sind,

die mod p?# gewertet sein mogen. Weil das Produkt (5) eine ganze sym-
metrische Funktion der / Groflen (¢ a™'), 7=1, 2, ..., /, ist, so ist (5)
von der Form:

2 A B(am) 274 Py (a7) A L A B (7), )

wo P; (9),7=1, 2, ..., /, Polynome von y mit Koeffizienten in % sind, deren
Nenner zu p teilerfremd sind. Wir wollen annehmen, es sei uns schon
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gelungen, v,, yi, ¥z, ..., ¥, SO zu bestimmen, daf3 bis und mit der Potenz
77 dis Koeffizienten von L*(x,n”) und die des Ausdruckes (6) (mod p¥)
iibereinstimmen,
Versucht man dann, Zahlen mit zu p teilerfremden Nennern in £%:
., &, ..., &, die ebenfalls mod p» gewertet sein mogen, in
i 71

l
_II(JT———;ZZO }/h sz'h ﬂm’h - TCTm ZES 6:‘: Tcm’s)
= s=1

7==1

so zu bestimmen, daf3 bis und mit der Potenz w(Z+V7 die Koeffizienten
der Potenzen von x und n” dieses Produktes und die von L* (x, w”)
(mod p¥) ibereinstimmen, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung
des Polynoms in x, das mit r(Z+V» multipliziert ist, ein System von /
linearen Kongruenzen (mod p¥) fiir die Zahlen §,, &,, ..., §;. Der Nenner
der Determinante dieses Kongruenzensystems ist gewif3 zu p teilerfremd,
gilt dies aber auch vom Zihler®), wenn man von 7=1 zu 7 =2 geht,
so sind bei allgemeinem 7 die Koeffizienten §,, &,, ..., §;, zwar natiirlich
von 7 abhingig, aber mod p# eindeutig bestimmbar. M. a. W. das Po-
lynom L*(x, &™), resp. L (x) ist dann nach einer beliebig hohen Potenz
von p in Linearfaktoren zerlegbar.

Beweis: Wir wollen das Kongruenzzeichen im folgenden in einem er-
weiterten Sinne so verwenden, dafd die beiden Seiten einer Kongruenz
nur fiir die Koeffizienten von =°, w”, w?7, ... bis und mit der Potenz
{7+ nach dem vorgeschriebenen Modul kongruente Werte haben, dann
soll sein

! 77 i
L* (x, n) = [ [x — 2 7, Tc’”’"] — i Tm JE, el s
0

i:l H h: §S= l

(mod p¥)

d. h.
l 7!
L* (x, Tl','m)E l l [x . 2 )’/; 8271. Tcm'/t]
=0

=1

! / l —1
— me 2 [ ng ez’s nm's] H [:L’ — 2 }’k e]'/»’ Tcmlk ] (mod pN)
=1 s§= = k=0
‘ T
oder
l Tl
L*(x, ™) ___]I [.ﬂ, __2 v, ez'};,mmlh] =
=1 =0
7 7 l —1 .
—_— T 2 [2&5‘ gfs Tcm’s] H lx __,_kz(: yk gihpgm'k ] (mod pN)
=1 s=1 7=1 ==
V)

9) Dies wird gewifl nicht der Fall sein, wenn p ein Teiler von ! ist, denn dann ist diese
Determinante ersichtlich durch / teilbar. Deshalb haben wir oben vorausgesetzt, dafi (p, ()
=1 ist,
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Laf3t man hohere Potenzen als n(Z+V» weg, so steht hier, wegen unserer
Voraussetzung iiber (5), und weil beide Seiten ganze symmetrische Funktio-
nen der / Grof3en (efn”’'), 7 =1, 2, ..., /, sind, auf beiden Seiten der Kon-
gruenz die Grof3e n(Z7tD» multipliziert mit einem Polynom von héchstens
(—1)-tem Grade in . Die Koeffizientenvergleichung mod p# von diesen
beiden Polynomen liefert in der Tat, wie man sieht, ein lineares Kon-
gruenzensystem mod p# fiir &, &,, ..., &, denn die rechte Seite hingt
linear von diesen Grofden ab. Ferner sieht man, daf3 die Determinante
dieses Kongruenzensystems nicht von 7  abhiangt, sondern nur von
Yo, Y15 ..., Yi—1. Daraus folgt aber das Behauptete.

§ 4.

Es sei jetzt p ein zum Relativgrade 60 teilerfremdes Primideal des
Grundkorpers %, welcher den Korper der sten Einheitswurzeln enthalt,
dann kénnen wir immer annehmen, daf3 das Ideal (G, v, p) = ({—v, v, p) =
(€, &—v, p) gleich dem Einheitsideal ist (vgl. Einleitung). Wir ibernehmen
jetzt die Bezeichnungen und die Einteilung in Unterfille, wie wir sie in
N. verwendet haben:

Die Gleichung

F(R) = (R—3v*(R*—11v R -+ 64v") + 2°3* v'{ = )
R (R*—10vyR 4 45V + 2°3° v* (L—v) =0

legt einen Korper # vom Relativgrade 5 in bezug auf % fest, dessen
Zahlen invariant sind unter einer Tetraedergruppe U — . Die Diskri-
minante von /# (R) ist ein Quadrat in 4:

D (F(R)) — o2 312 55 Cz vxe (C_v)z’ (8)

und falls p* I g, p”I v, p¥ I (C—v), so ist entsprechend einer eben gemachten
Bemerkung von den 3 Zahlen #, v, w hochstens eine von Null ver-
schieden. Nach (8) ist, falls # = 2u + 160 + 2w ist, p* ] D (#(R)).

A.Seiu—v=w=0

Dann ist # =0, p unverzweigt, und es mufd einer der Fille 10, 12,
14 oder 15 eintreten.

Zerlegt man /' (R) in normierte Primpolynome mod p, so kann — wie
man iibrigens nach einem allgemeinen Dedekind’schen Satze weiss'®) —

10) Werke, 1. Band, Braunschweig 1930, S. 212,
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keines dieser Primpolynome in hoherer als 1. Potenz auftreten, denn
sonst ware es mod p ein Faktor von

F'(R) = 5 (R—3v)" (R'—10vR + 45 V).

Das wiirde aber gemif3 (7) zum Widerspruche fiithren, daf3 wenigstens
eine der 3 Zahlen #, v, w positiv sein miif3te, gegen Annahme.

Daraus folgt die schon in /. angegebene Regel. Wir konnen sie,
wenn wir wollen, auch so formulieren: Es tritt bezw. der Fall 10, 12,
14 oder 15 auf, d. h. es ist bezw. /=175, 3, 2 oder 1, je nachdem die
Zerfdllung in Primpolynome von

(r—3) (" — 1174 64) + =

mod p genau bezw. keinen, zwei, einen oder finf Lineartaktoren hat.

B. Sei w > 0 und —3 quadratischer Rest mod p

Ist # ganz und p I 7, so kann man, unabhingig davon, ob —3 quadra-

tischer Rest oder quadratischer Nichtrest mod p ist, eine ganze, zu p
teilerfremde Zahl y von % so bestimmen, daf3

C=17yn* (mod p¥+#), (9)

wo /V eine beliebig grofde ganze rationale Zahl ist, die aber jedenfalls
grofder als ¢ gewidhlt sein soll. Ferner gibt es immer zwei ganze Zahlen
g und 1 in £, so daf3

11, 3Vs V—3 _
T =
S (mod p¥)

i 3ls V=3

2 2 o
und es ist

631,033 133 (modp). (10)
Aus

F(R) = (R—3v)* (R—av) (R—1v) (mod p*)

folgt dann nach dem Schénemann’schen Satze') wegen (10) und v=—o0 die
Existenz einer Kongruenz von der Form:

11) Vgl. z. B. 0. Ore,Ueberden Zusammenhang zwischendendefinierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen Kdrpern, erste Mit-
teilung, Math. Ann., Band 96, S. 313-352, bes. S. 321.
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wobei
Fi(R)=R—av
Fy(R)=R— v ; (mod p). (12)
Fy(R) = (R—3v)°

Es folgt daher nach den Hauptsitzen der Ore’schen Theorie'?), daf3 in
p mindestens 3 voneinander verschiedene Primideale p aufgehen, von denen
jedenfalls 2 in bezug auf £ Relativordnung und Relativgrad 1 haben.
Mithin sind nach unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Fille 11, 12
und 15 moglich.

Es sei @ eine Wurzel von (7), dann folgt aus (7):
(@—3v)’ (6—0cv) (0—1v) = — 2° 3® v* (mod p¥). (13)

Die Faktoren auf der linken Seite dieser Kongruenz sind daher teilbar

durch gewisse Primidealteiler p in % von p. Ein solcher Idealteiler p kann
wegen (10) und —0 nur in einem der 3 Faktoren der linken Seite von
(13) aufgehen. Weil es anderseits auch zu jedem mod p? irreduzibeln

Faktor von #(R) auch ein zugehoriges Primideal p gibt*), und die Kon-
gruenzen (12) gelten, so muf3 es— unbeschadet, ob #;(R) in (11) (mod p*t1),
und daher nach einem bekannten Ore’schen Satze auch (mod p?) weiter

zertillt oder nicht — wenigstens einen Primteiler p von p so geben, daf3
mit s = 1

] o—3v. (14)

Es sei dann fiir diesen Primteiler

7 e,

wo auch ¢ = 1 ist. Aus (13) folgt dann

3s = eu. (15)

12) (). Ore, Ueber den Zusammenhang zwischen den definierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen Korpern, zweite
Mitteilung, Math. Ann., Band 97, S. 569-598, bes. S. 592 und 594.

18) 0. Ore, 1. c., S. 326 unten.
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I. Wenn w 3= 0 (mod 3) ist, so gilt der Fail 1I.
In der Tat muf3 man dann in (15) die Grof3e ¢ = o (mod 3), also

e — 3 sein.

II. Ist w durch 3 tetlbar und Vs » kubischer Nichtrest mod p*', dann
tritt dev Fall 12 auf.

Sei # = 3u' = 3. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz
x”EV—z (mod p*+?)
nicht 16sbar, oder wegen (9) die Kongruenz

Vs .2° 3 ym
v

.
il

(mod p3!£'+ 1)’

z :
oder also y = — gesetzt, die Kongruenz
T

ﬁE—KL'i-}—w (mod p) (16)

in % nicht 16sbar,
Nun folgt aber aus (15), daf3 s = ¢#’, und aus (14), daf

O—3v) (0 —0v) (O—19)=(0—3v) (3—0) 3—TV' =(0—3v)" . 40V’

(mOd —_4;11’)

’

mithin nach (13) und (9):

(@ - 3V)3 . 4OV2 == g8 33 v* Y,n.‘iu/ (mOd _4;u’)

b

und daher

(mod 7). (17)

Sy e

™.y v

Da ¢=1, #' = 1, so gilt die Kongruenz (17) jedenfalls mod p. Ander-
seits ist die Kongruenz (16) nicht losbar in %, daher folgt nach dem

ersten Hilfssatz, daf3 der Relativgrad f/ von p durch 3 teilbar, und
folglich = 3 sein muf3. Mithin tritt der Fall 12 ein.

59



II1. Ist u durch 3 teilbar wund V};—/ kubzscher Rest (mod p**1), dann
tritt der Fall 15 auf.

Nach Voraussetzung ist dann die Kongruenz
»*=Vs5 2 (mod p*+1)

losbar. Mithin ist wegen der Voraussetzung iiber p auch die Kongruenz

_y35~;—-§— (mod pa+s) (18)
losbar. Sei p= —! -{;I——S (mod p?#), also 925“_1_“;_1/__.*_3 (mod p¥),

und v, py, p* die Wurzeln der Kongruenz (18).

Zunichst ist, wenn wir nach Potenzen von { entwickeln, und nur die
Glieder bis und mit der ersten Potenz von ( beriicksichtigen, bei allge-
meinem, also nicht notwendig durch 3 teilbarem, positivem #z, und un-
abhingig vom Restcharakter von V5 x:

F(R):[(R—IIVR+64V)+3 ¢ (3 R—64) +...]><
(19)
[R5 + 2t (s R 4 589 R+ 17390 + ...

Fiir spiter wollen wir uns merken, daf3 hier fiir den quadratischen Fak-
tor eine Zerlegung in Linearfaktoren gemaf3 (11) und (12) nach einer be-
liebig hohen Potenz von p existiert.

Unter den Annahmen IIL, daB3 # durch 3 teilbar und Vs » kubischer
Rest (mod p=*t!) ist, zerfillt jetzt aber der kubische Faktor mod p# in
der Tat in 3 Linearfaktoren. Denn zunichst ist, falls wir nur die Glieder
bis und mit der ersten Potenz in { beriicksichtigen:

:(R——s V=

23 52

3

(—3 R4 58v R+ 173V") + ]:

] 3 3° ]
(R—3Y) +6v — v — 750t | X

(R—3v) + 6pvn —~~2~sz77“’-—5;3_—§2-§+ | X

(R—3) + 6¢'vn— 3oyt — 20 Gt | (mod p¥)

Benutzt man nun den zweiten Hilfssatz mit /=13, m —=u, m' =4, so
sieht man leicht, daf3 die dort erwdahnte Determinante zu p teilerfremd
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ist. Mithin zerfillt /' (R) nach einer beliebig hohen Potenz von p in
Linearfaktoren, und es tritt der Fall 15 ein.

C. Sei w > 0 und —3 quadratischer Nichtrest mod p
Dann ist R* —11yR -+ 64v* Primpolynom mod p, und aus

F(R)=(R—3v)} (R —11vR + 64V} (mod p¥)

folgt dann nach dem Schonemann’schen Satze die Existenz einer Kon-
gruenz von der Form:

F(R)=F,(R) F,(R) ' (mod p»), (21)
WO
Fy(R)= (R — 3% |

PR =R —11vR+ 64y | o4 ¥) (22)

Nach den Hauptsitzen der Ore’schen Theorie ist dann p durch min-

destens zwei voneinander verschiedene Primideale p teilbar, und fiir eines
derselben ist das Produkt aus Relativordnung und Relativgrad gleich 2.
Da p zu 60 teilerfremd ist, kann also nur einer der Fille: 6, 13 oder
14 eintreten.

Ist wieder 6 eine Wurzel von (7), so folgt aus (7):
(0—3v)* (@*—11v0-+4-64y) = —2°3*v* L.

Analog wie oben unter B. existiert ein Primidealteiler p von p, sodaf3
mit s=1

P I 0—3v, (23)
und

3s=cu. (24)

1. Wenn u==o0 (mod 3) ist, so tritt der Fall 6 auf.

In der Tat muf3 dann in (24) die Grof3e ¢ durch 3 teilbar, also ¢ =3
sein. Das bedingt aber den Fall 6.

II. Ist uw durch 3 teilbar, so tritt der Fall 14 ein.
Sei wieder = 34’ = 3. Die Kongruenz

#=V5%  (modp+ty (25)



ist dann lésbar. Denn nehmen wir das Gegenteil an, so schlief3t man

wie unter B. II, daf3 der Relativgrad # von p durch 3 teilbar, also
gleich 3 sein muf3. Das fithrt aber zu einem Widerspruch, denn keiner
der Zerlegungstypen 6, 13 oder 14 hat einen Primidealteiler p mit der
Eigenschaft /= 3.

Die Kongruenz (25) ist mithin 16sbar, Dann ist aber auch die Kon-
gruenz (18) losbar, und wenn 7 eine ihrer Wurzeln ist, so existiert
jedenfalls eine Zerlegung mod p? von der Form

F(R)=F,(R) £y (R) Fs(R)  (mod p¥), (26)

wo F, (R) gleich dem ersten Faktor der rechten Seite der Formel (20),
F, (R) gleich dem Produkte des zweiten und dritten Faktors der rechten
Seite derselben Formel (20) und #;(R) gleich dem quadratischen Faktor
auf der rechten Seite der Formel (19) ist"). Folglich muf3 entweder
der Fall 13 oder der Fall 14 eintreten, und die beiden quadratischen
Faktoren in (26) sind irreduzibel mod p# . Anderseits zerfallen sie, wie
wir nach B.IIl. wissen, nach Adjunktion der Wurzeln des mod p irre-
duzibeln Polynoms

'3

in Linearfaktoren mod p# . Folglich tritt auf Grund des zweiten Ore’-
schen Hauptsatzes der Fall 14 ein.

D. Sei ww > 0 und —1 quadratischer Rest mod p

Ist dann p I 7, so kann man, unabhingig davon, ob —1 quadratischer
Rest oder quadratischer Nichtrest mod p ist, eine ganze, zu p teiler-
fremde Zahl y von £ so bestimmen, daf3

L—v=yn> (mod p¥+w), (27)

wo NV wie immer eine beliebig grofde ganze rationale Zahl ist, die aber
jedenfalls grof3er als 7 gewdhlt sein soll. Ferner gibt es immer zwei
ganze Zahlen ¢ und 1 in £, so daf3

5+2V§V———TEG}

s —2)s V—1 =+ (mod p¥),  (28)

14) Man beachte, dafi das so definierte F,(R), als symmetrisches Polynom in py uud p2v,
alles mod. p& betrachtet. nicht von p abhingt.
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und es ist
63=1T, 650, T30 (mod p). (29)

Aus
F(R=R(R—ov)(R—1v)) (mod p¥

folgt nach dem Schonemann’schen Satze wegen (2¢9) und v—o0 die
Existenz einer Kongruenz von der Form:

F(R)=F\(R) Iy (R) I (R)  (mod p¥), (30)

wobei F,(R)=R l
7 (R)=(R—oav) (mod p). (31)
£ (R)= (R |

Es folgt daher nach den Hauptsidtzen der Ore’schen Theorie, daf3 in p
mindestens 3 voneinander verschiedene Primideale p von £ aufgehen,
von denen jedenfalls eines Relativordnung und Relativgrad 1 hat. Fir
die andern Primidealteiler p kann das Produkt aus Relativgrad und
Relativordnung hochstens die Werte 1 oder 2 haben. Mithin sind nach
unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Fille 13, 14 und 15 moglich.

Jetzt konnen wir wieder analog wie unter B. weiter schlief3en, ich
fihre aber die Schliisse explizite durch, auch weil der Fall E. sich aut
den Fall D. stiitzt.

Es sei @ eine Wurzel von (7), dann folgt aus (7):

00 —av) (O

) =—2"3v'(—v) (mod p¥). (32)

Die Faktoren auf der linken Seite dieser Kongruenz sind daher teilbar
durch gewisse Primidealteiler p in # von p. Ein solcher Idealteiler p
kann wegen (29) und v = 0 nur in einem der 3 Faktoren der linken
Seite von (32) aufgehen. Weil es anderseits auch zu jedem mod p# irre-
duzibeln Faktor von /(R) auch ein zugehériges Primideal p gibt, und
die Kongruenzen (31) gelten, so muf3 es — unbeschadet ob /4, (R) oder
F; (R) oder beide diese Faktoren in (30) (mod p?*!') und daher nach
einem bekannten Ore’schen Satze auch (mod p?) weiter zerfallen oder
nicht — wenigstens einen Primteiler p von p so geben, daf3 mit s=1:

Pl 6—oav. (33)
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Es sei dann fiir diesen Primteiler mit ¢ = 1:

P v
Aus (32) folgt dann

28 — ew. (34)

I. Wenn w==0 (mod 2) ist, so gelt der Fall 13.

In der Tat muf3 dann in (34) die Gréf3e ¢ =0 (mod 2), also ¢ = 2 sein.

Il. Ist w durchk 2 teilbar wund V—5_(z——12“‘) quadratischer Nichtrest
mod p**l, dann tritt der Fall 14 auf.

Sei w — 2w’ = 2. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz
2*=Vs (x —12°) (mod p»ti)

in % nicht 16sbar, oder wegen (27) die Kongruenz

2w!
xzzl/g 2 3 T (mod p?»'+1),

x :
oder also y = - gesetzt, die Kongruenz

. 28 3
PRI S modp) (35

n % nicht 16sbar,
Nun folgt aber aus (34), da3 s—=¢w', und aus (33) daf3

0 (0—cv) (@—1v)'=(@—0c V). ov. (6—1)' v' = (0—0aV)’. (—800)V’

34"20)

(mod p
also nach (32) und (27):

3e'w)

(—av)’. (—800) V' = —2° 3° v* yn**' (mod p

oder, falls man beide Seiten dieser Kongruenz mit — 5 multipliziert

(6—av)* (5—V 5)* (a+3V5)%. 5.2°3° vt yn?’  (mod ps”")



und daher

. - 2 6,3 -
( (6—5) (5 w}/'.S)v(GH Vs) = VE-zv 3'Y (mod 57, (36)
Da ¢ =1, ' = 1, so gilt die Kongruenz (36) jedenfalls (mod p). Ander-
seits ist die Kongruenz (35) nicht losbar in £, daher folgt nach dem er-
sten Hilfssatz, daf3 der Relativgrad / von p durch 2 teilbar, und folglich
gleich 2 sein muif3. Mithin tritt der Fall 14 ein.

I11. Ist w durch 2 teilbar, und V} (x—12°) quadratischer Rest mod prt1,
dann tritt der Fall 15 auf.
Nach Voraussetzung ist dann die Kongruenz

2=V5 (x—12°) (mod p»+1)

losbar. Mithin ist, wie man leicht einsieht, auch die Kongruenz

2 R (mod p¥+=)  (37)

Isf v

losbar. Es moge dann w eine Wurzel der Kongruenz (37) sein, dann sei
zur Abkiirzung:

lll

_ ——V- Vs—r I—l—V— I~V—
'n:I4V§5 o—10—3V5) 0= iV (t4-3V5) 0 ( F)

f=" 2 m0-3/5)u= %(aﬂlfs‘)wz (s 15y,

(mod p¥++)  (38)
gesetzt. Es ist dann

3 E—v
7)"56 v
R (mod p¥*+#)  (39)
3 =%y
und
:__._*_I C"‘"V Nt+w
nE—SVE- ; (mod p¥+¥). (40)
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Wegen spiterer Schliisse unter E. will ich hier etwas weiter ausholen *).
Zunichst existiert bei beliebigem, also nicht notwendig geradem, aber

positivem z und unabhingig vom Restcharakter von Vs (x — 12%), ferner
unabhingig davon, ob —1 quadratischer Rest oder Nichtrest ist, nach
dem Schonemann’schen Satze eine Zerlegung von der Form

F(R)=F\(R) £ (R) (mod p?),
wo
F,(R=R }
(mod p)
F, (R) = (R*—10vR -} 45V

ist. Wenn wir nach Potenzen von (§{—v) entwickeln, und nur die Glieder
bis und mit der ersten Potenz in (§—v) beriicksichtigen, ist

28
2

F(R):[R+ 35

(C—v) + ] X
(41)

(§—v) (—R*+20vR*—190v' R + 900V*) +-.. ]

[

: 2\2 2
| (& —10vR-+asvy+ =

und es ist wegen der Form von F(R) klar, daf3 die Koeffizienten der
hoheren Potenzen von ({—v) Polynome im Korper der Zahl v von
hochstens drittem Grade in R sind.

Bei beliebigem, also nicht notwendigerweise geradem, aber positivem
w, und unabhingig vom Restcharakter von V5 (x—12°) zerlegt sich dann,
wenn wir annehmen, daf3 —1 quadratischer Rest mod p ist, nach (30)
und (31) der biquadratische Faktor nach einer beliebig hohen Potenz
von p in zwei quadratische Faktoren. Entwickeln wir nach Potenzen von
(€—v), wobei wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in (§—v)
beriicksichtigen, so ist:

[(R”—-——IovR +45v2)2—{—£§—§(C—v) (—R* + 20vR'— 190v'R + 900v") 4 ]

=R~ +E22 (531790 R+ (1530 — 1128)3) . X 2
|@—wvr+ £ (53179 & + (1535 — 1129)9) .| (mod g

15) Man kann die folgenden Schliisse sehr vereinfachen, wenn man iiberall bis und mit
dem Gliede ({—v)? explizite entwickelt, denn dann hat man eine Zerlegung mod. p#+1, was
fiir die Ore’schen Siitze geniigt. Die Durchfilhrung der Rechnung zeigt aber, daff man dann
grofle Zahlkoeffizienten in Kauf zu nehmen hat.
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Wir konnen hier annehmen, daf3 der erste Faktor auf der rechten Seite
von (42) eine lineare Funktion von ¢ ist, und t nicht enthidlt, und der
zweite Faktor auf der rechten Seite von (42) eine lineare Funktion von
T ist, und o nicht enthilt, denn die beiden Grof3en geniigen gemif3 (28)
der Kongruenz

2P —10x +45=0 (mod p¥).

Macht man in diesem Sinne in (42) zur Bestimmung der Koeffizienten
der ndchst hoheren Potenzen von ({—v) einen Ansatz mit unbestimmten
Koeffizienten, so sieht man, mit Riicksicht auf die Form des biquadra-
tischen Faktors in (41) wie beim Beweise des zweiten Hilfssatzes ein,
dafd der zweite Faktor auf der rechten Seite von (42) aus dem ersten
hervorgeht, indem man ¢ in t verwandelt.

Unter den Annahmen III.,, daf3 w gerade und Vg(zw123) quadra-
tischer Rest (mod pv+1) ist, zerfillt jetzt aber jeder der beiden Faktoren
auf der rechten Seite von (42) (mod p#) in Linearfaktoren. Denn zu-
nachst ist, wenn wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in
(E—1v) beriicksichtigen:

[R—ovr +E 2 (53— 170) B+ (1530 — 1125)4) + .

3.5
=[®—o + 63 + E (531700 + .| X (3
|[@—o0— 6w+ £ 53—179— . (mod p¥),
bezw.
|+ £ (153179 R (1530 —1123)9) +.
=[®- )+ 68+ £ N 55179+ ] (44
[(R-—w)——6Ev—{— (23 5) (53— 17:)—-...] (mod p¥).

Benutzt man nun den 2. Hilfssatz mit /=2, m—=w, m'=w', so sieht
man leicht, daf3 die dort erwihnte Determinante zu p teilerfremd ist,
m. a. W. die beiden Faktoren der rechten Seite von (42) zerfallen nach
einer beliebig hohen Potenz von p in Linearfaktoren. Folglich tritt der
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Fall 15 ein. Wir wollen uns fiir spiter merken, daf3 die Entwickelungen
der Linearfaktoren auf der rechten Seite von (43) nach Potenzen von
7 fortschreiten, wobei man die geraden Potenzen gemif3 (39) ersetzen
kann, so daf3 diese Linearfaktoren lineare Funktionen in v sind. Ferner
konnen wir auch annehmen, daf3 sie lineare Funktionen von ¢ sind. Der
zweite Linearfaktor auf der rechten Seite von (43) geht dann aus dem
ersten hervor, indem man 7 in —= verwandelt. Ferner geht gemiaf3 un-
serer Bemerkung zur Formel (42), und mit Riicksicht auf die Formeln
(38) und (39) der erste Linearfaktor der rechten Seite von (44) aus dem
ersten Linearfaktor der rechten Seite von (43) dadurch hervor, daf3 man
gleichzeitig ¢ in T und 7 in § verwandelt. Der zweite Linearfaktor auf der
rechten Seite von (44) geht aus dem ersten dadurch hervor, daf3 man
£ in —& verwandelt.

E. Sei w» >0 und —1 quadratischer Nichtrest mod p
Dann ist R2— 10v R -+ 45 v* Primpolynom mod p, und aus

F(R)= R (R*— 10y R} 45y (mod p)

folgt dann nach dem Schoénemann’schen Satze die Existenz einer Kon-
gruenz von der Form:

F(R)= Fi(R) £, (R) (mod p¥),  (45)
wO

} (mod p).  (46)
Fy(R)= (R*—10v R+ 43 V")

Folglich gibt es einen Primteiler p von p mit Relativgrad und Relativ-
ordnung 1. Ferner ist #,(R) nach unserer Annahme entweder unzerleg-
bar (mod p*+!), und daher (mod p») in £, und dann haben wir in % einen
einzigen weitern, von p verschiedenen Primteiler von p, fiir welchen Pro-
dukt aus Relativordnung und Relativgrad gleich 4 ist, oder #,(KR) ist in
k# (mod p**!), und daher auch (mod p¥) in 2 quadratische Faktoren zer-
legbar und wir haben in % genau zwei weitere, von p und untereinander
verschiedene Primteiler von p, fiir welche das Produkt aus Relativord-
nung und Relativgrad gleich 2 ist. Mithin sind, da p immer zu 60 teiler-
fremd ist, gemif3 unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Fille 8, 13
und 14 moglich.
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Ist wieder 6 eine Wurzel von (7), so folgt aus (7):

0 (0°—10v 6 + 45 V")) = —2° 3* v (C—v). (47)

Die beiden Faktoren auf der linken Seite dieser Gleichung sind daher
wieder durch gewisse Primideale p in % von p teilbar. Ein solches Prim-
ideal kann nur in einem der beiden Faktoren der linken Seite von (47)
aufgehen, da sonst die unmogliche Kongruenz 45v*= o (mod p) folgen

wiirde. Wie oben unter D, existiert ein Primteiler p von p, so daf3 mit
s=1

P ] 6—10v6 45 (48)

Ist fiir diesen Primteiler mit ¢ = 1:

P lp
so folgt aus (48) und (47):

2s=cw. (49)

I. Wenn w =z o (mod 2) ist, so gilt der Fall 8.

In der Tat muf3 dann in (49) die Gro3e ¢ =0 (mod 2), also ¢ = 2 sein,
und der Fall 8 oder 13 eintreten. Aber der letztere Fall ist auszuschlief3en.

Denn dann gibe es nach den Ore’schen Sitzen eine Zerlegung von /(R)
in irreduzible Faktoren (mod p?), so daf3

F(R)= F(R) Fy(R) Fy(R) (mod p¥),  (50)
wobei

} (mod p).
Fy(R)=F(R)=R— 10V R+ 45V’

Adjungiert man aber in (50) die Wurzeln des mod p irreduzibeln Po-
lynoms

x2—10x+45,

so zerfdllt jeder der beiden Faktoren #,(R) und F;(R) nach dem Schone-
mannschen Satze (mod p?) in Linearfaktoren. Denn es ist dann

Fy(R) =F;(R) = (R—oV) (R—1V) (mod p),



wo gv == tv (mod p). Daher miifdte nach dem zweiten Ore’schen Satze

¢ =1 sein gegen Annahme. Folglich tritt der Fall 8 ein.

II. Wenn w = o (mod 2) #st, so tritt der Fall 14 ein.
Ich unterscheide 2 Unterfille, je nachdem die Kongruenz

2 =)5 (x—12? (mod p»t?)

und daher auch die Kongruenz (37) losbar ist oder nicht.

Ist die Kongruenz (37) losbar, dann zerfdllt der biquadratische Faktor
in (45) und (46) in zwei irreduzible quadratische Faktoren mod p¥. Den
einen dieser Faktoren erhalten wir, wenn wir den ersten Linearfaktor
auf der rechten Seite von (43) mit dem ersten Linearfaktor auf der rechten
Seite von (44) miteinander multiplizieren. Denn gemaf3 (28) und (38) fallt
dann die GroBe J—1 (mod p?) heraus und wir erhalten (mod p?) eine
Entwicklung nach Potenzen von w, deren Koeffizienten in £ sind. Wenn
wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in ({—v) beriicksich-

tigen, so ist

(B0 + 61y + S (53—170) + .| X

(R—-—T v+ 6Ev+ (§ ) L (53—17 1) + ]E

(B—10v R 445 V) + 60y ((1 +V3) B4-(5—7V3) v)

3_2522 (E—v) (—8R+(125+27V§)V) 4 ] (mod p).

Den zweiten Faktor gewinnt man analog, wenn man den zweiten Linear-
faktor auf der rechten Seite von (43) mit dem zweiten Linearfaktor auf
der rechten Seite von (44) miteinander multipliziert. Mit Riicksicht aut
(38) ist:

—v)
235

E—v)
2.3.5"

(B —10y B-4-45¥) — G0y ((1-+V5) R+-5—7V3)v)

(R—cv>~6nv+ (53—170) — .| %

(R—w)__égv+

7 (53—17 1) — ]_———:

252, (C———v)(-———S R—I—(125+27V§)v)—— ] (mod p¥).
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Das Produkt der rechten Seiten von (51) und (52) ist dann gema(3 (42),
(43) und (44) gleich dem biquadratischen Faktor in (45) und (46). Mithin
ist der Fall 8 auszuschlie3en und es gilt der Fall 13 oder der Fall 14.
Aber auf Grund des zweiten Ore’schen Satzes gilt der Fall 14. Denn
adjungiert man die Wurzeln des mod p irreduzibeln Polynoms

21,

!

so sieht man mit Riicksicht auf (28) und (38) leicht ein, daf3 jeder der
beiden quadratischen IFFaktoren mod p# in Linearfaktoren zerfallt.

Ich gehe zum zweiten Unterfall iiber. Ist die Kongruenz (37) nicht
losbar, so ist, weil —1 quadratischer Nichtrest mod p ist, wie man leicht
einsicht, die Kongruenz

if

=L (mod p¥+w)  (53)
15V v

losbar, Jetzt zerfallt aber der biquadratische Faktor in (45) und (46)
ebenfalls in 2 irreduzible quadratische Faktoren (mod p?#). Den einen
dieser quadratischen Faktoren gewinnen wir, wenn wir den ersten Linear-
faktor auf der rechten Seite von (43) mit dem zweiten Linearfaktor auf
der rechten Seite von (44) miteinander multiplizieren. Denn ist (vgl.
Formeln (38), bezw. (37) und (53)):

w=+V—1.0 (mod p¥¥+=')
eine Wurzel von (53), so ist:
n—E=01—V35)o l

o (mod pt=').  (54)
n1—Eo=(—5—7V5)u |

Ferner gilt immer die Formel (40). Es ergibt sich daher eine Entwick-
lung von der Form:

R-«cv )+ 67v + ( ) —(53—170) -+ .. ]

(R—sv)— 68V + (53; (53—17%) — ... |=

:<R2—IovR+4s #) 4 60y ((—V3) B+ (5+7V/5)v)
+-Zr ) (8 R azs—27V 5]+ | (mod )

(55)
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wo wir die Entwicklung nach Potenzen von w nur bis und mit der 2.
Potenz angeben. Entsprechend liefert das Produkt des zweiten Linear-
faktors auf der rechten Seite von (43) mit dem ersten Linearfaktor aut
der rechten Seite von (44) den andern mod p# irreduzibeln quadratischen
Faktor des biquadratischen Faktors in (45) und (46). Er geht gemii3

(54) aus (55) hervor, indem man » in —w verwandelt. Der weitere Schluf3
ist derselbe wie im ersten Unterfall.

F. Sei v > 0.

Dann setzen wir*)

R:3V+IZSVC,

und nehmen bequem die Resolvente
G(S) = S°+ 49T (10S*—15 5 S+ 36 &) =0 (56)
zu Hilfe, deren Diskriminante iibrigens gleich
D[G(S)] = 255 ¢V (G

ist'™. Ist, wie immer, p* ] D[G(S)], so ist also #=14u - 49+ 2w.
Ist p I n und NV wie oben eine beliebig grofde ganze rationale Zahl, die

grofder als # ist, so gibt es eine ganze, zu p teilerfremde Zahl y in £,
so daf3

v=yn (mod p¥+).  (57)
Ist @ eine Wurzel von (56), so folgt aus (56):

6° = —4v (106* — 1546 -+ 360). (58)

Es folgt aus (58), daf3 @ nicht teilerfremd ist zu p, und es existiert
daher wenigstens ein Primidealteiler p in 2 von p, so dal3 mit s=1:

p'le. (39)
Ist mit ¢ = 1:
re 1y,
16) Vgl. N., S. 226.

17) Dieser Wert ergiebt sich leicht aus den Formeln (1), (2) und (3) der Seite 182 des
Ikosaederbuches von F. Klein, Wir notieren ihn der Vollstindigkeit halber, obwohl wir ihn
hier fiir die weiteren Entwicklungen nicht zu kennen brauchen.

72



so folgt aus (59) und (58), da # =0 und p immer zu 60 teilerfremd ist:

5s = ev. (60)

1. Ist vz0 (mod 5), so tritt der Fall 9 ein.

In der Tat muf3 dann in (60) die GroB3e ¢=o0 (mod 3), also ¢ =13
sein. Mithin kommen nach unserer Tabelle wegen der Voraussetzung
iiber p nur die Fille 4 und 9 in Betracht. Die Entscheidung, welcher
Fall eintritt, fillt bequem im Unterkorper £ vom 12. Relativgrade in
bezug auf £, dessen Zahlen invariant sind unter einer Untergruppe

U = (@,. Setzt man in der Ikosaedergleichung (1) 5° = % , so erhdlt man

die Resolvente 12. Grades:
K(T) :—[——T‘ 4228y 7? — 494V T? — 228V’ T —-v‘]3
+2°3°C T[T2+ IIvT——vT::O,
deren Wurzeln % in bezug auf % festlegen. Es ist
K(T)=(T+2"37.7"  (mod yp),

und da 2°3°( 3= 0 (mod p) ist, so existiert nach dem Schonemann’schen
Satze fiir ein beliebig grofdes /V eine Zerlegung:

K(T)=K,(7) K, (T) (mod p¥),

WO

K (T)=T+2° 3¢

K(T)=1" fmod )

Folglich existiert nach dem ersten Ore’schen Satz wenigstens ein Prim-

idealteiler rﬁ in Z von p, dessen Relativordnung und Relativgrad beide
gleich 1 sind. Mithin kann nach unserer Tabelle in Abschnitt 2 der
Fall 4 nicht eintreten, und es gilt daher der Fall 9.

II. Wenn v durch 5 teilbar und «é— [iinfter Potenznichtrest (mod p?+!)

zst, so tritt der Fall 10 en.
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Sei v = 52’ = 5. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz
X :i. (mod p7/+1>
%

in % nicht losbar. Wegen (57) ist daher auch die Kongruenz

,YTE57)’
2°3°¢

4P = (mod p¥'+1),

x :
oder also, y — — gesetzt, die Kongruenz
T

(mod p) (61)

in % nicht losbar.
Aus (60) folgt, da3 s = ¢’ ist, und aus (59), (38) und (57), daf
_Ge_v’)

60 = —144C v (mod

Dividiert man hier beide Seiten durch die zu p teilerfremde Zahl
—2'%3°C% so wird:

( 2 5__‘ YTC{W,
~73E) =re

(mod p %),

und daher ist

(mod p ).  (62)

@ 5
(— 223‘22“,/) = 2633§

Dae¢=1, o' =1, so gilt die Kongruenz (62) jedenfalls mod p. Ander-
seits ist die Kongruenz (61) nicht losbar in £ Daher folgt nach dem
ersten Hilfssatze, daf3 der Relativgrad £ von p durch 3 teilbar, und folg-

lich # = 5 sein muf3. Das bedingt aber nach unserer Tabelle in Ab-
schnitt 2 den Fall 10,

IIl. Wenn v durch 5 tetlbar und —‘l—:— finfter Potensrest (mod prt!) ist,
dann tritt der Fall 15 ein.
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Nach Voraussetzung ist also jetzt die Kongruenz

xb

i

(mod pz’—l- 1)

1
4

in % losbar, und daher, wie man leicht einsieht, auch die Kongruenz

5 — ¥ _ N4-v
V=T (mod pA%e)  (63)
in % losbar. Ist v irgend eine Wurzel der Kongruenz (63), so ist, wenn
wir nach Potenzen von y entwickeln, und nur die Glieder bis und mit

der ersten Potenz in v beriicksichtigen, falls &€ 2 1 eine g5t Einheits-
wurzel ist:

5

G(S)EH[S-—[—&:". 12y e%. 12 (- €. 84 L P — 4. 84 L' - O +]

=1
(mod p?).

Wendet man hier den zweiten Hilfssatz mit /=15, m—=v, m'=7' an,
so sieht man, daf3 die dort erwdhnte Determinante zu p teilerfremd ist,
und folglich G (S) nach einer beliebig hohen Potenz von p in Linear-
faktoren zerlegbar ist. Folglich tritt nach dem ersten Ore’schen Satze,
da ¢ nach Voraussetzung in £ liegt, der Fall 15 ein.

Man sieht, daf3 sich unsere Ausfithrungen und Resultate sehr verein-
fachen, wenn man annimmt, dafd der Grundkoérper die 60. Einheitswurzeln
enthalt.

(Eingegangen den 18. Februar 1933
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