
Zeitschrift: Commentarii Mathematici Helvetici

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 6 (1934)

Artikel: Weitere Untersuchungen über die Primidealzerlegung in gewissen
relativ-ikosaedrischen Zahlkörpern.

Autor: Gut, Max

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-7579

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 20.08.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-7579
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


Weitere Untersuchungen ûber die Primideal-
zerlegung in gewissen relativ-ikosaedrischen
Zahlkôrpern
Von Max Gut, New Haven, Conn., U.S.A.

Es sei k ein algebraischer Zahlkorper, welcher den Korper der 5.

Einheitswurzeln enthalt. Ist K ein algebraischer Erweiterungskorper,
dessen Relativgruppe die Ikosaedergruppe ist, so kann man immer —
event. mul3 man noch voraussetzen, daB eine gewisse Quadratwurzel in
k liegt — in K eine relativbestimmende Zahl E so finden, dafi îhre Relativ-
gleichung in bezug auf k von der Form:

ist, wo Ç und v zwei ganze Zahlen von k sind. In einer im Festband
zu Ehren des Internationalen Mathematiker-Kongresses Zurich 1932
erschienenen Note1) habe ich eine Méthode angegeben zur Bestimmung
der Primidealzerlegung der Primideale p von k in K2). In der vor-
liegenden Arbeit habe ich nun einen Teil der Untersuchungen durch-
gefuhrt. Ist p irgend ein zum Relativgrade 60 teilerfremdes Primideal
von ky so konnen wir die Anzahl R der voneinander verschiedenen
Pnmteiler p in K von p, îhren gemeinsamen Relativgrad F und îhre

gemeinsame Relativordnung E angeben. Dièse Zerfallung hangt nur ab

von der in (1) auftretenden Grofie

des Grundkorpers.
Als Korollar ergibt sich die notwendige und hinreichende Bedingung

dafur, daG in der Relativdiskriminanten von K in bezug auf k kein zum

Commentarn Mathematici Helvetici, Band 4, S. 219, im folgenden zitiert mit N*
2) Unter der Voraussetzung, dafi man schon weifi, dafi p unverzweigt und zum Relativgrade

60 teilerfremd ist, wurde in N. beilaufig auf Grund emer Bemerkung Artin's auch schon
der Relativgrad der Pnmidealteiler von p angegeben. Wir werden aber hier viel einfachere
Kntenen erhalten, weil, wie wir es m iV., S. 228 vermuteten, Pnmidealteiler von D[F(R)]
m vielen Unterfallen nicht unverzweigt sem konnen.
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Relativgrad teilerfremdes Primideal p von k auftritt. Man kann namlich
bei der Untersuchung nach einem bestimmten solchen Primideale p
immer voraussetzen, dai3 es nicht zugleich im Zàhler und Nenner von
x auftritt3), und wir wollen hier immer annehmen, daC man z auf dièse

Form gebracht habe. Dann teilt p dann und nur dann die Relativ-
diskriminante nicht, wenn folgende drei Bedingungen gleichzeitig erfullt
sind:4)

i. Der Exponent der Potenz, in der p im Zahler von z aufgeht, mufi
durch 3 teilbar sein.

2. Der Exponent der Potenz, in der p im Zahler von x—26 33 aufgeht,
muC durch 2 teilbar sein.

3. Der Exponent der Potenz, in der p im Nenner von y. aufgeht, mu!3

durch 5 teilbar sein.

Ohne weiter darauf einzugehen, mbchte ich hier nur darauf hinweisen,
dafi dièses Résultat offensichtlich in enger Beziehung steht zu der
Formel (63), S. 60 des Klein'schen Ikosaederbuches, wobei zu beachten

ist, dafi die Nulistellen der dort auftretenden Formen f> H und T die

Fixpunkte der Ikosaedersubstitutionen von den Perioden 5, bezw. 3,

bezw. 2 sind.

§ 1.

Es sei zunachst in diesem und im nachsten Abschnitt k irgend ein al-

gebraischer Zahlkorper, der also die 5. Einheitswurzeln nicht zu enthalten
braucht, und K ein in bezug auf k relativ-ikosaedrischer Zahlkorper. Die
Relativgruppe ist also die Ikosaedergruppe ©. Sie hat im ganzen folgende
59 Untergruppen5) :

Die Ikosaedergruppe © von der Ordnung 60 selbst.

5 gleichberechtigte Tetraedergruppen £T von der Ordnung 12

„ „ 10

„ „ 6

» " 4
(Vierergruppen)

„ Ordnung 5

51 J) 3

3) N., S. 228.
4) Eine irreduzible Gleichung, welche dièse Bediogung erfdllt, ist z. B. in A^, S. 229 an-

gegeben.
6) Vgl. Ikosaederbuch, § 8, S. 16 ff., oder auch Speiser, Die Théorie der Gruppen

von endlicher Ordnung, Berlin 1923, S. 10.
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Wir bezeichnen mit f den absoluten Grad, mit e die absolute Ordnung
eines Primideales p des Grundkorpers k, welches die rationale (positive)
Primzahl p teilt. Wir bezeichnen ferner mit <g die relative Zerlegungsgruppe,

mit C die relative Tragheitsgruppe und mit V die relative Ver-
zweigungsgruppe eines Primteilers P in K von p in bezug auf k.

Auf Grund der Hilbert'schen Satze uber die Primidealzerlegung in
relativ-Galois'schen Zahlkorpern und der Struktur der Ikosaedergruppe
ergeben sich dann in bezug auf die Werte R (Anzahl der voneinander
verschiedenen Primteiler P in K von p), F (Relativgrad von P in bezug
auf k) und E (Relativordnung von P in bezug auf k)6) folgende 15 mog-
lichen Typen:

a) Zunachst kann die Zerlegungsgruppe <g nicht die Ikosaedergruppe
(5 selbst sein, denn <8 ist nicht auflosbar, wahrend <?) auflosbar ist.
Kein Primideal bleibt also unzerlegt.

/?) Wir fragen uns, ob <g gleich einer Tetraedergruppe £F sein kann
Dann muGte die Tragheitsgruppe C entweder gleich ç^Toder einer QJA sein,
denn das sind die einzigen Normalteiler von ç^Tmit zyklischer Faktor-
gruppe. Aus der ersten Annahme g C £T folgt, daC V aus dem

gleichen Grunde entweder gleich ^Joder einer Q* ist. Anderseits ist die

Ordnung von V eine Potenz von p. Also ist nur der Fall moglich :

1. è=£T, C=c# V=Q±', R=$, F=z\, E=\2, ^=3 ; p|2; 2/= i (mod. 3).

Aus der zweiten Annahme § c^ C Q± folgt, weil Qj^ oder eine Q%

die einzigen Normalteiler von QJ"4 mit zyklischer Faktorgruppe sind, daG

die Ordnung von V eine durch 2 teilbare Zahl ist. Also muC p ein Teiler
von 2 sein, und da Eo dann zu 2 teilerfremd sein muG:

2. 5 ^7; C Ca, V Œ; R $, J?=3> E 4, ^0=1; P I 2.

7) Kann die Zerlegungsgruppe gleich einer QJ2n sein, wo n 5, 3, 2

ist? Dann muGte die Tragheitsgruppe entweder gleich Qln oder gleich
der, bezw. fur n 2 einer in ihr enthaltenen Qn sein, denn das sind
die einzigen Normalteiler von Q%n mit zyklischer Faktorgruppe. Im ersten
Fall g C Q2n folgt aus demselben Grunde und weil die Ordnung
von V eine Primzahlpotenz ist, fur /z 5 und 3, daG dann V (§n sein

6) Mit Eo bezeichnen wir ferner, wie ublich, die Ordnung der Faktorgruppe (E/D» wir
wollen aber die Unterfalle mit gleichen R, F und E, aber verschiedenem Eo nicht besonders
zahlen.
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muf3, fur # =: 2 wegen (Eo, 2) 1, daf3 V Q4l sein muO. Das ist nur
fur die Primteiler p von n moglich. Im zweiten Falle <?> — Qln C= (Sn

>

mufi V—(Sn oder P=i sein. Der erste Unterfall £—Qj2n, ^=V=(Sn
ist nur fur die Primteiler p von « moglich, der zweite Unterfall <5 Qj<m

>

C (Sn
> P 1 nur fur die zu n teilerfremden Primteiler p moglich,

fur welche /2-^~ 1 (mod n) ist. Fur #= 5, 3, 2 ergeben sich so folgende
Unterfalle :

3. 5=010, C=ai0, X>=<&; iî=6, ^=1, £=10, ^0=2; p|s.

Die Kongruenz 5-^—1 (mod 2) bildet keine Forderung und ist daher

weggelassen.

S- =&; R=io,F=i, E=6,

Die Kongruenz 3^= 1 (mod 2) bildet keine Forderung und ist daher

weggelassen.

6.

7- 5=C

r>=i

=g2) r>=i

2=: IO, ^=2,

72=15, ^=2, £=2

A=i; p|3
-^o — 3 î

^,= 1; p|2.

-Êo i ; p 2

S) Ist ^=(£>K, so ergeben sich, wie man leicht einsieht, die folgenden
moglichen Typen:

9- _I2 ^-j ir_,|i?»=I; Pis

(mod s).

10. 5r=g)!>,C=i, O=i, R=\2, F=s, E=\.

ii. F=i, E=

12. g=g>,,C=i, V=i; R=2O, F=3, E=i.

£=30, F=i, E=2

=i; p|3

=3; //=i (mod 3).

E0—ï;



i4. 5 &, C=i, V=i; ^=30, F=2, E=i.

a) Ist endlich g=i so ergibt sich die letzte Moglichkeit :

15. 5=1, C=i, P=i; R — 60, F=i, E=i.
Die Falle 10, 12, 14 und 15 sind die einzigen mit^==i und wurden

schon von Artin7) angegeben.

§ 2.

Es sei k ein echter Oberkorper von k, aber echter Unterkorper von

K. Der Korper k moge zur Untergruppe U von © gehoren, d. h. aile

Zahlen von k sind invariant unter den Substitutionen von U, und U ist
die grof3te Untergruppe von (5 mit dieser Eigenschaft. Auf Grund be-
kannter Satze von Dedekind ergibt sich dann aus dem Zerlegungstypus

von p in K die Primidealzeilegung von p in Primideale p von k!) Re-

lativgrad und Relativordnung eines Primideales p von k in bezug auf k

mogen dann generell mit /, bezw. e bezeichnet werden. Sie sind natur-
lich im Allgemeinen fur die verschiedenen Primteiler eines festen

Primideales p von k verschieden, da k nicht galois'sch in bezug auf k ist.

In der folgenden Tabelle gebe ich die Resultate dieser Untersuchungen
fur die 15 moglichen Typen an, und zwar links fur den Fall, da!3 U eine

Tetraedergruppe £F ist, also k den Relativgrad 5 in bezug auf k hat, und

rechts fur den Fall, dafi U eine zyklische Gruppe Qh ist, also k den

Relativgrad 12 in bezug auf k hat. Sind die Relativgrade aller voneinander

verschiedenen Primideale p, welche ein festes Primideal p von k teilen,
gleich grofi, so geben wir in der Tabelle nur einen Wert an, sind sie

verschieden, so gibt die erste Zahl in der Rubrik: ^Relativgrad derp"
den Wert /i von p1? die zweite Zahl den Wert /2 von p2, u. s. w.

Wie man erkennt, entscheidet (ohne weitere Kenntnisse) der Zerlegungstypus

links nicht in allen Fallen, welche Werte R, F und E zu gelten
haben, wahrend der Zerlegungstypus rechts dies tut. In dieser Arbeit
benotigen wir ubrigens die redite Seite der Tabelle (U É?5) nur fur
den 4. und 9. Fall.

7) E, Artin, Ueber dieZetafunktionengewisser algebraischerZahlkorper,
Math. Ann., Band 89, S. 147-156, vgl. besonders S. 154.

8) Vgl. z. B. H. Weber, Lehrbuch derAlgebra, 2. Band, Braunschweig 1899, S. 65 7 ff.



Fall

i
2

3

4

5

6

7

8

9

IO

ii
12

13

14

15

U=ç^ Relativgrad von
k in bezug

Zerlegung

vod p

P1P2

P1P2

P5

P*

PÎPÏ

P1P2

P1P2

P1P2

P5

P

P1P2P3

Pip2P3

P1P2P3

P1P2P3

P1P2P3P4P5

auf k ist S

Relativgrad
der p

I

I

I

I

I

2, I

I

1,2

I

5

1

1, i,3
1

1,2,2

1

U 6)5, Relativgrad von k

in bezug auf k ist 12

Zerleguog von p

P12

P4

vlvl0

P1P2

vlvî

vlvl

vtvtvî

vlvlvl

V1V2 vlvl

Plp2p3p4

P1P2P3P!

ViVtVsV*

vlvl vlvl vlvl

Vi V2 Ps P4 P5 Pe

P1P2P3P4P5P6P7P8P9P10P11P12

Relativgrad
der p

I

3

1

2

1

2

1

2

1

1, 1, 5, 5

1

3

1

2

1

R

5

5

6

6

10

10

15

iS

12

12

20

20

30

30

60

F

1

3

1

2

1

2

1

2

1

5

1

3

1

2

1

12

4

10

5

6

3

4

2

5

1

3

1

2

1

1

Die Falle 1, 2 und 7 konnen nur fur die Primidealteiler p von 2, der

Fall 5 nur fur die Primidealteiler von 3, und der Fall 3 nur fur die
Primidealteiler von 5 eintreten.

§ 3.

Um die Betrachtungen im folgenden Abschnitt nicht unterbrechen zu

mussen, wollen wir hier den Beweis zweier Hilfssatze, ubrigens von un-

gleicher Natur, einschalten.
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/. Htlfssatz:
Es sei k ein algebraischer Zahlkorper, k ein Oberkorper, p eine ratio-

nale Pnmzahl, p ein Pnmideal in k, welches/ teilt, und p ein Pnmideal

m k, welches p teilt und in bezug auf k den Relativgrad /hat. Es sei
ferner q eine von p verschiedene rationale Pnmzahl und a eine Zahl von
k, die q-ter Potenzmchtrest mod p ist, sodafi also die Kongruenz

X* a (mod p) (2)

in k nicht losbar ist Es sei dagegen die Kongruenz

x* a (mod p)

in k losbar. Dann ist q ein Teiler von /
Beweis Die Reste mod p in k bilden ein Galoisfeld GF {pf), wo f

der absolute Grad von p ist Die Reste mod p in k bilden ein GF(pfS) Das

Polynom

xq — a (3)

hat in GF(pS) nach Voraussetzung keinen Linearfaktor Dann muC aber

q ein Teiler von pf— 1 sein, denn sonst ware die Kongruenz (2) losbar
îm GF{pf) Es sei X ein erzeugendes Elément der multiphkativen Rest-

klassengruppe des GF{pf) Ist A eine Wurzel des Polynoms (3), so sind
aile seine Wurzeln gegeben durch

AX q
z o, I, 2, q—i, (4)

/ iL±\*
denn \AX q J Aq Wf-l* A*=a (mod p)

Die q Wurzeln (4) sind mod p voneinander verschieden, anderseits folgt
aus mrer Form, dafi aile den gleichen Relativgrad in bezug auf GF{pf)
haben, also mu£3 er gleich 1 oder gleich q sein. Die erste Annahme
wiederspricht der Voraussetzung. Daher ist xq — a irreduzibel îm GF(pS).
Anderseits zerfallt es in Linearfaktoren îm GF(pSS). Folghch mu(3 der

Relativgrad / ein Vielfaches von q sein, w z. b. w.

Définition :
Es sei p ein Pnmideal in einem Korper k, a eine Zahl, bezw a ein
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Idéal in k, je mit zu p teilerfremdem Nenner und s eine ganze rationale
nicht négative Zahl. Dann sagen wir, a, bezw. a sei genau durch p* teil-
bar, und schreiben

\>s I a, bezw. ys J a,

wenn der Zahler von #, bezw. a durch pJ, aber nicht mehr durch ps+l
teilbar ist.

2. Hilfssatz:
Es sei / eine Primzahl und e ^ i eine /-te Einheitswurzel, p ein zu /

teilerfremdes Primideal eines algebraischen Zahlkorpers k, n ganz und p T $t ;

ferner ?#' eine positive ganze rationale Zahl und m mf l. Es sei

dann ein Polynom /-ten Grades L (x) gegeben, dessen Koeffizienten Zahlen

von k sind, deren Nenner zu p teilerfremd sind, und der Koeffizient der
hochsten Potenz von x sei gleich i. Es sei ferner D[L{x)] die Diskri-
minante von L(x) und p' J D[L(x)~\.

Es sei schlieClich N eine beliebig grofie positive ganze rationale Zahl,
die jedenfalls grôCer als t und ein fur allemal fixiert sei. Dann kann man
die Koeffîzienten von L(x) so als Polynôme in %m schreiben, dafi die
Koeffîzienten dieser letzteren Polynôme Zahlen in k mit zu p teilerfremden
Nennern sind, welche Zahlen mod p^eindeutig bestimmt sein mogen,
so dafi das entstehende Polynom in 2 Variabeln L*(x, sim) jedenfalls

Es môge dann T < — irgend eine positive ganze rationale Zahl sein, und
m

wir betrachten das Produkt:

/Z>—-T y* «* *"")> (5>

wo die Konstanten yh Zahlen mit zu p teilerfremden Nennern von k sind,

die mod yN gewertet sein môgen. Weil das Produkt (5) eine ganze sym-
metrische Funktion der / Grôfien [à simf), /= 1, 2, /, ist, so ist (5)

von der Form:

wo Pi {y), i— 1, 2, /, Polynôme von y mit Koeffizienten in k sind, deren
Nenner zu p teilerfremd sind. Wir wollen annehmen, es sei uns schon
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gelungen, y0, yï, y2, yTl so zu bestimmen, dafi bis und mit der Potenz
izTm dis Koeffizienten von L*(x,nm) und die des Ausdruckes (6) (mod \>N)

ùbereinstimmen.
Versucht man dann, Zahlen mit zu p teilerfretnden Nennern in k:

Çu £2, ?/, die ebenfalls mod yN gewertet sein mogen, in

/ Tl l
U{x — 2J ya

aih km — n
l hQ

so zu bestimmen, da!3 bis und mit der Potenz ^T-\-\)m ^{e Koeffizienten
der Potenzen von x und izm dièses Produktes und die von L* (x, izm)

(mod p1*) ùbereinstimmen, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung
des Polynoms in x, das mit rc(r+1)w multipliziert ist, ein System von /
linearen Kongruenzen (mod p-^) fur die Zahlen £l? £2, \t. Der Nenner
der Déterminante dièses Kongruenzensystems ist gewifi zu p teilerfremd,
gilt dies aber auch vom Zâhler9), wenn man von 7"= i zu 7=2 geht,
so sind bei allgemeinem T die Koeffizienten Çt, £2, £/, zwar natiirlich
von T abhângig, aber mod pN eindeutig bestimmbar. M. a. W. das Po-

lynom L*(x, izm), resp. L (x) ist dann nach einer beliebig hohen Potenz

von p in Linearfaktoren zerlegbar.
Beweis : Wir wollen das Kongruenzzeichen im folgenden in einem er-

weiterten Sinne so verwenden, da6 die beiden Seiten einer Kongruenz
nur fur die Koeffizienten von tc°, %m, n2m, bis und mit der Potenz
n(T+i)m nach dem vorgeschriebenen Modul kongruente Werte haben, dann

soll sein

=n *— U y,tih%mlk (mod

d. h.

oder
Tl

9) Dies wird gewifi nicht der Fall sein, wenn p ein Teiler von / ist, denn dann ist dièse

Déterminante ersichtlich durch / teilbar. Deshalb haben wir oben vorausgesetzt, dafi (p, /)
1 ist.
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Làf3t man hôhere Potenzen als %(T+\)m weg, so steht hier, wegen unserer
Voraussetzung uber (5), und weil beide Seiten ganze symmetrische Funktio-
nen der / Grofien (£*'tcw'), 2 1,2,...,/, sind, auf beiden Seiten der Kon-
gruenz die GroCe n(T+Vm, multipliziert mit einem Polynom von hochstens

(/—i)-tem Grade in x. Die Koeffizientenvergleichung mod p^ von diesen
beiden Polynomen liefert in der Tat, wie man sieht, ein lineares Kon-
gruenzensystem mod $N fur Çt, Ç2, ...,£/, denn die rechte Seite hangt
linear von diesen Grofien ab. Ferner sieht man, dafi die Déterminante
dièses Kongruenzensystems nicht von T abhangt, sondern nur von
/o> /i y -, 7i~i- Daraus folgt aber das Behauptete.

§4.
Es sei jetzt p ein zum Relativgrade 60 teilerfremdes Primideal des

Grundkorpers k, welcher den Korper der 5ten Einheitswurzeln enthalt,
dann kônnen wir immer annehmen, dafi das Idéal (Ç, v, p) (Ç—v, v, p)

(Ç, Ç—v, p) gleich dem Einheitsideal ist (vgl. Einleitung). Wir ubernehmen
jetzt die Bezeichnungen und die Einteilung in Unterfalle, wie wir sie in
N. verwendet haben:

Die Gleichung

+ 64v2) + 2*33v*Ç- (7)
R (R2—iovR + 45 v2)2 + 2633 v4 (Ç—v) o [7)

legt einen Korper ~k vom Relativgrade 5 in bezug auf k fest, dessen
Zahlen invariant sind unter einer Tetraedergruppe U £T. Die Diskri-
minante von F (R) ist ein Quadrat in k :

und falls p* J Ç, p* J v, pw I (Ç—v), so ist entsprechend einer eben gemachten
Bemerkung von den 3 Zahlen u, v, w hochstens eine von Null ver-
schieden. Nach (8) ist, falls t= 2u-\- lôv-\-2w ist, p' J D(F(R)).

A. Sei u v w 0

Dann ist / o, p unverzweigt, und es muf3 einer der Falle 10, 12,

14 oder 15 eintreten.
Zerlegt man F (R) in normierte Primpolynome mod p, so kann —wie

man ùbrigens nach einem allgemeinen Dedekind'schen Satze weiss10) —
10) Werke, 1. Band, Braunschweig 1930, S. 212.
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keines dieser Primpolynome in hoherer als I. Potenz auftreten, denn

sonst wàre es mod p ein Faktor von

F'{R) S {R—3v)2 (R2—10 vR + 45 v2).

Das wiirde aber gemàfi (7) zum Widerspruche fùhren, dafi wenigstens
eine der 3 Zahlen u, v, w positiv sein mùfite, gegen Annahme.

Daraus folgt die schon in N. angegebene Regel. Wir konnen sie,

wenn wir wollen, auch so formulieren : Es tritt bezw. der Fall 10, 12,

14 oder 15 auf, d. h. es ist bezw. F 5, 3, 2 oder 1, je nachdem die

Zerfàllung in Primpolynome von

mod p genau bezw. keinen, zwei, einen oder fùnf Lineartaktoren hat.

B. Sei u> 0 und —3 quadratischer Rest mod j>

Ist <% ganz und p T tu, so kann man, unabhàngig davon, ob —3 quadratischer

Rest oder quadratischer Nichtrest mod p ist, eine ganze, zu p
teilerfremde Zahl y von k so bestimmen, dafi

Ç Y««(mod vNJt% (9)

wo N eine beliebig groOe ganze rationale Zahl ist, die aber jedenfalls
groi3er als t gewàhlt sein soll. Ferner gibt es immer zwei ganze Zahlen

a und x in k, so dai3

2 '

(mod

und es ist

a e|e t, a e|= 3, x e|e 3 (mod p). (10)

Aus

F{R) EE (R—3v)3 {R—ov) {R—xv) (mod p«)

folgt dann nach dem Schonemann'schen Satze11) wegen (10) und v=^o die

Existenz einer Kongruenz von der Form:

X1) Vgl. z. B. 0. Ore, UeberdenZusammenhang zwischendendefinierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen Korpern, erste Mit-
teilung, Math. Ann., Band 96, S. 313-352, bes. S. 321.
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^KW Ft(K) F3(R) (mod p*), (n)
wobei

(mod p). (12)

Es folgt daher nach den Hauptsatzen der Ore'schen Théorie12), daO in
p mindestens 3 voneinander verschiedene Primideale p aufgehen, von denen

jedenfalls 2 in bezug auf k Relativordnung und Relativgrad 1 haben.
Mithin sind nach unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Falle 11, 12
und 15 moglich.

Es sei 0 eine Wurzel von (7), dann folgt aus (7):

(#_3 v)3 (6>__av) (6>_Tv) _ 2e 33 y4 ç (mod vn}, (13)

Die Faktoren auf der linken Seite dieser Kongruenz sind daher teilbar
durch gewisse Primidealteiler p in k von p. Ein solcher Idealteiler p kann

wegen (10) und v=.o nur in einem der 3 Faktoren der linken Seite von
(13) aufgehen. Weil es anderseits auch zu jedem mod pN irreduzibeln
Faktor von F{R) auch ein zugehoriges Primideal p gibt13), und die Kon-
gruenzen (12) gelten, so mufi es — unbeschadet, ob Fs (R) in (11) (mod p'+1),
und daher nach einem bekannten Ore'schen Satze auch (mod pN) weiter
zertallt oder nicht — wenigstens einen Primteiler p von p so geben, daG
mit s rg: 1

Vs\0—3v. (14)

Es sei dann fur diesen Primteiler

wo auch e ï=r i ist. Aus (13) folgt dann

3*= 7k. (15)

12) 0. Ore, Ueber den Zusammenhang zwischen den definierenden
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen Korpern, zweite
Mitteilung, Math. Ann., Band 97, S. 569-598, bes. S. 592 und 594.

1S) 0. Ore, 1. c, S. 326 unten.

58



/. Wenn u e|e o (mod jj ist, so gilt der Fall n.
In der Tat muG man dann in (15) die GroGe e o (mod 3), also

e 3 sein.

//. Ist u durch 3 teilbar und \ y/< kubischer Nichtrest mod pw + 1, dann
tritt der Fall 12 auf.

Sei w 3?^'^3. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz

x*^f$ z (mod p*+1)

nicht losbar, oder wegen (9) die Kongruenz

1/7 26^3Y7r3w/

oder also / —^- gesetzt, die Kongruenz

/ n ' ^ 6 T (mod p) (16)

in k nicht losbar.

Nun folgt aber aus (15), daG s eur, und aus (14), daG

{6 — 3v)3 (0 —av) (0 — tv) (8 — 3v)3 (3 —a) (3 — x)v2 ee (0 — 3v)3. 40v2

(mod ip4eu

mithin nach (13) und (9):

(<9 — 3v)3. 40v2 —26 33 v4 y^u' (mod P4'"'),

und daher

Da e^. 1, ?/f ^ 1, so gilt die Kongruenz (17) jedenfalls mod p. Ander-
seits ist die Kongruenz (16) nicht losbar in k, daher folgt nach dem

ersten Hilfssatz, daG der Relativgrad f von p durch 3 teilbar, und

folglich /= 3 sein muG. Mithin tritt der Fali 12 ein.
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///. Ist u durch j tetlbar und ^5/ kubischer Rest (mod Vu+1), dann
trztt der Fall 15 auf.

Nach Voraussetzung ist dann die Kongruenz

at8 VT a (mod P-+1)

losbar. Mithin ist wegen der Voraussetzung uber p auch die Kongruenz

/== — — (mod p^+«) (18)

t 1 i/Z7 t 1/ZI7
losbar. Sei p= ^—^- (mod p^), also p2 —^ (mod p^),

2 2

und 7j, pyj, p27] die Wurzeln der Kongruenz (18).

Zunachst ist, wenn wir nach Potenzen von Ç entwickeln, und nur die
Glieder bis und mit der ersten Potenz von Ç berucksichtigen, bei allge-
meinem, also nicht notwendig durch 3 teilbarem, positivem u, und un-
abhangig vom Restcharakter von ^5 z:

F(R) \{R2— :

(19)

Fur spater wollen wir uns merken, daC hier fur den quadratischen Fak-
tor eine Zerlegung in Linearfaktoren gema!3 (11) und (12) nach einer be-

liebig hohen Potenz von p existiert.
Unter den Annahmen III., daf3 u durch 3 teilbar und ^5 z kubischer

Rest (mod p«+i) ist, zerfallt jetzt aber der kubische Faktor mod yN in
der Tat in 3 Linearfaktoren. Denn zunachst ist, falls wir nur die Glieder
bis und mit der ersten Potenz in Ç berucksichtigen:

(2O)

X

3v) +6p2vr)--|-pV^__3l_ç+...j (mod

Benutzt man nun den zweiten Hilfssatz mit /= 3, m u, m!' u\ so

sieht man leicht, dafi die dort erwahnte Déterminante zu p teilerfremd
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ist. Mithin zerfallt F(R) nach einer beliebig hohen Potenz von p in
Linearfaktoren, und es tritt der Fall 15 ein.

C. Sei u > 0 und —3 quadratischer Nichtrest mod p
Dann ist R2— uvR -\- 64V2 Primpolynom mod p, und aus

F {R) (R — 3v)3 {R2 — 11 vR + 64 V2) (mod p«)

folgt dann nach dem Schônemann'schen Satze die Existenz einer Kon-
gruenz von der Form:

F (R) F, (R) F2 (R) (mod p"), (21)

wo

Nach den Hauptsàtzen der Ore'schen Théorie ist dann p durch min-
destens zwei voneinander verschiedene Primideale p teilbar, und fur eines
derselben ist das Produkt aus Relativordnung und Relativgrad gleich 2.
Da p zu 60 teilerfremd ist, kann also nur einer der Falle: 6, 13 oder
14 eintreten.

Ist wieder 0 eine Wurzel von (7), so folgt aus (7) :

(#_3 v)3 (0i_ï j V 0+64 v2) —26 33 v4 Ç.

Analog wie oben unter B. existiert ein Primidealteiler p von p, sodaG

mit s r=r 1

P*I#—3v, (23)
und

Ss=zeu. (24)

/. Wenn u e|e o (^<?^/ j^ w/, so tritt der Fall 6 auf.
In der Tat muG dann in (24) die GrôGe e durch 3 teilbar, also e 3

sein. Das bedingt aber den Fall 6.

//. Ist u durch 3 teilbar', so tritt der Fall 14. ein.

Sei wieder u=:^ur ^ 3. Die Kongruenz

x%=S1k (modp*+1) (25)
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ist dann losbar. Denn nehmen wir das Gegenteil an, so schlieCt man

wie unter B. IL, dafi der Relativgrad f von p durch 3 teilbar, also

gleich 3 sein mufi. Das fuhrt aber zu einem Widerspruch, denn keiner
der Zerlegungstypen 6, 13 oder 14 hat einen Primidealteiler p mit der

Eigenschaft /= 3.

Die Kongruenz (25) ist mithin losbar. Dann ist aber auch die Kon-
gruenz (18) losbar, und wenn r\ eine ihrer Wurzeln ist, so existiert
jedenfalls eine Zerlegung mod pN von der Form

F (R) Ft (R) F2 (R) F, (R) (mod p*), (26)

wo Fx (R) gleich dem ersten Faktor der rechten Seite der Formel (20),
F2 (R) gleich dem Produkte des zweiten und dritten Faktors der rechten
Seite derselben Formel (20) und F3 (R) gleich dem quadratischen Faktor
auf der rechten Seite der Formel (19) ist14). Folglich mu!3 entweder
der Fall 13 oder der Fall 14 eintreten, und die beiden quadratischen
Faktoren in (26) sind irreduzibel mod p^. Anderseits zerfallen sie, wie
wir nach B. III. wissen, nach Adjunktion der Wurzeln des mod p îrre-
duzibeln Polynoms

in Linearfaktoren mod p^. Folglich tntt auf Grund des zweiten Ore'-
schen Hauptsatzes der Fall 14 ein.

D. Sei w > 0 und —1 quadratischer Rest mod $>

Ist dann p J tc, so kann man, unabhangig davon, ob —1 quadratischer
Rest oder quadratischer Nichtrest mod p ist, eine ganze, zu p teiler-
fremde Zahl y von k so bestimmen, daB

Ç — v yTCw (mod pN+w), {27)

wo N wie immer eine behebig grofie ganze rationale Zahl ist, die aber
jedenfalls groGer als t gewahlt sein soll. Ferner gibt es immer zwei

ganze Zahlen a und x m k, so dafi

5 —

14) Man beachte, dafi das so definierte F2(/?), als symmetnsches Polynom m pyj und
ailes mod pi^betrachtet nicht von p abhangt.
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und es ist

ge]et, ge]eo, te|eo (mod p). (29)

Aus

R{R — a v)2 (7? — x v)2 (mod p-)

folgt nach dem Schônemann'schen Satze wegen (29) und v o die
Existenz einer Kongruenz von der Form :

F (R) F, (R) F, (R) Fs (R) (mod p*), (30)

wobei t {)
\ (mod p). (31)

Es folgt daher nach den Hauptsàtzen der Ore'schen Théorie, daf3 in p
mindestens 3 voneinander verschiedene Primideale p von k aufgehen,
von denen jedenfalls eines Relativordmmg und Relativgrad 1 hat. Fur
die andern Primidealteiler p kann das Produkt aus Relativgrad und

Relativordnung hochstens die Werte 1 oder 2 haben. Mithin sind nach

unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Fàlle 13, 14 und 15 moglich.
Jetzt konnen wir wieder analog wie unter B. weiter schlieGen, ich

fuhre aber die Schlusse explizite durch, auch weil der Fall E. sich aut
dcn Fall D. stutzt.

Es sei 0 eine Wurzel von (7), dann folgt aus (7) :

6(6 — avf{0 — tv)2 —2633v4(Ç— v) (mod p^). (32)

Die Faktoren auf der linken Seite dieser Kongruenz sind daher teilbar
durch gewisse Primidealteiler p in k von p. Ein solcher Idealteiler p
kann wegen (29) und v o nur in einem der 3 Faktoren der linken
Seite von (32) aufgehen. Weil es anderseits auch zu jedem mod \>N irre-
duzibeln Faktor von F(R) auch ein zugehoriges Primideal p gibt, und
die Kongruenzen (31) gelten, so mu!3 es — unbeschadet ob F2(R) oder
F3 (R) oder beide dièse Faktoren in (30) (mod p*+1) und daher nach
einem bekannten Ore'schen Satze auch (mod p^) weiter zerfallen oder
nicht — wenigstens einen Primteiler p von p so geben, daf3 mit s =±: 1 :

P' I 0 —av. (33)
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Es sei dann fur diesen Primteiler mit

Aus (32) folgt dann

2s ew. (34)

/. Wenn w=\~o (mod 2) zst, so gilt der Fall ij.
In der Tat muG dann in (34) die GroGe e o (mod 2), also e 2 sein.

//. ht w durch 2 teilbar und Y5' (*—I2V quadratischer Nichtrest
mod pw+1, dann tritt der Fall 14 auf.

Sei w 2wr ^ 2. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz

x*=V5(y. — 123) (mod

in k nicht losbar, oder wegen (27) die Kongruenz

x,^^5-2 3F_ (mod

oder also j -^j gesetzt, die Kongruenz

1/7 26^3Y5 3 Y (^°dP) (35)

n k nicht losbar.
Nun folgt aber aus (34), daB s ew', und aus (33) daG

S (6—av)2 (6>—tv)2= (6>—av)2. av (a—r)J v2 (<9—av)2. (—80 a) v3

(mod 77m),

also nach (32) und (27):

(0—a v)2. (—80 a) vs E5 -26 38 v4 yn2™' (mod p3 ra/'),

oder, falls man beide Seiten dieser Kongruenz mit — ^5 multipliziert :

(0-av)2 (5-V~5T (a+târ. v3 ^5.2' 39 v4 y^' (mod p3 '-'),
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und daher

_av) (5—^5) (a+3 K7) \2__
v

(modp'w). (36)

Da ^ =rr 1, wf ^ 1, so gilt die Kongruenz (36) jedenfalls (mod p). Ander-
seits ist die Kongruenz (35) nicht losbar in k, daher folgt nach dem er-
sten Hilfssatz, daG der Relativgrad / von p durch 2 teilbar, und folglich
gleich 2 sein mu6. Mithin tritt der Fall 14 ein.

///. Ist w durch 2 teilbar•, und \ 5 (y.—123) quadratischer Rest mo
dann tritt der Fall 15 auf,

Nach Voraussetzung ist dann die Kongruenz

x2 y 5 (x— 123) (mod pw+*)

losbar. Mithin ist, wie man leicht einsieht, auch die Kongruenz

i r y
z2 —-=-. Î5—: (mod p*+w) (37)

losbar. Es moge dann a> eine Wurzel der Kongruenz (37) sein, dann sei

zur Abkùrzung:

— 1(0

— i a)

(mod (38)

gesetzt. Es ist dann

5a v

C2 ==_3_ b

~5x' v

(mod (39)

und

(mod (40)

5 Commentarii Mathematici Helvetici



Wegen spaterer Schlusse unter E. will ich hier etwas weiter ausholen15).
Zunachst existiert bei beliebigem, also nicht notwendig geradetn, aber

positivem w und unabhangig vom Restcharakter von Ks (# — 128), ferner

unabhangig davon, ob —1 quadratischer Rest oder Nichtrest ist, nach

dem Schonemann'schen Satze eine Zerlegung von der Form

F{X) Ft{K)F,(Kl (mod p*),
wo

} (mod p)
FË (R) (R* —iovR + 45vT J

ist. Wenn wir nach Potenzen von (Ç — v) entwickeln, und nur die Glieder
bis und mit der ersten Potenz in (Ç — v) berucksichtigen, ist

n(Ç-v)(-.

und es ist wegen der Form von I^iR) klar, daG die Koeffizienten der
hoheren Potenzen von (Ç — v) Polynôme im Korper der Zahl v von
hochstens drittem Grade in R sind.

Bei beliebigem, also nicht notwendigerweise geradem, aber positivem
w, und unabhangig vom Restcharakter von V$ {x—123) zerlegt sich dann,
wenn wir annehmen, daG —1 quadratischer Rest mod p ist, nach (30)
und (31) der biquadratische Faktor nach einer beliebig hohen Potenz

von p in zwei quadratische Faktoren. Entwickeln wir nach Potenzen von
(Ç — v), wobei wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in (Ç—v)

berucksichtigen, so ist:

26 1

—0 (Ç—v) (—R* 4- 20 vR* — 190 v R -\- 900 v5) -f~ • • • I
3-5 J

X (42)

...j (mod vn)9

15) Man kann die folgenden Schlusse sehr vereinfachen, wenn man uberall bis und mit
dem Ghede (Ç—v)2 explizite entwickelt, denn dann hat man eme Zerlegung mod. p^+i, was
fur die Ore'schen Satze genugt. Die Durchfuhrung der Rechnung zeigt aber, dafi man dann
grofie Zahlkoeffizienten in Kauf zu nehmen hat.
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Wir konnen hier annehmen, daG der erste Faktor auf der rechten Seite

von (42) eine lineare Funktion von a ist, und t nicht enthalt, und der
zweite Faktor auf der rechten Seite von (42) eine lineare Funktion von
t ist, und a nicht enthalt, denn die beiden GroGen genugen gema6 (28)
der Kongruenz

x* —\ox -f 45 o (mod \>N).

Macht man in diesem Sinne in (42) zur Bestimmung der Koeffizienten
der nachst hoheren Potenzen von (Ç — v) einen Ansatz mit unbestimmten
Koeffizienten, so sieht man, mit Rucksicht auf die Form des biquadra-
tischen Faktors in (41) wie beim Beweise des zweiten Hilfssatzes ein,
da!3 der zweite Faktor auf der rechten Seite von (42) aus dem ersten
hervorgeht, indem man o in x verwandelt.

Unter den Annahmen III., dafi w gerade und V5 (/.—123) quadra-
tischer Rest (mod pw+1) ist, zerfallt jetzt aber jeder der beiden Faktoren
auf der rechten Seite von (42) (mod p^) in Linearfaktoren. Denn zu-
nachst ist, wenn wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in
(Ç — v) berucksichtigen :

X (43)

|| ] (mod

bezw.

~[(R - xv) + 6£v + ~^(S3-^) + .-] X (44)

(mod p*).

Benutzt man nun den 2. Hilfssatz mit 1=2, m w, m'=:wr, so sieht

man leicht, daO die dort erwàhnte Déterminante zu p teilerfremd ist,
m. a. W. die beiden Faktoren der rechten Seite von (42) zerfallen nach
einer beliebig hohen Potenz von p in Linearfaktoren. Folglich tritt der
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Fall 15 ein. Wir wollen uns fur spater merken, dafi die Entwickelungen
der Linearfaktoren auf der rechten Seite von (43) nach Potenzen von
7] fortschreiten, wobei man die geraden Potenzen gemafi (39) ersetzen

kann, so daG dièse Linearfaktoren lineare Funktionen in r\ sind. Ferner
konnen wir auch annehmen, dafi sie lineare Funktionen von a sind. Der
zweite Linearfaktor auf der rechten Seite von (43) geht dann aus dem

ersten hervor, indem man rj in —r\ verwandelt. Ferner geht gemafi un-

serer Bemerkung zur Formel (42), und mit Rucksicht auf die Formeln
(38) und (39) der erste Linearfaktor der rechten Seite von (44) aus dem

ersten Linearfaktor der rechten Seite von (43) dadurch hervor, dafi man
gleichzeitig o in x und tj in £ verwandelt. Der zweite Linearfaktor auf der
rechten Seite von (44) geht aus dem ersten dadurch hervor, dafi man
£ in —Ç verwandelt.

E. Sei t#>0 und —1 quadratischer Nichtrest mod $>

Dann ist R2—iOvi? + 4Sv2 Primpolynom mod p, und aus

F{R) R (R2 — 1 o v R -f 45 v2)2 (mod pw)

folgt dann nach dem Schonemann'schen Satze die Existenz einer Kon-
gruenz von der Form:

F (R) F% (R) F2 (R) (mod p"), (45)

wo

(mod p). (46)

Folglich gibt es einen Primteiler p von p mit Relativgrad und Relativ-
ordnung 1. Ferner ist F2 (R) nach unserer Annahme entweder unzerleg-
bar (mod p'+1), und daher (mod p^) in k, und dann haben wir in k einen

einzigen weitern, von p verschiedenen Primteiler von p, fur welchen Pro-
dukt aus Relativordnung und Relativgrad gleich 4 ist, oder F2 (R) ist in
k (mod p*+1), und daher auch (mod pN) in 2 quadratische Faktoren zer-
legbar und wir haben in k genau zwei weitere, von p und untereinander
verschiedene Primteiler von p, fur welche das Produkt aus Relativordnung

und Relativgrad gleich 2 ist. Mithin sind, da p immer zu 60 teiler-
fremd ist, gemafi unserer Tabelle in Abschnitt 2 nur die Falle 8, 13
und 14 moglich.
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Ist wieder 0 eine Wurzel von (7), so folgt aus (7):

0 (02— 10 v 0 + 45 v2)2 —26 33 v4 (Ç-v). (47)

Die beiden Faktoren auf der linken Seite dieser Gleichung sind daher
wieder durch gewisse Primideale p in k von p teilbar. Ein solches Prim-
ideal kann nur in einem der beiden Faktoren der linken Seite von (47)

aufgehen, da sonst die unmôgliche Kongruenz 45 v2 o (mod p) folgen
wùrde. Wie oben unter D. existiert ein Primteiler p von p, so dafi mit
s rrr I

vs j 6>2— iov0 + 45 v2. (48)

Ist fur diesen Primteiler mit e ^ 1 :

so folgt aus (48) und (47):

2s~etv. (49)

/. W^/z/z w e|e o (^«^ 2J ist, so gilt der Fait S.

In der Tat mu!3 dann in (49) die Grofie e o (mod 2), also e 2 sein,
und der Fall 8 oder 13 eintreten. Aber der letztere Fall ist auszuschlieCen.
Denn dann gabe es nach den Ore'schen Sàtzen eine Zerlegung von F(R)
in irreduzible Faktoren (mod p^), so daf3

F (R) F, (R) F, (R) F3 (R) (mod V»), (50)

wobei

(mod p).

Adjungiert man aber in (50) die Wurzeln des mod p irreduzibeln Po-
lynoms

so zerfallt jeder der beiden Faktoren Ft (R) und Ft (R) nach dem Schône-
mannschen Satze (mod pN) in Linearfaktoren. Denn es ist dann

F2 (R) F, {R) {R—a v) (R—z v) (mod p),
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wo gv e\z tv (mod p). Daher mufite nach dem zweiten Ore'schen Satze

e i sein gegen Annahme. Folglich tritt der Fall 8 ein.

//. Wenn w o (mod 2) ht, so trztt der Fall 14 etn.
Ich unterscheide 2 Unterfalle, je nachdem die Kongruenz

x* fl (z— 123) (mod p^H-1)

und daher auch die Kongruenz (37) losbar ist oder nicht.
Ist die Kongruenz (37) losbar, dann zerfallt der biquadratische Faktor

in (45) und (46) in zwei irreduzible quadratische Faktoren mod pN. Den
einen dieser Faktoren erhalten wir, wenn wir den ersten Linearfaktor
auf der rechten Seite von (43) mit dem ersten Linearfaktor auf der rechten
Seite von (44) miteinander multiplizieren. Denn gemafi (28) und (38) fallt
dann die Grofie y—1 (mod yN) heraus und wir erhalten (mod pN) eine

Entwicklung nach Potenzen von a), deren Koeffizienten in k sind. Wenn
wir nur die Glieder bis und mit der ersten Potenz in (Ç—v) berucksich-

tigen, so ist

|-(53-17

6tov + K5) +(5ZKI)

K) ] (mod p").

Den zweiten Faktor gewinnt man analog, wenn man den zweiten Linearfaktor

auf der rechten Seite von (43) mit dem zweiten Linearfaktor auf
der rechten Seite von (44) miteinander multipliziert. Mit Rucksicht aut

(38) ist:

fc^ (53-170) - •••] X

[(JB-x v) - 6 \ v + -|=|- (53-17 t) - • • •]

- ...j (modp*).
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Das Produkt der rechten Seiten von (51) und (52) ist dann gemaG (42),

(43) und (44) gleich dem biquadratischen Faktor in (45) und (46). Mithin
ist der Fall 8 auszuschliefien und es gilt der Fall 13 oder der Fall 14.
Aber auf Grund des zweiten Ore'schen Satzes gilt der Fall 14. Denn
adjungiert man die Wurzeln des mod p irreduzibeln Polynoms

so sieht man mit Rucksicht auf (28) und (38) leicht ein, da6 jeder der
beiden quadratischen Faktoren mod p^ in Linearfaktoren zerfallt.

Ich gehe zum zweiten Unterfall uber. Ist die Kongruenz (37) nicht
losbar, so ist, weil —1 quadratischer Nichtrest mod p ist, wie man leicht
einsieht, die Kongruenz

s2 \j= ¦
£=? (mod p*t-) (53)

losbar. Jetzt zerfallt aber der biquadratische Faktor in (45) und (46)
ebenfalls in 2 irreduzible quadratische Faktoren (mod p^). Den einen
dieser quadratischen Faktoren gewinnen wir, wenn wir den ersten Linear-
faktor auf der rechten Seite von (43) mit dem zweiten Linearfaktor auf
der rechten Seite von (44) miteinander multiplizieren. Denn ist (vgl.
Formeln (38), bezw. (37) und (53)):

iiô -f y—1. a) (mod p^H"')

eine Wurzel von (53), so ist:

(54)
Ço (—5—7/5)©

Ferner gilt immer die Formel (40). Es ergibt sich daher eine Entwick-
lung von der Form:

X

v) (-8B + (125-27|/7)v)+ ...] (mod p"),



wo wir die Entwicklung nach Potenzen von w nur bis und mit der 2

Potenz angeben Entsprechend liefert das Produkt des zweiten Linear-
faktors auf der rechten Seite von (43) mit dem ersten Linearfaktor aut

der rechten Seite von (44) den andern mod p^ irreduzibein quadratischen
Faktor des biquadratischen Faktors in (45) und (46) Er geht gemafi
(54) aus (55) hervor, indem man a> in —o> verwandelt. Der weitere SchluG

ist derselbe wie îm ersten Unterfall

F. Sei v > 0.

Dann setzen wir16)

und nehmen bequem die Resolvente

G (S) S» + 4vÇ« (io52-i5 Ç5+ 36Ç2) o (56)

zu Hilfe, deren Disknminante ubngens gleich

ist17) Ist, wie immer, pt \D[G{S)~\9 so ist also t= \4u-\-4v-\-2w
Ist p J 71 und N wie oben eine beliebig groi3e ganze rationale Zahl, die

grofier als t ist, so gibt es eine ganze, zu p teilerfremde Zahl y in k9

so daC

v y nv (mod pN+") (57)

Ist 0 eine Wurzel von (56), so folgt aus (56)-

0* -4vÇ2(io02- 15^ + 360 (58)

Es folgt aus (58), dafi 6 nicht teilerfremd ist zu p, und es existiert
daher wenigstens ein Pnmidealteiler p in k von p, so daC mit s^ 1 :

V°l®. (59)

Ist mit e ^ I :

16) Vgl. N, S. 226

17) Dieser Wert ergiebt sich leicht aus den Formeln (1), (2) und (3) der Seite 182 des
Ikosaederbuches von F. Klein. Wir notieren îhn der Vollstandigkeit halber, obwohl wir îhn
hier fur die weiteren Entwicklungen nicht zu kennen brauchen.
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so folgt aus (59) und (58), da u~o und p immer zu 60 teilerfremd ist:

$s ev. (60)

/. Ist v^\~o (mod 5), so tritt der Fall ç ein.

In der Tat muB dann in (60) die Grôf3e <? o (mod 5), also e $

sein. Mithin kommen nach unserer Tabelle wegen der Voraussetzung
ùber p nur die Falle 4 und 9 in Betracht. Die Entscheidung, welcher
Fall eintritt, fallt bequem im Unterkôrper F vom 12. Relativgrade in
bezug auf k, dessen Zahlen invariant sind unter einer Untergruppe

T
VL (pb. Setzt man in der Ikosaedergleichung (1) E5 =— so erhàlt man

die Resolvente 12. Grades:

K{T) — \—T4 + 228 v Ts — 494 V2 T2 — 228 v3 T — v4T

deren Wurzeln k in bezug auf k festlegen. Es ist

*3*Q.T" (mod p),

und da 26 33 Ç e|e o (mod p) ist, so existiert nach dem Schônemann'schen
Satze fur ein beliebig groCes N eine Zerlegung:

K (T) K, (T) K2 (T) (mod p"),

wo

Folglich existiert nach dem ersten Ore'schen Satz wenigstens ein Prim-

idealteiler p in k von p, dessen Relativordnung und Relativgrad beide

gleich 1 sind. Mithin kann nach unserer Tabelle in Abschnitt 2 der
Fall 4 nicht eintreten, und es gilt daher der Fall 9.

//. Wenn v durch 5 teilbar und— ftinfter Potenznichtrest (mod yv+x)

z'st, so tritt der Fall 10 ein.
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Sei v $vf ^ 5. Nach Voraussetzung ist die Kongruenz

— (mod

in k nicht losbar. Wegen (57) ist daher auch die Kongruenz

Jl
oder also, j —— gesetzt, die Kongruenz

(modP)

in k nicht losbar.

Aus (60) folgt, dafi s=zêv' ist, und aus (59), (58) und (57), daO

6h —i44Ç*yTc5z// (mod p6ev).

Dividiert man hier beide Seiten durch die zu p teilerfremde Zahl
—21035Ç5, so wird:

^tÀ-ttf (mod P )'

und daher ist

T7"). (62)

Da^^ 1, z>' ^ 1, so gilt die Kongruenz (62) jedenfalls mod p. Ander-
seits ist die Kongruenz (61) nicht losbar in k. Daher folgt nach dem
ersten Hilfssatze, daf3 der Relativgrad /von p durch 5 teilbar, und folg-
lich /= 5 sein mul3. Das bedingt aber nach unserer Tabelle in Ab-
schnitt 2 den Fall 10.

///. Wenn v durch 5 teilbar und — funfter Potenzrest (mod $*+*) ist,

dann tritt der Fall 75 ein.
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Nach Voraussetzung ist also jetzt die Kongruenz

(mod pv

in k losbar, und daher, wie man leicht einsieht, auch die Kongruenz

^=F7Ç (mod p^) (63)

in k losbar. Ist tj irgend eine Wurzel der Kongruenz (63), so ist, wenn
wir nach Potenzen von v entwickeln, und nur die Glieder bis und mit
der ersten Potenz in v berùcksichtigen, falls e^ 1 eine 5te Einheits-
wurzel ist:

(mod x>N)-

Wendet man hier den zweiten Hilfssatz mit /=5, m v, mr=v' an,

so sieht man, dafi die dort erwahnte Déterminante zu p teilerfremd ist,
und folglich G (S) nach einer beliebig hohen Potenz von p in Linear-
faktoren zerlegbar ist. Folglich tritt nach dem ersten Ore'schen Satze,
da £ nach Voraussetzung in k liegt, der Fall 15 ein.

Man sieht, daf3 sich unsere Ausfuhrungen und Resultate sehr verein-
fachen, wenn man annimmt, dafi der Grundkôrper die 60. Einheitswurzeln
enthàlt.

(Eingegangen den 18. Februar 1933)
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