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Sur les systemes cycliques de triples
de Steiner différents pour N premier
de la forme 67 +1

par S. BAvs et G. BELHOTE, Fribourg

Les systemes cycliques de triples différents pour chaque d diviseur
de 371

Leurs nombres pour N =—=01 et N =73

1. Cette étude est encore une suite immédiate aux mémoires parus
sur le méme sujet dans les volumes précédents des Comm. Math. Helv.

Le mémoire principal (chap. I a VI) est dans les vol. 2, fasc. IV (1930),
vol. 3, fasc. I, Il et IV (1931)'). Dans le chap. IV de ce mémoire, j’ai
montré comment on peut obtenir les systemes de caractéristiques dzjférents
appartenant a chaque diviseur & de 37, dans les cas suivants qui épuisent
toutes les possibilités:

1°d=1 et d=3;

2° d est diviseur de z, < n et > 3;

3° d=n et d=3n;

4° detnontunp.g.c.d. d>1, <detan

Les systemes de caractéristiques différents suffisent pour obtenir les
systemes cycliques de triples dzjférents (vol. 3, fasc. II, § 45). Il ne restait
donc plus qu'a résoudre la question suivante:

Etant donné un systeme de caractévistiques X qui appartient a d, trouver
les systemes cycliques de triples diffévents qu'zl détermene et les deviseurs
du groupe métacyclique que possedent ces systemes (vol. 3, fasc. I, § 46
et note 44).

Soit —‘%— = 2°n,, n, impair. Soit w,' =1, p’, p', ..., pi’ =, les

diviseurs de #,. Dans le chapitre V du méme mémoire, j’ai établi une

1) Avec la répartition suivante:

Vol. 2, Fasc, IV: Avant-propos et chapitre I, §§ 1 a 16, chiffres 1 a 13, notes 1 a 26,
Vol. 3, Fasc. I: Chapitres II et III, §§ 17 a 33, chiffres 14 & 30, notes 27 a 4o,
Vol. 3, Fasc, II: Chapitres IV et V, 8§ 34 a 51, chiffres 31 4 54, notes 41 4 46.
Vol. 3, Fasc. IV: Chapitre VI, 8§ 52 a4 59, chiflres 55 a4 69, notes 47 a 52,
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équation indéterminée dont les coefficients sont p/, 7 =1, 2, ..., &, et
I'inconnue z;, z=1, 2, ..., #, est le nombre des systemes de triples
différents déterminés par 3 qui possedent le diviseur métacyclique

{]x, 14z, | ocw"x]}, w;, = 2p, d =2 p'd, p,=2°p/. Pour

d=1, %: 37 = 2% n, est a remplacer par » = 2¢,/, »' impair, et la
suite des diviseurs p,” de #,, par celle plus courte des diviseurs de #,':
R =1, ', w', ..., p'& = n'. Ainsi 'équation indéterminée est la méme

dans les deux cas d =1 et d = 3.

Dans le vol. 4 (1932) des Comm. Math. Helv., p. 183, sous le titre:
Les systémes cycliques de triples différents dans les cas d =1 et d = 3,
j’ai établi quelques résultats concernant les cas d =1 et d = 3. La solu-
tion (x,, %, ..., xz) de I'équation est /a méme dans les deux cas d—1
et 4= 3; quel que soit»z, ona x, = 1 et xp = 1; dans le cas n» =2,
p premier impair, I’équation qui n’a que deux termes a pour solution

pn—1 22“—-—1
% = gl g, =—

7
s A\ . . 7 v . .
Soit .S un systéme de triples déterminé par 3. Si { |z, 142, |20 ‘2 {}
est le diviseur du groupe métacyclique d’ordre le plus élevé qui laisse
S invariant, nous dirons que .S est de /la classe w;. x; est ainsile nom-
bre des systémes .S différents de la classe w;. Grace a une idée heu-
reuse de 'un de mes éleves, nous sommes maintenant en état de donner

azsément, quel que soit le systeme de caractévistiques X dans chacun des
cas ci-dessus, le nombre x; pour chaque classe w;.

Nous désignerons par P. le mémoire principal, par C. le mémoire du
vol. 4. Les références de paragraphes, chiffres et notes, données dans
le texte, se rapportent exclusivement a ces deux mémoires, sauf celles
qui sans autre indication se rapportent au texte actuel. Pour faciliter la
lecture, nous avons préféré garder strictement a chaque lettre le sens
qui lui a été fixé jusqu'ici, a linconvénient de compliquer parfois un
peu notre notation et de ne pouvoir, par exemple, employer au §5
pour la fonction de Mobius la lettre habituelle p, déja introduite dans
P. avec un autre sens.

2. Une colonne cyclique de triples (P, chap. I) sera désignée par:

A, si elle est quelconque,
B, si sa caractéristique est principale (P. § 31),
C, si sa caractéristique n’est pas principale.
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Théoréme 1. La premiéve puissance positive de t = |x, ax| qusi
change une colonne A en elle-méme, est t?* ou t%%, selon que A est une
colonne B ou une colonne C.

Preuve. La série des colonnes déduites de 4 par les puissances succes-
sives de 7, se présente de la fagon suivante:

A:AO’ Ax; Azy cery A ’ AOI, 1,: AR ‘41‘0 ’ AO, Al! ered (I)

2 g 1!

la colonue 4, désignant la conjuguée de 4; et % étant la premiecre
puissance positive de ¢ qui change A en elle-méme. Les raisons en sont
exactement celles qui ont fait écrire la série (16), P. § 23, troisiéme alinéa;
il est inutile de les reproduire ici.

1¢” cas. Si A est une colonne 5, on ne peut avoir 7 < 27, sinon une
puissance de t = |z, ax | inférieure a » changerait la caractéristique de

cette colonne en elle-méme, ce qui n’est pas (P. § 31). D’autre part £2#
change une colonne A en elle-méme, puisque t* change une caractéris-
tique principale en elle-méme.

2¢m¢ cqs. Si 4 est une colonne C, on ne peut avoir 7 < 67, sinon une
puissance de t = |, ax | inférieure a 37 changerait la caractéristique

de cette colonne en elle-méme, ce qui n’est pas (P. § 32). D’autre part
t% qui est lidentité, change chaque colonne de triples en elle-méme.

3. Soit un systéeme de triples S de la classe w?), déterminé par le
systeme de caractéristiques X qui appartient a 4. v est donc la premicre
puissance positive de ¢ qui change S en lui-méme et des systemes de
triples déterminés par 2, 2p :7(;— sont équivalents a S, .S inclus (P. § 46).

Théoréme 2. Le nombre x des systemes S différvents de la classe w,
déterminés par 2, est:

20 — M

x:————}:—l;—————- (2)

ot M désigne le nombre des systemes S déterminés par 2, d'une classe
0, & L w et diviseur de w, et q est un exposant qui est fixé dans la suite.

Preuve. Rappelons que 7 est 2z ou 6z, selon que 4 est une colonne
B ou une colonne C. w est diviseur de 62 (P. § 23, théoreme 7); il peut

2) Nous supprimons l'indice #; nous ne le reprendrons que la ou il nous paraitra utile
de le remettre.
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étre diviseur de 27 Pour v = 27, nous admettons que nous sommes dans
le cas ou w est diviseur de 2.

. (,1—1) ()] _’g..w
Les puissances 29, 2%, 29, ..., \® ,t@ 7 e changent Sen
lui-méme et A en un cycle de colonnes, qui sont toutes contenues dans S:
A:AO’AI’ Ag, -.-,A—'I)—_l, AO,AI} ces o (3)
W

Les I colonnes de ce cycle sont différentes entre elles puisqu’elles font
(0]

partie de la série (1), et il n'y en a pas deux conjugées entre elles puis-
qu’elles appartiennent toutes au systéme .S.

Les substitutions du groupe {z‘m} répartissent donc les colonnes du sys-
teme S en cycles du type (3) de -:i)— colonnes chacun.

Soit A’ la conjugée de la colonne A et S, un systéme de triples dé-

terminé par X qui contient A’. Si S, est de la classe w, S, contient le
cycle entier:

A =4/, A4/, 4/, ..., 4 v , A, 4, ..., (4)
des colonnes respectivement conjuguées a celles du cycle (3). La raison
en est toujours la méme: une substitution | x, g x | change deux colonnes
conjuguées en deux colonnes conjuguées (P. § 45, second alinéa).

D’autre part, il est évident que si nous remplagons dans S un ou plu-
sieurs des cycles (3) par le ou les cycles (4) correspondants, constitués
des colonnes conjuguées correspondantes, nous obtenons un systeme que
la substitution z® transforme en lui-méme.

En faisant ce remplacement de toutes les mani¢res possibles, nous ob-
tenons donc Zous les systémes de triples déterminés par 2, qui sont in-

x, 14z
diviseur métacyclique plus étendu qui contient ce dernier, et donc d’ordre
multiple de l'ordre de ce dernier; autrement dit, quz sont de la classe
w, o d'une classe 8, & < v et diviseur de w. Soit ¢ le nombre total des

cycles (3) de colonnes B et C contenus dans S. Le nombre des systemes
en question est:

(5)+ (1) (1) - (5) =

Désignons par M le nombre de ceux d’entre eux qui sont d’'une classe
inférieure &, & < w et diviseur de w. Le nembre x cherché des systémes

variants par le diviseur métacyclique{

ES a“’x{},ou par un
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S différents de la classe v, déterminés par 2, est bien celui de la for-
mule (2), ce qui était a démontrer.

4. Nous distinguerons maintenant les deux cas:

I¢” cas. o est diviseur de 2n. Dans ce cas, si la colonne A4 du cycle

; 2n .
(3) est une colonne B, le cycle contient —2)— = colonnes; si elle est une
. ” on .
colonne C, le cycle contlentz)— — —w—colonnes. Soit 4 le nombre des ca-

ractéristiques principales de X'; S contient 4 colonnes B qui se répartissent

en g cycles du type (3). Il reste dans.S #—& colonnes C qui se répartissent

(n—b) w _bw (r—bo v | bw
en —r cycles du type (3). On a donc ¢ = > -+ 5 2 -+ P
et 'expression (2) prend la forme définitive:
5
2ty
r = (5)

2 p

27 cas. w n'est que drviseur de O6n. Dans ce cas, dans le raisonnement
du § précédent, v ne représente que 6n. S peut encore contenir des co-
lonnes B comme dans le cas précédent. Une colonne B de S est changée
en elle-méme par z%2, ¢4, %2 . (théoréme 1), et uniquement par ces
puissances de #; mais dans les puissances 7@, £2®, ¢3® .. qui seules chan-
gent S en lui-méme, seule intervient #%%, puisque 27, et par suite 4z =
67 — 2n, ne sont pas multiples de w. Donc, que A dans .S soit une co-

. 6
lonne B ou une colonne (C, le cycle (3) contlentﬂm— = —(gfcolonnes et les

nw

e n [0 . .
2 colonnes de .S se répartissent en — — cycles pareils. I’expression

6n 6
(2) prend dans ce cas la forme plus simple:
d
6
== ©
2p

5. Nous ferons encore les remarques suivantes de portée générale:

1°. Si w est diviseur de 2z, chaque , § < w© et diviseur de w, est
diviseur de 27. Donc pour w et pour tous ses diviseurs propres’) g, la
forme de lexpression de x est la méme, la forme (5).

3) Nous entendrons par diviseur propre d’un nombre, un diviseur plus petit que ce nombre.
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Il est évident d’autre part que si w n'est que diviseur de 67, dans ses
diviseurs propres &, il peut y en avoir qui sont diviseurs de 2z.

7 nd
2°, On a 3~ —2ep,, 6n =2ty 4 2p— 20+l !
d ’ b 3 ’

w=2pd=2%p'd ou p' est diviseur de #,,

2n n,ad ”n . . . ..

T =" =1 dol n est multiple de 3 si v est diviseur

o 3pd 3p
de 27. Donc, lorsque 7, ne contient pas le facteur 3, aucun w ne peut
étre diviseur de 27, La forme de l'expression de x est la méme pour

tous les w, soit la forme (6).

3°. Les valeurs possibles de w sont w,=—2p;d = 2%+1p/d, 2 =1,2 ..., &,

pe =20/, b." =1, P, ps’ ..oy ' = 7, étant I'ensemble des diviseurs de
n,, dans %; — 2%, (§ 1, 4°™ alinéa). Pour 4— 1 cet ensemble, qui seraitdans

ce cas celui des diviseurs de 7, dans 37 = 24%#,, est a remplacer par celui
plus restreint des diviseurs de »," dans » — 242,". Les diviseurs p, sont
ainsi les mémes dans les deux cas d =1 et & = 3 (méme alinéa).

Les diviseurs propres & de w, dont il est question sous 1° et dans
I'énoncé et la démonstration du théoréme 2, sont donc uniquement de la
forme § — 2+!p” 4 ou p” diviseur de 7, (ou de #,), est en méme temps
diviseur propre de p'.

4°. Les valeurs p; et w; ne dépendent que de » et 4. Donc, pour
tous les systemes de caractévistiques X appartenant & d, les classes w; sont
les mémes. L'exposant ¢ dans la forme (5) ne dépend que de 4, en plus
de w. Donc, puisque les termes qui constituent A/ se calculent par les
mémes expressions (5) ou (6), pour ftous les systémes de cavactéristiques 3
appartenant & d et formés avec le méme nombre de caractévistiques prin-
cipales, les nombres x; correspondants aux classes w; sont les mémes.

5°. Dans le cas ou la forme de l'expression de » a employer est la
méme pour » et tous ses diviseurs propres &, on peut calculer 47 dans
I'expression de x correspondante a2 v au moyen de la formule dénommée
inversion de Mobius. Reprenons 'expression générale de x (2), du théo-
reme 2:

2px = 2¢ — M, cest-a-dire, 24+ p'x = 279 — M, (7)
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ou M est le nombre des systémes S des classes §, § < w et diviseur
de w. Le nombre des systemes .S de la classe 8, & diviseur propre de w,
est T (&) = 22+ " x (8), p” diviseur propre de p', x () étant la valeur
de x correspondante a & L’égalité (7) devient ainsi:

201l () =20 — 3201 p2 (3) ou X p'x (3) = 20+, (8)
!"'”/P"/ p‘ll/p'l

Dans la sommation 2’, n” parcourt les diviseurs propres de p'; dans
la sommation X, p” parcourt les diviseurs de p’, p' inclus®).

& est fonction de p” seul, @ et & étant fixés, et ¢ est fonction de w
et par suite de p' seul, le systtme 3 et donc & étant fixés. Dans la
seconde €galité (8) nous écrirons x (u”) au lieu de x (3) et ¢ (u') au lieu
de g. L’égalité devient, / (n”) étant la fonction p"z (p”) et G ('), la

fonction 27%) 1,

3 F ") =G ).

!

La formule d’inversion précitée donne alors:

P)= 21w 6 (k). o)

p fp!

en notant par A (u”) la fonction dite de Mobius et dont le sens est le
suivant:

Ap")=1 pour p’ =1,

A(p")=(—1)" si p” est le produit de » (» = 1) facteurs premiers
différents,

Ap")=o0 sip

" est divisible au moins par un facteur premier au carré.

By
On a donc: prp)= 3 A" 2q(T"T) h (10)
p

Ainsi la valeur de x (n') est complétement déterminée par p’ et ses
diviseurs.

4) L’équation indéterminée (50), P. § 46, que nous avons rappelée au § 1, 4¢me alinéa,
est le cas particulier de cette équation (8) correspondant & p/=—=n,. En effet pour p' —=n,,

o o
o =2pd =2°%! p/d = 2°"! n,d—6n; w n’étant pas diviseur de 27, on a q=-—g=n et

la seconde forme de I’égalité (8) revient a: p,/x; 4 po/xp 4 ... 4 p/p X =271, les divi-
seurs de n; étant |/, po/, ..., P,
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6. Lescas d—=1 et d= 3. ‘

Pour d =1, w; = 2p;= 2°+1p/, 1/ parcourant les diviseurs de 7,
dans z=12%#%,". On a 2n = 2¢+n,’. Donc chagque w est diviseur de
2n. Pour chaque w la forme de l’expression de x correspondante est la

forme (5), qui devient, puisque pour le systéme des caractéristiques
principales & = #»:

(11)

Ainsi ¢ (') :g— = p = 22p’. La formule (10) nous donne pour le

nombre x des systemes de triples .S différents de la classe w, déterminés
par le systéme des caractéristiques principales:

1 2a ——li"-———a——~1
v=— Z a2 w (12)
!,!, ""” /}ll

Pour d = 3, w; = 6p; = 3. 22t p,/, p,/ parcourant les mémes diviseurs
7 ..
de »,' = »,, dans ce 0383—3- —n = 2%n, = 2%n'. w, = 3.2%*! est divi-

seur de 27z — 2¢t1z, lorsque 7, et donc » est multiple de 3; w; =
3.2+, — 6 n'est que diviseur de 6. Donc lorsque # est multiple de 3,
les deux formes de l'’expression de x, (5) et (6), pourraient intervenir.
Mais pour un systéme de caractéristiques appartenant a 4 — 3, on a
b = o (P. § 38, dernier alinéa). Les deux expressions prennent ainsi la

méme forme:
W

2° —M 2 —M
2p 0 oz2p

xr = (13)

Ici ¢ (p) ::% —p = 2%p/.
sera évidemment la méme que (12). D’ailleurs l'identité des deux derniers
membres de (11) et (13) établit déja I'identité des x; correspondants aux
mémes p,;/ dans les deux cas d=—=1 et 4 = 3; c’est ce quia été trouvé
déja dans C. théoréme 1, p. 184 (rappelé au § 1, 5%=° alinéa).

Nous exprimerons encore une fois ’ensemble du résultat: Sozz 2, Ze
systéme des caractéristiques principales et 3, un systeme de caractéristiques
appartenant & d = 3. A chaque systeme de triples S déterminé par 2,

L’expression de x correspondante a (12)
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possédant le diviseur wmétacyclique {[x, 1+ x|, |z, oc2“:c[}, corvespond
un systeme de triples S' déterminé par 3, possédant le diviseur méta-
cyclique {|x, 1+ x|, |z, oc“”xl} et tnversement; p = 2% p'; W' est chaque

diviseur de n., n, étant le produzt de tous les facteurs premiers tmpairs
de n.

On a dans (12) x = o, donc

%’,xm”)z " So (14)
R

Pour p' =1, cette somme est A(1)2%—e—1—= 221 c'est-a-dire

x, == 22%—a—1 > o.

7 i—a——l .
Pour p'= 7, = Za* cette somme est 3 \ r”) 2 M . D’apres C,,
P'///nl
7 . 1 ” 1
théoréme 2, p. 184, elle est > o, puisque xp =— PN (p”) 2" >o.
Ly fn
Il est probable que cette méme somme (14) est > o0 pour chaque p/,
autrement dit qu’il existe des systémes de triples .S déterminés par 2,
ou 3, de chaque classe w;.

1l en est ainsi déja pour n — 24 p7, c’est-a-dire dans le cas ou 7, est
puissance d’un seul nombre premier. En effet, on a dans ce cas p' =ps,
0O=s=vr ' =2, 0=¢t=s, Ap") =1, —1, 0, selon que =0,
t=—1, ¢t > 1, et par suite:

I

I @ ,5—t.
X — — A £) 22%° F—a—1 — ___
7 2 M (2 7

2275 —a—1 __ 5285141 > 0.9

Nous retrouvons pour » — 1, les résultats du théoreme 3, C., p. 184
(rappelés au § 1, 5% alinéa).

7. Les cas d = 3n, %’E et n.

Les cas d = 3n et :7’-222— sont simples et ont été déja traités (P. § 47,

I° et 29).

5 Pour § =0, le second terme de la parenthése est & laisser de ¢Gté.
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Pour d:n,‘%zs; Z2==0; 8,55

Les diviseurs p,’ de #», sont p,' =1, p,’ = 3.

Les valeurs de w; sont w, — 27 et w, = 6.

Les systemes de caractéristiques appartenant a & == contiennent
!/ = n —3m caractéristiques principales (P. § 40). On a donc, ®, étant
diviseur de 27 et w, diviseur de 6# seulement:

27
s+%
2 2n——2m
= — — on—1—2m — pl+m—1
2 2
27 2n—2m 2n—1 . 2rz—1 —2m 2n—1 . 21+m—1
Xy — — —_
6 3 3

On a #2 > 0, sinon le systéme est celui des caractéristiques principales.
On a donc x, > 0 et x, > 0. Ainst il existe des systemes de triples des
deux classes possibles w, = 2n ¢t w, = On. Le nombre de ces systémes
dépend de [ (ou de m), cest-a-deve du nombre des caractéristiques prin-
czpales (on non principales) que contient 2. Conformément a ce qui a été
dit au § 5, 4°, tous les systemes de carvactéristiques appartenant a n,
quz ont le méme nombre de caractéristiques principales, déterminent les
mémes nombres de systemes de triples deffévents des deux classes.

8. Le cas oiw d et n ont un p. g.c.d. 8 > 1, < d et n.°

On a dans ce cas & = 38, » = #'8, 3 et »' premiers entre eux (P.§ 44,
o 7 7 : :
1°r alinéa); %:2—5:%: n' — 22n,. Puisque »' et 3 sont premiers
entre eux, », ne contient pas le facteur 3; donc aucun w ne peut étre

diviseur de 27z (§ 5, 2°).

On aura dans ce cas, d’apres le § 5, 5° et la formule (10), puisque

©=2pd =06pd et g () 2%——— P& = 27p's:

2% L —a—1

Wrp)=2X rp)z ¥ (15)
R !

3

n \
6) Le cas d ::—3—2—~, vu au § précédent, est contenu 2 nouveau dans notre hypothese.

p n n
En effet dans ce cas n est pair, 6_—.:—2—-, 5 =% a=1n=1 p=p, =1=nmny,

0, =0, == 4d ="6n, et la formule (15) redonne immédiatement ce qui a été trouvé déja
(P. § 47, 29):

% 2 a—1
o T —1—1 n—2
x=1(1)2z °?2 —y g0 =2

37



Les mémes observations faites a2 la fin du § 6 sont & faire ici sur la
valeur posztive ou nulle de x(p'), sauf qu’il n’a pas été établi jusqu'ici
que x; ou x (n), correspondant au plus grand diviseur p’ = #,, est effec-
tivement > 0. La formule (15) et la valeur de x (') qu’elle donne ne
different dailleurs de la formule (12) et de la valeur de x(p') dans les

cas =1 et 3, que par I'adjonction du facteur & au premier terme de
I'exposant de 2.

9. Le cas on d est diviseur de n, < n et > 3.

7 . ”n .
Dans ce cas — est entier, 37{— — 247, est multiple de 3. Donc »,

1 A . . 2
contient le facteur 3 et w peut étre diviseur de 2z (§ 5, 29). S 3”1, .
w e
Si —- contient encore le facteur 3, w est diviseur de 27, sinon pas.

17 cas. —- contient le facteur 3; w est diviseur de 2z Dans ce cas,

en vertu du § 5, 1° et 4°, 2 (p/) est encore donné par la formule (10
Un systéme de caractéristiques appartenant a &, 4 diviseur de », < #
et > 3, est formé de / % caractéristiques principales et 3m—;~z,~ caracté-
ristiques non principales, avec 3m /=4 (P. § 42). On a:

) low _ 2pd

n_ 0 bw 2p!
Q(P)—%—‘f‘gn———‘g‘i‘ 3d 6 +

3

__—_—%L-(a’—{— 20) = 2“3“ (@ -1 20) = 2ap (d—2m) = 22p’ ([ + m).
2% }—g:— (Z+m)—a—-1
Donc prp)= 2 rp") 2 . (16)

p’l//p‘/

2¢me cqs, — ne contient plus le facteur 3; w ne divise que 67, Ce cas

est le seul ol nous ne pouvons plus donner pour x (p’) une expression
compléte de sa valeur. Dans les diviseurs p” de p’, au moins l'un,
p” =1, donne un diviseur § de w qui est diviseur de 27z; en effet,

2” . 7 4
~6—:—? et n, contient le facteur 3. Par conséquent, les termes qui
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entrent dans la somme M = ' 22+1 p”x (8) des expressions (7) et (8),
!

dans lesquelles, w ne divisant que 67, m — ©

6 b
avec la forme (5), en partie avec la forme (6) de l'expression de =z,
Nous ne pouvons donc pas nous servir sans autre de la formule d’in-
version utilisée au § 5, 5°. Il ne nous reste qua calculer de proche
en proche chaque x (8) au moyen des x(3') préalablement obtenus,
&' = 2e+1p"d ol p"”, diviseur de »,, est en méme temps diviseur propre

de x"‘//.

se calculent en partie

10. Nous donnerons en terminant, les résultats qu’a obtenus G. Belhdte
dans cette recherche des systémes cycliques de triples de Steiner diffé-
rents pour les deux cas V=61 et N = 73.

Cette recherche des systémes cycliques de triples de Steiner différents
par la méthode que nous avons exposée dans P., a été effectuée jusqu’ici
pour les nombres V de la forme 67 - 1 jusqu’a N =— 43 inclus, et pour
ceux de la forme 67 - 3 jusqu'a /N =—33 inclus. Nous avons donné dans
P. § 59, les tableaux complets des résultats obtenus pour ces premicres
valeurs de N. Cette méthode a été établie pour le cas de N =6xz-11
premier et elle s’y applique immédiatement. Elle s’applique moins immé-
diatement au cas de NV — 6z 4 1 puissance de nombre premier et au
cas de N =67-} 3 ou 2z 1 est premier ou puissance d’'un nombre
premier, et encore bien moins au cas de N =6z} 1 ou N =06n -3
composé quelconque (voir P. § 5).

Apreés 43, les deux nombres de la forme 6# -1 qui se présentent
sont 49 et 55; le premier est puissance de nombre premier, le second
est composé, produit de deux facteurs premiers différents. C’est la raison
pour laquelle nous avons passé au cas du nombre premzer 61; le cas
du nombre premier 73 a été pris ensuite, avant 67, parce que 7 — 12,
a I’encontre de »—10 et » — 11, contient déja un plus grand nombre
de diviseurs. Une partie des résultats de G. Belhdte, dans 1’obtention
des systémes de caractéristiques pour NV — 61, ont été vérifiés par mes
propres résultats; c’est un garant de plus qu’il ne s’est pas trompé
ailleurs. La méthode d’ailleurs comporte en elle-méme, dans une certaine
mesure, sa propre vérification (P. § 43, premier alinéa).

11. N=61 (=10, n—1 =9, 32 = 30, o = 2).

Les 7 (37—2) = 280 caractéristiques se répartissent en une colonne
de 7 — 10 caractéristiques qui est le systeme des caractéristiques prin-
cipales et »—1 — g colonnes de 30 caractéristiques (P. § 33).
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1. Systemes de caractéristiques différents.

Diviseurs & de 3#z: 1, 3, 5, 6, 10, 15, 30.

Les exposants de « — 2 dans les caractéristiques de téte des g colonnes,
peuvent étre choisis:”)
!

016, 022", 032', 048", o79’, o1'4’, 03'7’, 05'3", 06'5". (17)

d = 3| Deux des triples (17), 022" et 03’7, réduits (mod 3), donnent
o1z (P. § 38).

d=13| C’est le cas de & diviseur de », < n. (P. § 42).

Cinq des triples (17), réduits (mod 5), n’ont pas d’élément répété; ils
donnent trois fois la colonne 023 et deux fois la colonne 0oi4. On a
3m-}7.=15; a part le systeme des caractéristiques principales (m = o,
!/ = 5), la seule possibilité est # =— 1, /= 2. On a donc immédiatement
5 systemes de caractéristiques différents, représentés:

trois par 023 (triple), 1, 4 (¢léments),

deux par o014 (triple), 2, 3 (éléments).

d=06| Cest le cas ou & et » ont un p.g.c.d. 8> 1, < et =
(P. § 44).

® = 2. Cinq encore des triples (17) réduits (mod 6) n’ont pas d’élément
répété; ils donnent les colonnes suivantes, dans l'ordre des triples (17):

024, 025, 015, 035 (cette derniere deux fois). (18)

Il y a deux constructions possibles (P. § 44, I et II). Dans la premiere,
le syst¢me réduit est formé de & — 2 triples des colonnes (18) contenant
les 6 éléments o, 1, ..., 5. On trouve immédiatement, & coté des deux
systémes appartenant a 3 déja connus, 3 systémes appartenant a 6. Dans
la seconde construction, on a m -+ /= 2; la seule possibilité, en dehors
des systémes déja trouvés, est m — 1, /= 1. On a 1 systéme représenté
par: 135 (triple), o (élément).

d—=10==z| Nous savons déja que les »—1 =9 triples (17), réduits

(mod 7~ — 10), donnent »—2 — 8 colonnes réduites avec triples a élé-
ments différents, sur lesquelles deux seulement sont la méme colonne

7) Les entiers o, 1, 2, ..., 10, II, ..., 20, 2I, ..., 29 sont notés o, I, ..., o/, 1/,

---,
ATl "
0 ’ ! , .--) 9 .
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(P. § 40, second alinéa). On a 3m -+ /— 10. Les possibilités, en dehors
du cas m — 0, /=10, sont:

1°m=1, =7,
20 m =2, [ =4,

3 m=3, =1

Dans le cas 1°, on a sans autre »—2 = § systemes de caractéristiques
différents appartenant a 10 (P.§ 41, A, 2° et 3° lettre a).

Dans le cas 2°, la recherche exige un temps trés court. I.a méthode
est restée en principe celle employée déja pour les valeurs précédentes
de N (P., chap. VI, en particulier § 57, & = 15, §58, & =9), avec cer-
taines simplifications de détail apportées par G. Belhote. Elle consiste
a chercher successivement les systémes réduits dzfférents sans élément
répété, contenant:

1° le triple de téte de la 1% col. et un triple pris dans les 8 col.,

A w B0 o g . w w7 derniéres col.,

Séme

3° 6
7 " ” " ” ” » bl ” b)) » ” »

et ainsi de suite. On obtient, a coté des 5 systémes appartenant a §
déja trouvés, go systémes appartenant a 10.

Dans le cas 3°, la recherche exige un temps un peu plus long. Avec
le triple de téte de la 1° colonne, entrent deux triples pris dans les
8 colonnes; avec le triple de téte de la 2°me colonne, deux triples pris
dans les 7 dernieres colonnes, et ainsi de suite. On obtient 87 systémes
appartenant a 10.

n ”
d— 15:3? Le cas a’:éz— rentre dans le cas ou & et » ont un

p.g.c.d. 8>1, <detwn;d :—Z—(note 6).

Les 9 triples (17), réduits (mod 15), donnent 8 colonnes réduites avec
triples a éléments différents. Ces 8 colonnes sont différentes entre elles.
Dans la premiére construction, les systémes réduits sont formés de § =73
triples pris dans ces 8 colonnes réduites, La recherche est plus longue.
On obtient, a co6té des deux systémes de caractéristiques qui appartiennent
a 3, 114 systemes qui appartiennent & 15.

Dans la seconde construction, on a » - /—=75. Les possibilités, en
dehors des systemes déja trouvés, sont:
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1° m =1, [ = 4; systémes avec 8 caractéristiques principales,

2° m = 2, 123; » ” 6 ” ) ’
3° m=3, /= 2; " ” 4 » ” )
4° m =4, [ =1; ” ” 2 ” ”

On trouve dans le cas 1°, o systeme; dans le cas 2°, 1 systéme appar-
tenant a 15; dans le cas 3°, 7 systéme appartenant a 15, a cOté des
5 systémes appartenant a 5; dans le cas 4°, 23 systémes appartenant a 15.

d = 30 = 32| Il s’agit maintenant des 9 colonnes (17) de 30 triples

chacune, plus la colonne de 10 triples correspondant aux caractéristiques
principales (P. § 43), et d’obtenir dans ces 10 colonnes tous les ensembles
différents®) de 10 triples, sans élément répété. La recherche théorique-
ment pourrait se faire, en procédant comme nous l’avons fait jusqu’ici.
Pratiquement, elle devient a peu prés impossible en raison du temps
qu’elle exigerait et aussi sans doute de lespace qu’il faudrait pour écrire
le nombre déja considérable de systémes que l'on trouverait (P. § 43,
dernier alinéa).

1. Systemes cycliques de triples différents.

d=1 et 3| »=10=2.5. Nous sommes dans le cas du dernier alinéa

du§ 6, avec a—=1, » =1, s—o0 et 1. On a, correspondant a:

p' =1, w,=2p, =2t p’ pour d=1, w,=6p, = 3.2¢+y,’ pourd=3,
a, —=1;

' =5, w;=2p, =22+ p,’ pour =1, v, = 6p,=3.22F1p,’ pourd=3,
X — 51.

On a donc pour & =1, 52 systémes cycliques de triples différents,
pour & =3, 104 systemes ” ” ” "

d=75| Le nombre des caractér. principales 4 — 4 pour les 5 systémes:

%:%9:6:2.3; a—1, n,—3, &h’:li 93,:3’

0, = 2p, d = 22+1y,/d = 20, w;, = 2p,d = 22t p,/d — 60.

8) c’est-a-dire non déductibles I’un de ’autre par une substitution du groupe {(0!2 3n-1)}.
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Dans ce cas de & diviseur de », < n, on doit avoir les deux cas du
§ 9; en effet, w, est diviseur de 2#, w, ne l'est pas. On a:

___1_+ bW
2% M 2*—o0
Avec la forme (5): », = 5 — , = 2% = 16,
351
o,
6 10 ___ 6 8 4
Avec la forme (6): x,:z i —2 e 2 g
2, 12 3

On a donc pour & =5, 480 systéemes cycliques de triples différents.

d—=6| Dans ce cas ol et » ont un p.g.c.d. 8>1, < detn le

fait que le systeme de caractéristiques contienne des caractéristiques

. . o
principales ou non, n’importe pas (§ 8). z’g:%: 2°.5. Nous sommes
encore dans le cas du dernier alinéa du § 6 (§ 8, dernier alinéa), avec

@a=0, »r—=1, s=0 et 1. On a, correspondant a:

w' =1, o =2pd=2tp'd =12,

' =35, 0, =2p,d=2:+1p,'d = 60,

1 a 15___ . a 06—— S 1
x2:—1{22p TP I}:——{?f’——z‘}: 102.
? 5

On a donc pour & = 6: 4 X 104 = 416 systémes cycliques de triples
différents.

d—=—10==n| Les nombres x, et x, ne dépendent que du nombre des

caractéristiques principales que contient le syst¢me de caractéristiques

(87):

9 T

Cas 1°, /+m—1=17, x, = 2" =128, P l—; — 128,
2%2°

Cas 2°, /4+m—1=y5, rn=2"= 32, x,:~——3)———:160,
2°—2°

Cas 3°, /4+m—1=23, r=2"= B x‘z:——s——-::lé&
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On a donc pour d=10: 8 X 2564 90 X 192} 81 X 176 =
33584 systemes cycliques de triples différents.

d=15= % Chaque systeéme de caractéristiques appartenant a & — §ZZ’_

détermine 27—% systémes cycliques de triples différents de la classe 62
(note 6). On a ainsi pour & = 15: 139 X 256 = 35 584 systemes cycliques
de triples différents.

12 N=73 (n=12, n—1 =11, 32 =36, a = 5).
Diviseurs & de 3»: 1, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.

1. Systemes de caractévistiques deffévents.

Nous ne donnerons plus que les résultats en séparant simplement les
cas et en indiquant si les systemes s’obtiennent immédiatement, c’est-a-
dire guere avec plus de temps qu'il n’en faut pour les écrire, ou avec
une recherche plus ou moins longue. Par le nombre des colonnes réduites,
nous entendrons naturellement seules celles dont les triples ont trois
éléments différents.

d=3| 3 systemes immédiats.

d—4| Cas de & diviseur de », < n. 3m -+ [—=4. Seule possibilité:

m =1, /= 1. 5 colonnes réduites, donc 5 systemes immédiats.

d==6]| Cas de & diviseur de », < n. 3m -} /==6. 7 colonnes réduites

dont 3 seulement sont différentes.

1° m=1, [==3; 7 systemes appartenant a 6, immédiats,
2° m =2, l]==0; O systéemes appartenant a 6, immédiats, a c6té des
3 systémes appartenant a 3 déja trouvés.

d—9g| Cas ot Z et » ont un p.g.c.d. 8> 1, < d et =

&= 3. 8 colonnes réduites dont 2 paires de colonnes identiques.
Premiere construction: 3 triples dans les 8 colonnes réduites. La
recherche n’est pas longue. On trouve, a c6té encore des 3 systémes
qui appartiennent a 3, 78 systemes qui appartiennent a 9.

Seconde construction: # - /= 3. Cas m — 2, / = 1, 2 systémes presque
immédiats; cas m — 1, / =2, 0 systéme (immédiat).
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d—=—12 =n] Ici la recherche devient longue, sauf pour certains systémes

qui s’écrivent immédiatement. C’est le dernier & d’ailleurs, pour NV =73,
pour lequel la recherche complete peut encore s’aborder. Il s’agit donc
de #»—2 — 10 colonnes réduites de 12 triples. On a 3m /= 12:

A

1° =1, [=9; 10 systemes appartenant a 12, immédiats.

2° m =2, [ =06; 224 systémes appartenant a 12, a coté des 7 sys-
temes appartenant a 6 du cas 1° ci-dessus.

\

3° m =3, {=3; 8§10 systemes appartenant a 12, a c6té des 5 sys-
témes qui appartiennent a 4.

4° m =4, [ =0; 103 systémes appartenant a 12, a coté des 6 sys-
temes appartenant a 6 du cas 2° ci-dessus et des 3 systémes qui appar-
tiennent a 3.

Le procédé est toujours le méme (voir les cas 2° et 3° pour d = 10
= n du § précédent). Le fait que nous retrouvons les systémes appar-
tenant aux diviseurs & inférieurs, en nombre exact et a leur place,
constitue la vérification dont nous parlions au § 10.

I1. Systemes cycliques de triples différents.

d—=1 et 3| »=12=2%3. Rien de nouveau par rapport au méme

cas du § précédent, sauf que @« — 2. On trouve x, = 2, x, — 170. Donc
pour & = 1, 172 systemes; pour d—3, 516 Ssystemes.

3%

7 =29 a=0,7=9;

d—=—4 — 3 pour les 5 systemes.

Pq!: I, }L2,:3, !-’-3’29; 0w, = 3, w, = 24, w3 — 72.

v, et w, sont diviseurs de 27, w; ne I'est pas (conforme au §9). z, et
x, se calculent par la formule (16), qui dans le cas ou », = p7, reprend
la forme donnée a la fin du § 6, avec 'adjonction seulement du facteur
({ ++ #) au premier terme de I’exposant de 2. On trouve x, =2, x, = I0.

®s

Pour x;, la forme (6) donne 2p, 2, =2 ° — (2, #, + 2, 1), d’o0 2y = 224.

On a ainsi § (2 + 104 224) = 1180 systémes.

d=6| & =6 pour les 7 systémes du cas 1°; & =0 pour les 6 systémes

du cas 2°.
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3n

—~ =2.3, a=1, m=3; w' =1, w' =3; 0,=24=27; w,=72 =06n.

W; | 6w,
._.+.__
6 8n 8
b—= 6, x1:2 5 ° :3——:64
Formule (5) b 4
®
pour 5 .
b—= o0, x, — ==z 4
2,
0,
6 12__ 8
b— 6, x2:2 - 256:2122:320
Formule (6) Be
®
pOUI’ W, 2-.6—2___ I6 212____24
b=0, r,= = == 340.
21t 12

On a ainsi 7 (320 -+ 64) + 6(340 + 4) = 4752 systémes.

3n

d—9 —2—:22.1, a=2 nm=1I p =1, p,=4, O, =72
2%%—a—1 2%3—2—1 5

Avec la formule (15) on a: z;, =2 =3 = $= 512,

On a ainsi 20 X 512 == 10240 systemes.

211 9

d=12=n|1° [4+m—1=9, zx =2°=3512, x,— =512
Sl 57

2 /4 m—1=7y, x =2"=128, x,—— ; — 640
s 1 5t

3° l4+m—1=35, x=2)= 32, x,= 3 =672
. 1l 53

4° I+m—1=3, x=2°= 8§, x= —6380.

Total:
10 X 1024 - 224 X 768 -} 810 X 704 + 103 X 688 = 823370 systemes.

(Regu le 24 janvier 1933)
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