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Uber die Existenz von Lésungen zu
Variationsproblemen 7-ter Ordnung

Von FRIDOLIN BABLER, Gottingen

§ 1. Einleitung

Wihrend Variationsprobleme erster Ordnung in der Literatur sehr
ausgiebig behandelt worden sind, beschrankte sich meines Wissens
das Studium von Variationsproblemen hoherer Ordnung selbst in nur
einer Variabeln auf solche Probleme, deren Euler-Lagrange’schen Diffe-

rentialgleichungen linear sind. Mit der Entscheidung von Existenzfragen
der Variationsrechnung erstrebt man nicht blof3:

1. Die bekannten Weierstraf3’schen existenziellen Einwdnde wenigstens
fiir die einfachsten Funktionale zu beheben, sondern auch

2. die Losungen von den aus Variationsproblemen sich ableitenden
Differentialgleichungen zu garantieren, die noch gewissen Randbedingungen
geniigen. Auch diese zweite Fragestellung scheint aufder in dem ge-
nannten Falle kaum in Angriff genommen.

Ich behandle Variationsprobleme der Form

1
fF(xyy’ e Y0 dr = Min; X2
unter der Legendre’schen Nebenbedingung Fm > O und beweise
hauptsichlich den folgenden

Hauptsatz. Wenn die Menge der sur Konkurvens sugelassenen

Funktionen y (x); 0 < x £ 1 durch die folgenden Eigenschaften charak-
terisiert ist;

I. y(0) =a, 7 (1) = &,")
2. 9D (0)=a; YN =b;; 2=1,2...n—1; a;, b; fest.

3. Yy (x) zst stickweise stetig und
|y (@) | = M;

1) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir spiter g, = b, =o.
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dann hat unter der Legendreschen Nebenbedingung F iy > O das
Variationsproblem

fF(xyy’ .. ) dx = Min
0

immer mindestens eine Losung u (x) mit Stetiger n-ter Derivierter, falls
nock F(x yy' ... ") als Funktion von n - 2 [freien Variablen zx, y,
v .y betrachtet stetige partielle Ableitungen bes sur sweiten Ordnung
tnklusive suladfst und falls die Menge dev konkurrensjfihigen Funktionen
aus mehr als einer Funktion besteht. '

Die Losung # (x) geniigt {iberall da, wo nicht |« (z) | = M/ ist, der
dem Problem entsprechenden Euler-Lagrange’schen Differentialgleichung,
wofern noch die partiellen Ableitungen von # (x y »' ... y) bis zur
vierten Ordnung inklusive stetig sind.

Daf3 es eine »— 1 mal stetig differentiierbare Losung mit fast #berall
existierendem 7-tem Differentialquotienten gibt, ist eine selbstverstiandlzche
Folgerung erstens aus der Tatsache, daf3 die y*— (1) eine kompakte
Funktionenmenge bilden und zweitens aus der aus F oy jmy > @€ >0

folgenden Halbstetigkeit von f Fdx (vgl. Tonelli Lehrbuch der Va-

riationsrechnung Bd. I, Kap. 10, 11).

Hier, wie allgemein in der Variationsrechnung, besteht aber das Haupz-
problem gerade in der genaueren Untersuchung der Existenz und der
Stetigkeit der im Variationsproblem auftretenden hochsten und eventuell
noch der héheren Ableitungen der Losungsfunktion. Mein Ergebnis enthalt
in nuce auch die Losbarkeit des Randwertproblems sehr allgemeiner Klassen
von Differentialgleichungen, die aus einem Variationsproblem entspringen.
Denn sobald die Schranke A7 fiir ™| in dem obigen Satz fiir irgend-
ein A/ von der z-ten Ableitung der Losung des Variationsproblems nicht
erreicht wird, erhdlt man in dieser Losungsfunktion eine Losung der
Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung mit vorgeschriebenen Rand-
werten. Darauf soll jedoch hier nicht eingegangen werden.

Schon das Beispiel

y=[r—ar yO=0 sm@=o

lehrt, daf3 man unter den obigen schwachen Voraussetzungen fiir /" keinen
Existenzsatz erwarten darf, dessen Voraussetzungen die zugelassenen
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Funktionen hinsichtlich ihrer Ableitungen keinen Einschrinkungen unter-
werfen. Gebe ich niamlich eine beliebige negative Grofde N, vor, so kann
ich beliebig viele stetig differentiierbare Funktionen finden, welche den
vorgeschriebenen Randbedingungen geniigen und die, in den Integranden

eingesetzt, den Wert des Funktionals kleiner machen als /N,. Diese
Funktionen sind

y=wsin x

fir alle geniigend grof3en ».
Es ist namlich fiir diese Funktionen

T T

2 >
T = rzfcos2xdx———y*fsin‘x (lx:_:’i;—-[(l -—:7’-5—)

0 0

womit gezeigt ist, daf3 es Funktionen gibt, welche in unserem Problem
konkurrenzfahig sind und die das Funktional beliebig klein machen.

Der zitierte Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von 4. Lewy?)
betreffend Variationsprobleme erster Ordnung, die Beweismethode eine
weitere Anwendung des fiir Variationsprobleme haufiger gebrauchten
Differenzenverfahrens. Indem man dabei das Integral in bekannter Weise
durch eine Summe anndhert und die Differentialquotienten im Integranden
durch Differenzenquotienten ersetzt, filhrt man die Existenz des Minimums
des Funktionals auf den Weierstraf3’schen Satz iiber das Minimum einer
stetigen Funktion im abgeschlossenen Bereich zuriick und sucht dann
solche gestaltlichen Eigenschaften der Losung des diskreten Problems
sicherzustellen, die die Konvergenz der Losungen und ihre Differential-
quotienten bis zum hochsten der im Variationsproblem vorkommenden
bei Vermehrung der Interpolationsstellen gewihrleisten.

Wesentlich fiir die Erreichung dieses Zieles ist die Aufstellung einer
Ungleichung, welche die (z1)t» Differenzenquotienten der LLosungen der
endlichen Probleme, unabhidngig von der Feinheit des Interpolations-
maschennetzes beschriankt. Zu diesem Zwecke miissen die Losungen des
endlichen Problems solchen Variationen unterworfen werden, die mit den
auferlegten Bedingungen insbesondere | " | <~ M/ vertriglich sind. Leider
stof3t die unmittelbare Uebertragung des Verfahrens der zitierten Arbeit
dabei auf Schwierigkeiten. Schon bei dem Problem 1. Ordnung ist die

2) H. Lewy: Ueber die Methode der Differenzengleichungen zur L&-

sung von Variations- und Randwertaufgaben. Math. Annalen, Bd. 98, pag. 107
und folgende.



Variation einer Stelle der Losungsfunktion nicht moglich, wenn die suk-
zessiven ersten Differenzenquotienten, welche diesen Funktionswert ent-
halten, entweder beide - 4/ oder beide — A/ sind. Aber hier ist gerade
durch diese Beschaffenheit der ersten Differenzenquotienten unmittelbar
eine Abschitzung der zweiten Differenzenquotienten gegeben. Bei einem
Problem #zt** Ordnung, »>> 2 gibt es entsprechend dem komplizierteren
Bau der z-ten Differenzenquotienten viel mannigfaltigere Verteilungen der
Werte dieser Differenzenquotienten, welche eine Variation ezzer Stelle
der Losungsfunktion verhindern und die man a priori fiir die Losung
des endlichen Problems als durchaus moglich gelten lassen muf3. Man
kann aber im Gegensatz zum einfachsten Fall daraus wunmazttelbar keinen
Schluf3 ziehen, der eine Aussage iiber etwaige Beschrinktheit der hoheren
Differenzenquotienten an der betreffenden Stelle darstellte. Aber auch in
dem Fall, wo die Folge der in der Losung auftretenden Differenzen-
quotienten hochster Ordnung diese Art Variation erlaubt, sind die
Schwierigkeiten noch nicht ganz aus dem Wege geriumt. Entwickelt
man namlich nach dem Muster der zitierten Arbeit die Differenz der
variierten und der nicht variierten Summe nach Taylor, so gelangt man
zu Ungleichungen fiir die hochsten Differenzenquotienten, die einen weit
komplizierteren Bau haben als diejenigen des Problems erster Ordnung
und die dementsprechend schwieriger zu behandeln sind.

Von diesen Schwierigkeiten befreit man sich nun dadurch, daf3 man
nicht nur Variationen einer Stelle, sondern gleich grof3erer passend aus-
zuwizhlender Ketten solcher Werte der Losungsfunktion vornimmt, die
den Interpolationspunkten entsprechen.

Um solche Variationen im grofden vornehmen zu konnen, ist es in
erster Linie notig, eine Uebersicht iiber die durch die Rand- und Ein-
schrinkungsbedingungen zugelassenen Funktionen zu erhalten. Diese
Uebersicht gewinnen wir im nichsten Paragraphen.

Bezeichnungen: Fir die folgenden Untersuchungen ist
oL x££ 1, 0L x,< 1,

N durchliuft die ganzen positiven Zahlen.

I

1. /() =5

2. x, (V)= fir y—=1,2 ... NV, ausgenommen § 2, Satz I

2
N
3. Mo (V) st eine x, (/V) zugeordnete Grofle.
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ZE O iR

5=0

4. n;f)(N) =— - fiir7=1, 2 ... ist der zu x, (V)
by
gehorige zt¢ Differenzenquotient. Wir werden in Zukunft bei den Be-
zeichnungen 1, 2, 3, 4 die Grof3e NV weglassen, nachdem wir hier ein

fir allemal festgestellt haben, daf3 die auf obige Weise definierten
Grof3en /, x,, w,, nf,z) Funktionen von /V sind.

5. £ —

a ’ 3
3yl @y .. y¥) an der Stelle z =1y, y =1, y9=12

fir z=1, 2, ... £; £ 1 ganz, sonst beliebig.

6. Unter einer den Randwertsystemen a, @, ... @, bzw. 4, 4, ... b, und
den Argumentwerten ., bzw. x, zugehorigen Funktion verstehen wir
eine Funktion von x, welche stiickweise stetige absolut beschrinkte
(v 4 1)t¢ Abgeleitete hat, die fiir x — x, bzw. x =z, die Werte a,
bzw. 4, annimmt und deren z-te Abgeleitete, 7 =1, 2 ... » fiir dieselben
Werte des Arguments gerade «; bzw. 4; wird.

In unseren Untersuchungen wird x;, — 1 sein und x, ist entweder Null
oder ein zwischen Null und eins gelegener Wert.

§ 2. Uebersicht tiber die zugelassenen Funktionen

a. Formulierung der Sdtze I u. I1.

Das Ziel dieses Paragraphen besteht darin, einen Ueberblick iiber die
Funktionenmenge {7, (x)} der Funktionen #; (¥) zu gewinnen, die im
abgeschlossenen Intervall (x, x,) definiert und durch folgende Forderungen
naher bestimmt sind:

«) Die Funktionen 7 (r) sind im abgeschlossenen Intervall (£ — 1) mal
stetig differentizerbar. Die kt*® Differentialquotienten sind stiickwezse stetig
und absolut kleiner oder gleich A/.

B) In den Randpunkten x, bzw. x, des Intervalls haben die Funktionen
selbst und ihre Dzfferentialquotienten bis sum (k—1)* nkl. fest vor-
gegebene Werte.

Diese festen Randwerte und A/ denken wir uns so festgesetzt, daf3
die Menge {Fk (x)} nicht leer ist. Dann bestehen beziiglich dieser Menge
noch die folgenden beiden Moglichkeiten:

1. Sie besteht aus einer einzigen Funktion.

2. Sie umfaf3t mehr als eine Funktion.

Der erste Fall tritt, wie wir zeigen werden, dann und nur dann ein,
wenn eine Funktion der Menge einer Einteilung des Intervalls (x, #,) in
hochstens £ echte Teilintervalle in folgendem Sinn entspricht: Der Wert
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des k£ten Differentialquotienten dieser Funktion ist im Innern jedes Teil-
intervalls konstant und in den von links nach rechts aufeinander-
folgenden Teilintervallen abwechselnd 4 A7 und — M.

Andernfalls gibt es in der Menge eine ,g7ifte“ und eine ,kleznste"

PSS ——

Funktion Fj (x) bzw. /, (x). Das heif3t: Jede zulidssige Funktion Z#} (x)

———

ist im ganzen Intervall (z,x,) immer kleiner oder gleich £} (x¥) und
grofler oder gleich 7, (x). Diese beiden zur Menge gehorigen Funktionen

———

sind dadurch charakterisiert, daf3 zu ihnen je eine Einteilung von (z, x,)
in genau %£- 1 echte Teilintervalle gehort, in dem Sinn, daf3. fir jede
von ihnen der At Differentialquotient im Innern eines jeden Teilinter-

valles konstant und absolut gleich 47 ist. Fiir #} (x) nimmt er mit | 3/
beginnend in den von links nach reckts aufeinander folgenden Teilinter-
vallen abwechselnd die Werte + 47 und — M an. Fiir /, (x) ist er im

ersten Teilintervall — A/, im zweiten -}- A/ usw.

Diesen Sachverhalt formulieren wir nun noch einmal prazise in den
beiden folgenden Sitzen I und II. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
diirfen wir x,>>0; x, — 1 annehmen.

Wir behaupten also beziiglich der Menge {Fk (x)} der Funktionen 7 (1)
mit stetigen Differentialquotienten bis zum (£ — 1)t incl. und stiickweise
stetigen £tr Differentialquotienten und lFék) (x)] < M fir xy Zx < 1,
Fy (k) = ag, Fp (1) = by, F{? (x) = a;, FP (1) =8; firz=1,2...k—1
die Giiltigkeit der folgenden Sitze.

Satz I. {Fk (x)} besteht dann und nur dann aus einev einsigen Funfktion,

wenn es ein Iy = U (x) gibt, das den eben genannten Rand- und Beschyin-
kungsbedingungen geniigt und das iiberdies die folgenden Forderungen
erjfillt:

a) Es gibt eine U (x) sugeovdnete FEintedlung des Intervalls (x,1) mat
den Teilungspunkten x, = po < p1 < ... < p, = 1, So dafs

bsw. (—__I)z:U(k) *) :Mfiir]),-<x<ﬁ,-+1}z,:0,l,2 oo S—1 und
(— 1) UP (@) =— M fiir p; < x < prsa
b) s Z k.

Satz II. In jedem anderen Falle gibt es eine ,,griffte Funktion I, (x)
und eine ,kleinste Funktion** Fy, (x) in folgendem Sinne:
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L Fy () > F (2) fiir x, < x < 1
2. Fyp () Fyp () Fy (%) fiir jedes Fy (x) aus {Fk (x)} und xo < x < 1.
3. Ls existieren swei Eintetlungen von (%, 1)
@) %= po < ps < ... P41 =1 bsw. ) o= 1 < oo < Par1 =1,
so day (—1) F\Px)=M [fir p; < x < piss
bow. (—1f PP (@) = — M fir ps <5< pis

Bemerkung : Wir brauchen zur Herleitung unseres variationstheoretischen
Resultates nur die Tatsache, daf3, falls die Voraussetzungen a und b aus
Satz I erfillt sind, die Menge der zugelassenen Funktionen aus einer
einzigen Funktion besteht. Satz II kann man in zwei Schritten beweisen.

1. Man zeigt mittels der Ungleichungen aus Hilfssatz 2, S. g, daf3 Funk-
tionen mit den Eigenschaften II 3, bzw. II 35 ,grof3te“ bzw. ,kleinste“

Funktionen der Menge {Fk \ sein miissen.

2. Durch vollstindige Induktlon beweist man, daf3, falls {Fk (x)} nicht
aus einer einzigen Funktion besteht, es dann immer auch je eine Funktion
mit den Eigenschaften II 3, bzw. II 34 gibt.

Durch diese zwei Schritte ist Satz II bewiesen.

Daf3 die Bedingungen a und b in Satz I auch notwendig sind, kann
man ebenfalls mittels vollstindiger Induktion zeigen.

Die Beweise sind etwas lang und kompliziert, weshalb wir sie hier
unterdriicken; wir beweisen nur, daf3 die Bedingungen a) und b) des
Satzes 1 hinreichen. Dabei benutzen wir die beiden folgenden Hilfssitze:

=0, 1...k%.

Hilfssats 1: Es sei f,(x) stiickweise stetig fiir 2, << x <"1, und es

existieren g, 4 2 Punkte P,, ro=P <P .. < Py1=1, so dafl
die folgenden Ungleichungen erfiillt sind:

(—1)ifo(x) >0 fiir P x Z Py, 2=0... 005 (— 1)Vfs () >0
fir P,<x<1],_4_P,~+_1, =1, 2 ... 0o

und f, (x) > o fir x, < IL, < x < II; £ P,

bzw. (— 1) f, () <0, =0 ... g, fir P;<x < Piy1; (— 1)V fulx) <0
fur Plx ]I Z Pyyq, =1, 2 ... 0,

und f, () < o fiir v, 1, < 2  I[; L P,

Ferner sei f; (x) :ffo () dx und f (1) = o0.°
Dann existiert eine zu f; (x) gehorige Einteilung des Intervalls (x, 1) durch

8) Vollig analog definieren wir f, (x) = f fi (¥) dx usw.



01+ 2 =00+ 1 Punkte P/; z, =K' < ' ... Plp y1=1, so daf3
in den Teilintervallen beziiglich f; (x) Ungleichungen gelten, die den Un-
gleichungen (*) analog sind.
Dabei ist f; (x) > o0 fiir x,<Z2x P,/ falls f, () >0 fir x, < x Z P,
bzw. filr) Lo fiir xpZxZ P falls £, (x) <o fiir v, x < P
Bewezs: Aus der Definition von f; () folgt in Verbindung mit den Un-
gleichungen (*) unmittelbar, daf3 f, (¢) stetig und in den aufeinander-
folgenden abgeschlossenen Teilintervallen (Z; P;,4), 2 =0, 1 ..., ab-

wechselnd monoton nicht fallend und monoton nicht steigend ist. Wir
P

betrachten nun die Wertereihe C, C; ... Cpoy1, Wobei C; = f Jo (x) dx
¥ o

bedeutet. Auf Grund der festgestellten Monotonie von f; (x) erkennen wir:

1. Im Innern eines Intervalls (7; F;4,) liegt dann und nur dann ein der
Funktion f () zugeordneter Teilpunkt von (x, 1), also ein 7', so daf3

filx) > o0 fir P, £ () < P und f,(x) <o fir P < x L Py
bzw. fi(x)<Lo fir P, £ (x) £ P’ und f, (x) > o fir P/ < x<Z Py,
wenn C; > 0 und C;41< 0 bzw. C; < 0 und C;4; > 0 ist.

P, ist dann der einzige derartige Punkt im abgeschlossenen Intervall
(P; Pig1)-

2. Ein Teilpunkt P; konnte nur dann auch ein Teilpunkt 2’ sein,
wenn C; — o ist. Gilt aber f; () <Z0 bzw. f, (x) >0 fir P, <L x L F;,
so mufd fir P; < x <L P;4, gleichfalls gelten f, (x) =<0 bzw. f, (x) > 0.
Das schlief3en wir auf Grund der abwechselnden Monotonie. Es besagt,
da3 7Z; nicht Teilpunkt der f; (+) zugeordneten Einteilung ist. Die An-
zahl der im Innern von (x,1) liegenden P,’ ist also genau gleich der An-
zahl der Ueberginge von positiven zu negativen Werten in der Folge
CoCy... Cppy1. (Null hat kein Vorzeichen.) Da nach der Definition (,—=0
und nach Voraussetzung Cp 41 =0 ist, so ist die Anzahl der Zeichen-
wechsel hochstens g, — I, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Ist speziell g, = 1, dann gilt:

I fix)>o fir m,Zxr L1
bzw. f, (#) <o fir g, <L xr <L 1

Gilt iiberall in (x, 1), fo (*) >0, und fiir r,<Z A, << < M1, fo(¥) >0
bzw. iiberall in (, 1), fo (¥) << 0, und fiir z, <<, << * < £ 1, fo (#) < O

II{SO ist f; (x) > o fiir g < x L1
bzw. f;(x) <o fiir 7, < x L1



Hilfssatz 2: Es sei f; (x) :ff,-_l (¥)dx, 7 = 1; 2 ... fiir irgend ein

fo (), welches die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 erfiillt. Wir behaupten,
daf3 es dann nicht moglich ist, dieses f, () so zu bestimmen, daf3 die
Gleichungen f; (1) = o fiir 7=1,2,3 .../ > g, gelten,

Beweis: Die Anzahl p, der inneren Teilpunkte des Intervalls (x, 1)
beziiglich £ (x) ist nach Hilfssatz 1 hochstens g,— 1. Nehmen wir nun
an, es sei auch f; (1) = o0, so sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1
dem Sinne nach erfiillt, wenn wir dort £, (x) durch f, () und f; (») durch
/2 (¥) ersetzen. Die Anzahl g, der zu f; (x) gehorigen Teilpunkte ist also
hochstens o, — 1 < g,— 2. So weiterschlie3end, sehen wir, daf3 fiir
t < g, die Anzahl der zu f, (») gehorigen inneren Teilpunkte hochstens
0o — 7 ist. Wir erkennen also, daf3 spitestens fiir fp, (#) die Anzahl der
inneren Teilpunkte Null ist. Nach der Bemerkung II am Schlusse des
Beweises von Hilfssatz 1 ist sicher

- Joor1 (¥) > 0 fiir @y < x L1, falls £, (#) > o fiir 1, < 2 < 20"
bzw. fp,+1 (#) < 0 fiir gy < ¥ L 1, falls £, (x) < o fiir my < # < m*.

Also wire fp 41 (1) jedenfalls %0, was zu beweisen war*)°).

Nun sind wir imstande zu beweisen, daf3 die Voraussetzungen a) und b)
des Satzes I S. 6 hinreichend sind. Wir nehmen an, es existiere aufler
der im Satz genannten Funktion U (%) eine zweite Funktion IV (x), welche

zur Menge {Fk gehort Nun setzen wir

fol) = UP @) — w®
i) =0%0)—w* @ =12 k—1
filr) =Ulr) — W)

Auf diese Funktionen konnen wir die Hilfssdatze 1 und 2 anwenden. Dabei
ist das zu f, (x) gehorige g, hochstens £— 1, was unmittelbar aus der

4) Aus der Beweisfiilhrung folgt unmittelbar: Damit f; (1)=o0 firi=1, 2 ... p,, ist not-
wendig, daff p,—p,, =1 fiir i=o0...p,—1I.

8 xo=Pp < ...< ng 41=1 seien die Teilpunkte der fuv(x) im Sinne der Hilfssitze
entsprechenden Einteilung von (x, 1), und es gelte p. —p. =1 fiir i=o0,1...v—1;

dann ist wegen 1 — x, <= 1 und auf Grund der rekursiven Definition von £y (x).

Iv{furpgéx_épy, Max |f, () | £ M, | £M,_,<...&M < M,

y—2 —"*
wobei M;=Max |f;(x)| fir P2< x<L P! j=o0,1,2...



Definition von /% () und derjenigen von f; (x) hervorgeht. Folglich ist

nach Hilfssatz 2 das im Beweise dieses Hilfssatzes definierte

01— 0.
Dann ware aber

Jelx) = U(x)— W(x) > o fiir my < () L 1, also U (1) — W (1) >0
bzw. f, (¥) + U (x) — W (x) < o fiir m, < (x) <L 1, also U (1) — W (1) < o

was im Widerspruch mit unseren Voraussetzungen steht.

§ 3. Abschitzung der (V- 1)'" Differenzenquotienten

a) Festsetzungen und Definztionen. Fir N >0 ganz, welches die
Maschenweite des Punktgitters auf (01) bestimmt, werden im folgenden
nur solche Werte V> &V, in Betracht gezogen, fiir welche die dieses
NV enthaltenden speziellen Voraussetzungen erfiillt sind.

Die Gitterpunkte werden mit x, 2, ... x5 bezeichnet,

Mo N v Nu—1; NN—n+1 NN—n+2 ... Yn sind fest, so dafd n, = a, ny =4,
L L

s (2 L s (2 P
7; (— I) (S) ni—s—“—az’y—l}”z (_‘I) (S)T)N‘_s—bi’ z2—1,2 ... n—1I.

5s=0

Aus den ni”), welche der Losung des AN-ten endlichen Problems
v=n—["]

2
S F (xy Ny ooe nf,”’) — Min entsprechen, wird durch lineare Interpolation
G
eine in (0 1) stetige Funktion Iy (#) bestimmt, wenn man noch festsetzt

Vy(x) = 1)(["_);] fiir Oéxé%?vl
[
VN("):W;)_[”:1] fir 1 — v ~x 1.

Die unendliche Folge Vy, (#) Vap+1 (#) ... der so definierten, einem
Variationsproblem zugeordneten Funktionen wird mit {V N (x)}, irgend
eine Funktion aus {V w (¥)} mit Py () bezeichnet.

Jede unendliche Teilfolge aus {VN (x)} bezeichnet man mit {Vp (x)},
irgend ein Element aus {Vo (x)} mit V), (x).

Jedes Teilintervall von (0 1), gleichgiiltig, ob echt oder unecht, wird

10



mit einem grofden lateinischen Buchstaben bezeichnet. Dieser lateinische
Buchstabe zwischen Absolut — Striche gesetzt, bedeutet die Linge des
Teilintervalls.

Liegt eine Reihe (Kette) von Teilintervallen vor, so werden letztere

ihrer Aufeinanderfolge in der Richtung E)+I gemif3 fortlaufend mit den
Indizes 1, 2 ... bzw. 0, 1, 2 ... versehen.

Gilt fir § =Z (2) <L & Vo () = M bzw. V, (x) = — M, so heif3t das
abgeschlossene Intervall (§,&,) Konstansintervall und wird mit K+ bzw.
K~ generell mit K bezeichnet.

Gilt fiir & > o beliebig und jedes x; § < x <&, Vo (x + 3V, (1)
bzw. V, (x 4 8) £ V, (), so lange x» -+ & im Intervall (§ &) oder auf
seinem Rande liegt und |V, (x) |2 M fir § < x <&, so heif3t das
abgeschlossene Intervall (§, &) Monotonieintervall und wird mit ¥+ bzw.
¥~ generell mit ¥ bezeichnet.

Beziiglich der Werte von I/, (x) in den Gitterpunkten eines Monotonie-
intervalls gilt folgendes:

Es gibt mindestens zwei sukzessive Gitterpunkte x;, ;4 des Inter-
valls, so daf3

2M
| Vo (x:) — Vo (xi+1)lé/'—d—

wobei & die Lidnge des Intervalls ist. Wiare dies nicht der Fall, so
miif3te namlich

| Vo B) — Vo (&) | > 2M

sein. Ist 4 :;, so bekommt die Ungleichung die Form

2 (n—+3)

|V () — Vo (g | < 22203

b) Klassifizierung der diskreten Liosungen.

Nun werden wir zeigen, daf3 man alle unsere Variationsprobleme hin-
sichtlich der Folgen {VN (x)} und im Hinblick auf die Abschitzung in

drei Klassen einteilen kann. Nur fiir zwei dieser Klassen werden wir
jedoch die Abschitzung vornehmen, fiir die dritte wird sie nicht nétig
sein.

11



Die drei Klassen sind durch folgende Eigenschaften der zu einem
Variationsproblem gehorigen Folgen {V I (x)} gekennzeichnet.

1. Es existiert ein festes d > O und dasu eine unendliche Teilfolge
{V P (x)} , So dafs jede Funktion dieser Teilfolge mendestens ein Monotonie-
intervall § besttzt mit | F| > d.

II. Die in I ausgesprochenen Bedingungen sind nicht erfiillt, abder es
exestiert eine unendliche Teilfolge {Vp (x)} , deven Funktionen [folgende
Ezgenschaften besitsen:

a) Fedes ihrer Monotonteintervalle ¥+t besw. F— lift sich als Glied
einer Kette $y+ 5~ Ft ... oder F— FF 5~ ... von n getremnien in (0 1)
von links nach vechts aufeinander folgenden Monotonieintervallen einordnen.

b) Es existiert ein [festes (nicht von N abhingiges) & > 0, so dafS [fiir
swei beliebige sukzsessive Monotonieintervalle einer solchen Kette in der
Richtung won links nack rechis gemommen der rechte Randpunkt des
[riilkeven vom linken Randpunkt des spiteven um mindestens & entfernt ist.
)

N

III. Die Vy(x) sind so beschaffen, dafs nur eine einsige Vergleichskurve
extstzert.

Um zu beweisen, daf3 diese drei Klassen alle Moglichkeiten hinsicht-
lich der Verteilung und Beschaffenheit der Monotonieintervalle in den
Vu (x) unserer Variationsprobleme erschopfen, nehmen wir zunichst eine

c) Das letste ¥ der Kette endigt nicht in 1 —

andere Einteilung der Folgen {V N(x)} in vier Klassen vor:

Klasse 1.

Es existiert ein festes d > 0 und dazu eine oo Teilfolge {Vv (x)}, SO
daf3 jedes I, () mindestens ein Monotonieintervall ¥ mit | 7| > & besitzt.

Klasse 2.

Die Forderungen beziiglich Klasse 1 sind nicht erfiillt; aber es gibt
ein festes § > 0 und dazu eine unendliche Teilfolge {Vv (x)}, sodaf3 jedes
Vo, (¥) mindestens » > 27 getrennte Konstanzintervalle K besitzt, so
daf3 |K;|> 8 fir z=1, 2 ... ». Die K; denke ich mir, ihrer Aufein-
anderfolge in (0 1) entsprechend von links nach rechts numeriert.

Klasse 2'.
Die Forderungen Klasse 1 und Klasse 2 betreffend sind nicht erfiillt,
und wie klein ich auch & > 0 fest wihle, so gibt es doch kezze unend-

liche Teilfolge {V, (x)}, so daB alle ¥, (+) mehr als » =#,; 0=Zr, < 27
getrennte Konstanzintervalle X; besitzen mit | K;| >8fliirZz =1, 2 ... 7;

12



aber es gibt ein & > o0 fest und eine unendliche Teilfolge {Vu (x)} mit

genau 7, derartigen Kj;; ferner gilt

71
(1_ 2,,‘|1<,.1)—>o mit v oo.
=1

Klasse 2",

Die Forderungen Klasse 2’ betreffend sind erfiillt mit Ausnahme der
letzten, und es existiert ein festes ¢ > 0, so daf3 fiir alle geniigend grof3en
v der Folge

71
(1—-2;](,4)}_3 ist.
=1

Die Klasse 1 fillt, wie man sofort sieht, genau mit der Klasse I zu-
sammen.
Fiir die Klasse 2, 2/, 2” bezeichnen wir das zwischen K; und X,

gelegene Teilintervall mit //;; und das eventuell zwischen dem rechten
’fi}]
2

N

Endpunkt von X, und 1 — gelegene mit A,°).

Fiir die H; gilt:

a) ihre Anzahl ist mindestens » — 1 >~ 27— 1 bezw. »,—1.

b) Es ist unmoglich, daf3 zwei sukzessive H;, H;;; beide nur Mono-
tonieintervalle 3+ oder nur ¥— enthalten.

c) Enthdlt Z; nur ¥t bzw. nur ¥, so mu3 X; ein K—; K;4, ein Kt
bzw. K; ein K+, K;;, ein K~ sein.

Nun sind wir in der Lage zu zeigen, daf3 die Variationsprobleme der
Klasse 2 zur Klasse II gehoren. Enthalten alle A;; sowohl ¥+ als auch
F~, so ist das unmittelbar klar. Enthidlt Z; nur ¥+ bzw. nur ¥, so
fassen wir nach rechts von /; s ab je zwei sukzessive /' mit dem da-

zwischen liegenden K zu einem /A zusammen, so lange das moglich ist,
und machen das Entsprechende von A; , ab nach links. Simtliche

H enthalten nach b) sowohl #+ als auch ¥—; ihre Anzahl ist mindestens
2n7—06
2
destens » getrennte A-Intervalle, der Art, daf3 wir das ¥ von A, in

eine Kette einordnen konnen, wie wir es in II forderten.

]

6) Ferner das eventuell zwischen N und dem linken Endpunkt von K, gelegene Stiick

= n-—3. Zusammen mit /A, ,, A; und H;; haben wir min-

mit Ho- M

I3



Bemerkung : Nehmen wir als bewiesen an, daf3 wir zu der Klasse II
eine von vy unabhingige Abschitzung der (z-1)t* Differenzenquotienten
gewinnen konnen, daf3 es also ein festes C gibt mit der Eigenschaft

|1 — i, |0

fiir je zwei konsekutive %7 aus /;, so resultiert daraus, daf3 das Mono-
s s 2 . . . .

tonieintervall [f[,[é—l——g—{ — & > o ist, im Widerspruch mit den Voraus-

setzungen fiir Klasse 2. Mithin scheidet die Moglichkeit reiner Mono-

tonieintervalle in Klasse 2 aus.
Die Folgen {Vu (x)} und damit auch die Variationsprobleme der Klasse

2" zerfallen in zwei Mengen, von welchen die eine die Klasse III bildet;
die andere in die Klasse II fallt. Um das zu sehen, stellen wir die An-
zahl R der Fille fest, fiir welche in der Kette der X, K;ein K+; K;,4
ein K— oder K; ein K—; K;4; ein K+ ist, j=—1, 2 ... »,— 1. Gibt
es unter den {Vv (x)} eine unendliche Teilfolge, so daf3 R<» —1 ist,

so existiert nur eine Vergleichskurve. Das sind genau die Probleme der
Klasse III. Andernfalls schlie3en wir genau wie fiir die Klasse 2, womit
unsere Behauptung bewiesen ist.

Fiir jede Folge der Klasse 2” gibt es mindestens ein Intervall L der

Linge |L| = in welchem bei geniigend kleiner Maschenweite

£

r—tz2’
die Monotonie- und die Konstanzintervalle unter jede beliebig vorgegebene
Schranke herabsinken. Wir werden also von einem geniigend grof3en

y an in jedem Teilintervall von Z, welches die Liange w3 ;i_‘ 5 besitzt,
F+ und ¥ erhalten. Fiir alle ¥ von L und a fortiori fiir diejenigen
von (01) lassen sich mithin die Forderungen von Klasse II erfiillen.

Sind die Rand- und Beschrinkungsbedingungen nicht derart, daf3 nur
eine einzige Kurve moglich ist, erweist sich also fiir die Klassen 2 und
3 die Annahme, ein A sei ein ¥+ bzw. ein ¥= als widerspruchsvoll,
wenn man bewiesen hat, daf3 fiir die Klasse II eine von der Maschen-
weite unabhidngige Abschitzung des (z -} 1)*» Differenzenquotienten
moglich ist.

C. Binomzialformeln.

In den Rechnungen, welche zur Abschitzung der (z - 1)te» Differenzen-
quotienten fiithren, treten eine Reihe von Summen auf, deren Terme
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Produkte von Binomialkoeffizienten sind. Sie alle konnen auf Grund dreier
bekannter Relationen in einfache Form gebracht werden. Diese drei
Relationen sind:

e e N v
I 2—: SR IR B o | i | i I B
. (") = 1)

wobei man die p ¢ m 7 geeignet zu wihlen hat und die Binomialkoeffizienten
nur fiir positive ganze Zahlen inkl. o definiert sind. Die in unseren Rech-
nungen vorkommenden Ausdriicke ergeben sich durch spezielle Wahl
der Grof3en p ¢ m. Sie sollen nun zundchst zusammengestellt werden:

Esseip=7i+rh;qg=Fk bZn; i>m—=—n—2.

Dadurch nimmt die Formel I die Gestalt an

e [ S et M Gt

=0 " 2— (12— h) m—Fk

falls die letzten beiden Ausdriicke einen Sinn haben.

1. Die rechten Seiten haben keinen Sinn fiir

I, k=0 k=m-1

I = m Ig /Z:O} .
I’{ h—1 k---?ﬂ—}—z

Die linke Seite ist

1 fiir 1,; 1 fiir 15; —1 fiir L.

Fir aAx>~2; k=m -+ 2=n; s>mund daher 7 +/2—m >7+r— k>0

folgt 2. é:((—— 1) ) (Z' + /Z_S) (”) = 0.

W



Fir A>~1; k=m 4 1; 2> m und daher 7/ —m >7i-+-72—F>0

folgt 3. §(—~I)‘ <Z+ /Z—S) (k) —o.

m
Fir 2>0; k<Zm; z>m und daher ¢/ /2 — ki +/—m>o0

z'—!—/z——s) (k):(z'+/’z-k)

" Ky m— k

folgt 4. 3 (—1)° (
s=0

speziell fir 2= £ Zw'(wl)‘ (ZHL'%_S) (k>:( i )

- m s m— k)

Ferner ergibt sich

5. ség(—l)‘ (:Z) — 0 au; II fir p =¢—=—=o.
6. C, = Z(MI)S(}L:S):(”—;I) aus II fir ¢g=o0 p = h£o.
§s=0

7. S =2 (— 1) G, ()\k+Z—k) —oausl; p=MNyF+m;qg=m+1;s=4
=0 4, Az £ O.

B [Tt =00
aus II fir g=2¢; p=27¢+4+ 724 s.

o. a,.k__._.j‘(__l),, (72—2_1) (}\k—{—m—/z) _ (xk j-—_z;— 1)

m
aus I firg=n—7—1; p= M-+ m").

d) Charakterisierung des Variationsverfahrvens und Abschitsung der
(n 4 1)t» Dzfferenszenquotienten.

Die Abschitzung der (2 | 1)t» Differenzenquotienten beruht sowohl
fir die I. als auch fiir die II. Klasse auf der gleichzeitigen Variation

ganzer Ketten 7;, ;41 ... Nz - (Def. 4, S. 5.)

7) Hinsichtlich der Relationen I, II, III vergl. Hagen, J. G.: Synopsis der hoheren
Mathematik, Bd. I, S. 64 ff.
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Wie diese Variation zu erfolgen hat, soll nun zunidchst festgestellt
werden.

a) Fiir die I. Klasse:

Wir werden hier nur ein Verfahren angeben zur Abschitzung der
(n -+ 1)» Differenzenquotienten, die dem Monotonieintervall |¥| > & an-
gehoren. Es zeigt sich ndamlich unmittelbar, daf3 man vollig analog
mittels einer etwas abgednderten Einteilung von ¥ jeden andern (2 -} 1)t®
Differenzenquotienten abschitzen kann.

Man betrachte nur V, () fiir so gro3e », daf3 die Maschenweite des

Punktgitters kleiner ist als etwa [CEy #p sel ein innerer oder ein
n+41

Randpunkt von 7. (Ist ¥ = (-—)\N—~, I — [ ;/. ]), soll yéN——n——[’z—L—I]

sein). "q&”) — nﬂ_ll soll abgeschdtzt werden. Zu diesem Zweck tragt

man von :cﬁ_[_n_] nach links und von x, r»+1} nach rechts Intervalle L
) +[ |

der Liange ab und versieht sie fortlaufend mit negativen bzw.

d
2(n+3)
positiven Indizes. Diese Konstruktion wird nach beiden Seiten so lange
fortgesetzt, als man mit ihr im Monotonieintervall bleibt. Das Intervall

(x‘u_[l], EP +[ﬁ_1]) wird als 7, bezeichnet. Nun wihlt man » Intervalle
2 2

mit geraden Indizes — die Null werde als gerade betrachtet —, unter
denen sich % befindet und numeriert sie von links nach rechts fortlaufend.
F erhalte den Index 4. Anstatt v, schreiben wir x, . Aus jedem der
librigen Intervalle greift man ein Paar konsekutiver Gitterpunkte x,_; o, 41
heraus, fiir welche gilt:

7 (o) — 77 o g)| = |V (o, — Vi ()] = 222 SZ + 3)

was nach Abschnitt 1 immer moglich ist. Durch die Punktreihe
x X e v X ,,

wt [F]7 Tet ] e [0
" von Losungswerten wird die Kette der gleich-
nm +[~——-—-n-2l-l] nun"l‘[ ;.1] g g
zeitig variierten Punkte und die Art der Variation bestimmt.

] und die entsprechende Reihe

8) Sollte x), linker Randpunkt des Monotonieintervalls sein, so ist

Jo—_:(xﬂ, xﬂ_}_[n;—n])

2 Commentarii Mathematici Helvetici 17



b) Fiir die II. Klasse:
Wir bilden zu einem Paar 7);‘”), 'f)f:)_‘_l eines ¥ eine Kette von = ge-

trennten Monotonieintervallen, deren Existenz wir ja voraussetzen
und setzen in jedem auf3er demjenigen, von welchem wir ausgingen,
willkiirlich einen Gitterpunkt Xo, fest, der nicht gerade rechter Rand-

punkt ist und erhalten mit Xy +[1_z_+_1] zusammen die zwei Punktreihen:
2

xﬂ_}_[,,z 1], x02+[,,_.2L1] x#+[,,+1 —x [,,+1] Iun+[n+1] falls/z<7z

1] aee ses mes e 17 — 1 +1
Tt 4] Tt ] T Mt ] Tk [
mit derselben Bedeutung wie oben.

Unser Ziel ist, eine susammenhingende Kette von 7, so zu variieren,

daf3
1. aufler den Paaren v\ ¢ ; y g g0 ) keine nter Dif-
ﬁ " T)ul 7)01-}-1’ 7]02 n92+1 nvn nvn'l'l 7 Df
ferenzenquoiienten gedndert werden.

2. fiir die Differensenquotienten eines jeden Paares die Anderungen
etnander enigegengesetst glewch sind.

Durch die Forderung 1. ist zunidchst die Auszeichnung der Werte

nv._*_[,,.;.l]; y=1,2 ... » in der Kette der variierten Punkte gerecht-
z 2

fertigt; denn diese Punkte treten zum ersten Mal in den % auf.
Vi

Die Variation, welche die Forderungen 1 und 2 erfiillt, lautet nun:

iy I
ﬂpz,+[n_:j]+k+£(v v;,jn—m—i— )gk

7)":' +[n-2l—1]+k

fz’ir alle ¢ —= I,2 ... n— 1 und k<V,’+1-——*V;

a2 ()

" T [

wober m—mn—2 und die §,, h=1, 2 ... n nock niher zu bestim-
mende Grofen sind.

Daf3 bei dieser Art der Variationen die Forderungen 1 und 2 fiir alle
7 (x,) mit x,, < x; < x, erfiillt sind, ergibt sich unmittelbar aus den

Formeln 14, 1., und 2 des vorigen Abschnittes und aus dem Ausdruck

'
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der 7® in den v,. Fir die 4" (r) mit », <z, und x, > %o tn ist

nichts zu beweisen, da kein in diesem Quotienten auftretendes n, variiert
wird. Es bleibt also zu zeigen, daf3 die Freiheit, welche in den unbe-
stimmten Grof3en &, &, ... §, steckt, geniigt, um die Forderungen 1 und 2
S. 18 auch fiir die v (x,), » =V,, Y441 ... Vat. zu befriedigen.

Wir behaupten, daf3 die & &, ... £, so wahlbar sind, daf3

a) §,40 fir =1, 2 ... n, ja sogar

gk i < C, fest, fiir beliebiges 7
z und beliebiges .

3
® e

v) sig & und |, |~ 0 beliebig.

< o fiir jedes Z.

Bewezs: Der Beweis dieser Behauptungen steckt in der Existenz und
den Eigenschaften der Losungen eines Systems von 7 linearen homo-

genen Gleichungen in den » Variablen &, ... E,.
S - e i1=1,2 ... »n
) ké:A'kEk“O E—=1,2 ... n
Dabei ist
o) ” A e —
A,—k:(~1)f2'(—1)c(z-+ )(k+. O) k—1,2 ... n— 1
6—0 0 7t .
M =9Y,—W 21
k4 n—1
. e ()\k—}—m——a)__ = ( 7 )(}\k—}—m——a)
Alk—céo'( ) (0‘) " cz::( e 1+o0 m
k= n

Aln:—_(”)+(”):-(n~1); Ay = (— I)f(f,) fiir 7% 1.

1 0]

Die erste Gleichung des Systems S driickt aus, daf3 %™ und n<")+1ent-

gegengesetzt gleich gedndert werden, wihrend die iibrigen die Invarianz
von 7;(”’_'_.; =2, 3 ... n gegeniiber den Variationen zum Ausdruck
On z

bringen.
Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines nicht trivialen
Losungssystems ist

| Az | = o.
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Daf3 diese Bedingung erfiillt ist, ergibt sich sofort durch Addition der
Zeilen der Determinante. Fiir die letzte Kolonne erhilt man dabei genau
die Formel 5 des vorigen Abschnittes. In den

sammelt man zunidchst die Glieder mit ()\k +1m—k) , & fest, als Faktor

2

und erhilt

()\k‘f—::——-/&) (— 1) é‘:(___l)s C) (/z—ts) — (— 1) G, - (M-{*:Z ——-—/z)
= (=1 (ﬂ —;: I> ‘ ()\k T ::: - k) nach Gleichung 6.

Danach ist

Zn'A,-k:Sk:Z‘(__I)k(ﬂ——I) (kk—l—m——/z> &

i=1 % V/2
nach GL. 7 fir 2=1,2 ... — 1.

Das System I hat also ein nicht triviales fundamentales Losungs-
system. Wir erhalten ein solches, indem wir aus I. ein System I’ von »—1
linear unabhingigen Gleichungen in #-Variabeln herleiten und dieses
auflosen. Das System I' hat die Gestalt

k=—1,2 ... n
b; 41,48 =0;°) i =n—2, n—3... 1 J
I j=Z...n—1, wobei 6, = (z)
Dazu kommt unverindert die letzte Gleichung aus I, die wir als erste

des neuen Systems schreiben. Dieses Gleichungssystem bringt man nun
in die Form

”
II. 2“%&-10; Z—=n—1, ... 1.

n==1

9) Ueber beide daselbst auftretenden Indices ist zu summieren. i ist fest fiir jede Gleichung;
fir die zweite ist es n—z2, fir die dritte n—3, u. s. w.
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»

Dabei muf3 (— 1) 2;, = Y ¢is <)\k -}—Z; T /Z) sein, fiir

i=n—2,n—3...1

= k=—1,2 ...n—1
mit
._____k“’_ sz'—{—s)( 7 )____ k(n~——z'—~—1)
con = ‘)5‘:'0‘( I)( i i) =0 /i
nach Formel 8
also

1y (Zz'k:%v(_—l)h (n —Z—~1> ()\k—k m———/z) _ (M—Fi_x)

m z— 1

nach Formel g

und

s z+1-+s n—z—1

nach II vorigen Abschnittes.

) a,-,,:;'(-—l)s (z'+s) ( n ):(n_.z'___l) _

Bezeichnet man die mit (—1)°—1 multiplizierte Determinante der qua-
dratischen Matrix, die aus der Matrix (a;) durch Weglassen der pte»
Spalte entsteht, mit 4p, so weil3 man, daf3 fiir die Losungen von II gilt:

Ei:&y: & .28, =424, 4,2 ... 2 4,

falls nicht 4p =0 fir p=1, 2 ... 7.

Es ist aber fiir p>£ 1, #

m m

(l,—);m) ()\9_17;}—771) ()\p+1+7ﬂ) ( " +1n)

m—1 mw—1
o)
dp = (———-1)9_1 ............................................................ ;(O) =1
(}\1‘*‘ I) (;\n"[" 1\,
B I L O .
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Die Form von 4, und 4, ist ohne weiteres klar. Da aus allen 4 der

Faktor herausgezogen werden kann, fillt er fir die Losungen

V1A%

v=1
nicht in Betracht. Nach seiner Entfernung kann man durch sukzessive
Kombination von Zeilen die Determinante auf die Form bringen:

AT AT o Momi Agpr ... A
AT A i
do' = (—1)P=1 | = (—1)P ]11 (\— ) ;
) VD VR RUOPPPR A . .
I’ I’ . J<k; (1, )7Zp.

Nach Definition der XA, sind alle Faktoren eines jeden Produktes
grofer als Null. Daraus resultiert sofort die Richtigkeit der Behaup-
tungen £ und y und der ersten aus « (S. 19) beziiglich der Losungen.
Die Richtigkeit der zweiten Behauptung aus « zeigen wir zunidchst fiir

gp yp=1, 2 ... 2—1
n—1 >
EP g()\l—}\n) ln- )
E, | =t n—P—1 17

IT i—2o) TT (o —dogr) 1777

i=1 A=1

d_, 1|
2n-+3" 2n+ 2

Aus 8, = [ (—A) < 1, (B, = Min( );dunda S. 12

|L| S. 14) fiir z<j folgt

3 & gf’ <5z und
I
a) 53(n—2)< ..gf_ o g’t . gk <52(n_2) —-F A

€y & ... §, sei ein Losungssystem mit spiter noch zu bestimmendem
sig (§,). Natiirlich ist auch ¢§;, ¢&, ... €&, ein Losungssystem fiir jedes
beliebige ¢ > 0. Nun nehme ich mit ¢, ... ¢§, anstatt mit &, ... £, die
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auf S. 18 beschriebenen Variationen vor. Durch sie entstehe aus
M, ; aus y® i fir k=1, 2 ... #; aus F,= F(z,n, ... 7?) wird
F,n, ... ;) =F,

H

N-["‘;‘]

und 2 2 geht iiber in s 2 F: _ 2- .
12) )

Wegen der Minimaleigenschaft von X ist

2—2"Zo.

41
N —[ 2 ]
Diese Differens schreiben wir in der Form ) (F,— F]) una
[ 3]
entwickeln die einselnen Summanden nach dem Mittelwertsats. Dabei
beriicksichtigen wir folgendes:

1. (2, % ... 8,42 hat als Funktion der » -2 freien Variabeln
z; nach Voraussetzung stetige erste und zweite Derivierte. Es existiert
also

0F
bz,-

O F
05;05;

b = Max(

) o yk=1,2 ...n-+ 2

im abgeschlossenen Bereich. Ferner gilt

2. n(”) J— 7)'(”) _— € &x’ ;
g v; l" '
fir z—=1,2 ... n
(%) — ) — 8&,‘
nv,- +17 Ty 1 P
M — M=o fiir alle iibrigen.
e &; e&;
—1 *n —1) — —1 Wn—1) — __
3. -qi': ) — 1)0;" ) = — T—furn gerade, bzw. 1,<n — m(nﬂ) =—23

fiir » ungerade. x»—V—q**—D =0 fiir alle ubrxgen mit v < v, bzw.
4 4

v < ¥,+1 nach 13 und 3 vorigen Abschnittes.

o 1 n— *n—P) — pth
4. Fiir v,évévnq.z;P}_Z‘Stﬂf, P)—"I‘,( =— [n—PZ( i )&"’
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wobei die p,; nach Formel 4, S. 16%) berechnet werden konnen. Sicher
ist nach Formel III, S. 15

2"( Pvr )é(P—Z\ZI) fur alle %

p—.’z

und c| 1 2( ot ) <~——-I-——

p—2 p—1)!

5. Da y(® — ' =o fiir vX>v, 2

und ni}n—P) — n:(n—P) —o firv>vwy,+7n p=1,2...n wobei 7)5}0) =,
nr—pP—1) __ .n(n—P -1

v oder

und nach Definition entweder 778’"'?) —

/
q =1 — =P
qo—f = 2% ; p=0,1,2 ... n—1, so gilt auch
Ln-P)_.__n:(ﬂ—P):O fiir v >, + 2; p=1,2 ... n
*p—1) e&n

—1 *(2—1) — —1
und speziell 1)(” ) — N (" V=0 bezw. "]f,’;+)1‘“71vn+1 = — Tt

Nun denken wir uns die Entwicklung nach dem Mittelwertsatz vor-

genommen. Alle Summanden, die nicht JF enthalten, rechts vom <

Zeichen vereinigt, durch ihre absoluten Betrige ersetzt, addiert und die

Ungleichung mit /” multipliziert. Wir erhalten

——Ze'g'[(a(n))* (_95_)* ]éleZ']E, Co=nC)

=1 67] ") =1
dabei ist
0F \* ) . "
(W> = WF(% N, +6:(, — ;) + ... 9+ 6, (n{? — ))

06, 6,, ... 6,Z1.

10) Mittels der Variationsvorschrift und der Form der Differenzenquotienten.
11) Dies resultiert aus den Punkten 2, 3, 4, 5, b und ¢, ¢; siehe S. 23.
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Da fir e—>o0 (P —n®) —>o0 7=o0,1,2 .. 17

. 0/ \* axira .
SO gllt (W)v e (W)v fir ¢ — o.

Dividieren wir die Ungleichung durch ¢, so erhalten wir fiir die
Grenze ¢ = o.

e[, (), = e

\ v,

Die linke Seite entwickeln wir nun abermals nach dem Mittelwertsatz.
Wegen | 7™ | < M und den Randbedingungen existiert ein C;, so daf3

|| < Cy fiir j=o0, 1 ... #

woraus folgt: | ~——7)("L_llé165 fir z=o0, 1 ... n— 1.

Geht man wiederum vor wie vorhin, indem man nur die Summanden
2

mit é*n‘(;) links behilt, so ergibt sich

. OFF\ ™ "
3& 02— (55m) T £ 6 316

Cs = (n + 1) Max. (C, G, Cy).
Jetzt setzt man sig &, so fest, daf3 fiir die I. Klasse

& ('™ — 7)(’;)) > 0 fiir das am Anfang dieses Abschnittes definierte %,
Uﬁ 4

fir die II. Klasse

&z‘ (niﬂ.)_{_l——y)i”'))éo fiir 7 = 1, 2 ... n.
z z

Benutzt man fiir beide Klassen die Ungleichung

12 62F d 02
) 0°yn ) vy v; +1 bedeutet 02 yn F (x"z' T8 (%, 17 %,) -
( — e (22)
0 42, )
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und auflerdem fir die I. die Voraussetzung:

_4__14M(Z+3):1a y

() — ()
npz. +1 ngi

so kommt man in beiden Fillen zu einer Ungleichung der Form

Moy 41 Mpgr | =4 C

Dabei kann man

n(n - 1) Max (Cs; Cs )

o 51 2(n—2)

= nehmen.  (§, S. 22)

() oy (22)
Soll ein (-t 1) Differenzenquotient My

fiir den N—u < 7 +[3’§i]

ist, abgeschitzt werden, so versagt unser Verfahren zur Berechnung der
;. Man kann aber in diesem Fall mit der Kette der gleichzeitig variierten

Punkte einfach in *qu._[ n ] beginnen und die Variationen der einzelnen
g

Punkte nach einem Gesetze vornehmen, das die sinngemif3e Uebertragung
unserer bisher befolgten Regel auf den Fall ist, da3 man die Kette
der variierten Punkte von rechts nach links statt von links nach rechts
durchliuft.

e) Folgerungen aus der Abschitzung und Beweis des Hauptsatzes.

Hiermit ist gezeigt, daf3 fiir alle geniigend feinen Einteilungen des
Intervalls (o, 1) die (= -} 1)t» Differenzenquotienten der Losungen der
diskreten Variationsprobleme #-ter Ordnung, welche auf die in der Ein-
leitung charakterisierte Weise einem Variationsproblem z-ter Ordnung
entspringen, vollig unabhiangig von der Feinheit des Teilungsmaschen-
netzes beschriankt sind, wofern nur

1. die in der Einleitung genannten Voraussetzungen hinsichtlich des
Variationsintegranden erfiillt sind und

2. unter den auferlegten Rand- und Beschrinkungsbedingungen die
Menge der zugelassenen Funktionen aus mehr als einer Funktion besteht.

Man kann darum stets aus der Menge der linear interpolierten z-ten
Differenzenquotienten der Losungen der diskreten Probleme eine unend-
liche Teilfolge auswihlen, die in (0, 1) gleichmi(3ig einer stetigen Funk-
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tion U, (x) zustrebt. Dabei wird die der /V-ten Einteilung entsprechende
durch lineare Interpolation der z-ten Differenzenquotienten entstehende

Funktion im Intervall (o, L;./J) dem #z-ten Differenzenquotienten 1)<["L] )
£}

741
im Intervall (I ———[ 2 ], I) dem #n-ten Differenzenquotienten »® , .,
N v ]

gleichgesetzt.
Durch die Gleichungen

Z/},I:a;_1+f[]f(x) dr i=nn—1 .. 1 OLxr1
0

wird eine Folge von n Funktionen U,, U,, .. U,_; definiert, von wel-
chen jede die Ableitung der vorhergehenden ist”). Gemiaf3 ihrer Defi-
nition und der Herleitung von U, () nehmen die {/;(x) gerade die Rand-
werte a; bzw. §; fir x =0 bzw. x—=1 an 7==0, 1, 2 ... z—1")
U (x) = U, (x) ist also eine » mal stetig differentiierbare Funktion, und
sie gehort zur Menge der in unserem Problem konkurrenzfihigen Funk-
tionen. Ersetzt man im Variationsintegranden y (x) durch U (x) und
Y9 (x) durch U9 (x), U (x) = U;(x), 2=1, 2 ... n, so wird der Wert
des Funktionals nach bekannten Abschitzungen gerade ein Minimum¥).
Die Funktion U (x) ist daher eine von denjenigen Funktionen, deren
Existenz im Hauptsatz behauptet wurde, und der Hauptsatz ist damit
bewiesen.

(Eingegangen den I. Januar 1933)

18) Dazu tritt als (7 - 1)** Funktion U, (x), und es gilt Un—1 (x) = Uy (x).
14) Vgl. auch die Festsetzungen S. 10,
15) Vgl, z. B. die zit. Arbeit von H. Lewy.
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