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Sopra le tangenti principali e i punti circolari
delle superficie algebriche

Di AMBROGIO LONGHI, a Lugano

E noto come lesatta determinazione del numero dei punti circolarz,
od ombelichz, di una superficie algebrica F*, generale nel suo ordine 7,
venne eseguita per la prima volta dal Vof3') e piu tardi, mediante il
principio della conservazione del numero, da Schubert?).

Il problema si pud far consistere nella ricerca dei punti di #* aventi
ciascuno la proprieta che le rette ivi osculatrici ad #” si appoggino
entrambe, in punti distinti, al czrcolo assoluto dello spazio: se a tale
cerchio si sostituisce una generica curva algebrica, nasce una questione
pit generale, che, quale prima estensione del problema degli ombelichi,
fu posta, e risolta in vari modi, da L. Berzolari®; mentre venne poi
trattata di nuovo, anche per una superficie non priva di singolarita, da
M. Pieri?).

Il medesimo problema fu in seguito maggiormente generalizzato da
L. Brusotti®), imponendo alle due tangenti principali in un punto di
Fr la condizione di giacere entrambe in un dato complesso.

In questo mio lavoro estendo anzitutto il risultato del Prof. Brusotti
al caso di una superficie dotata di singolarita, determinando insieme il
numero dei punti di essa in cui le tangenti principali appartengono una
ad uno e laltra all’altro dei due complessi assegnati.

Per una superficie #” generale, mi soffermo poi alquanto sulla curva
dei punti di contatto delle rette osculatrici contenute in un complesso
prestabilito, e considero pure, fra altro, la curva di quei punti in cia-
scuno dei quali una coppia di tangenti situate nel complesso, e la coppia

1) 4. Voss, Ueber die Zahl der Kreispunkte einer allgemeinen Fliche
nter Ordnung. (Mathem. Annalen, 9, 1876).

Una soluzione inesatta dello stesso problema trovasi nella seconda edizione del trattato:
Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes (Parte II, pp. 43—46), Cfr.:
terza edizione (Leipzig, 1880), II, pp. 46—49.

%) H. Schubert, Kalkiil der abzihlenden Geometrie (Leipzig, 1879), p. 244.

8) L. Berzolari, Sopra un problema che comprende quello di trovare il
numero degli ombelichi di una superficie generale d’ordine n (Atti Accad.
Torino, 30, 1895).

4) M. Pieri, Di alcune questioni metriche circa le superficie algebriche
(Giornale di Matem., 35, 1897).

5 L. Brusotti, Il conteggio degli ombelichi di una superficie algebrica
nella metrica di Cayley ed un problema pilt generale. (Rend. Circolo Matem.
di Palermo, 48, 1924).
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delle tangenti principali, si separano armonicamente: quando, in parti-
colare, il complesso consta di tutte le rette cicliche dello spazio, alla
prima curva appartengono sempre, come nodi, gli ombelichi di #7;
mentre la seconda si riduce al luogo (di cui ritrovo l'ordine gia noto
ed assegno gli altri principali caratteri) dei punti di #” aventi ciascuno
un’ iperbole equilatera per indicatrice di Dupin.

Infine mi occupo di alcune questioni analoghe alle suaccennate e rela-
tive ad una rigata gobba, determinando anche, incidentalmente, I’ordine
della superficie costituita dai punti donde escono quaterne armoniche di
rette con la proprieta che, in ogni quaterna, le prime due giacciono in
due dati complessi e le ultime due in due date congruenze.

§ 1. Superficie non rigate

1. Sia F una qualsiasi superficie irriducibile, non rigata, di ordine »
e di classe 7', senza speciali particolarita relative ai suoi piani tangenti
stazionari, 1 quali inviluppino una sviluppabile di ordine 7, e dotata
(oltreché di punti multipli isolati comunque singolari) di linee multiple
tutte ordinarie, tranne al pit una (doppia) cuspidale di rango #'.

Se ¢ e ' sono due tangenti principali congzunte di F, cioe osculatrici
ad F in un medesimo punto, ¢ subito visto®) che, mentre #’' varia ap-
poggiandosi ad una retta, la # descrive una rigata di ordine:

r=2n-+2n +r—47

e quindi avente, in generale, vt delle sue generatrici in ogni complesso
6 di rette il cui grado sia v.

Per conseguenza, vr ¢ pure 'ordine della rigata 7 descritta da # quando
si suppone ¢' variabile entro 6.

Dato allora un secondo complesso ', di grado v/, in esso staranno
(se non infinite) vry' rette di 7°; onde si conclude che:

Sopra la superficie I considerata, esistono:

w' (2n -+ 27" +7» 4+ 7')

punti aventi ciascuno la proprieta che delle due vette (distinte) tvi oscu-
latrici ad F, una stia in un complesso de grado v e laltra in un com-
plesso di grado V': ¢ due complessi essendo genericamente assegnati rz-
spetto ad F, come pure U'uno rispetto all’altro.

6) Cfr. M. Pieri, loc. cit., n. 1.
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Resta cosi trovato, ad esempio, Z/ numero delle coppie di tangents
prencipals congiunte, di F, tali che una tangente di ogni coppia soddisfi
ad una qualunque delle condizionz:

a) Incontrare una curva C di ordine v,

B) Appartenere a qualche piano di una sviluppabile X di classe v,

y) Toccare una superficce S (non sviluppabile) di rango v;
mentre [altra tangente della stessa coppia soddisfi ad una qualunque
delle condizionz:

a') Incontrare una curva diversa da C ¢ di ordine V',

B') Appartenere a qualche piano di una sviluppabile diversa da 2 e
dz classe V',

y') Toccare una superficie (non sviluppabile) diversa da S, ¢ di rango v'.

2. Le considerazioni del n. 1, ripetute nell’ipotesi che 6 e &' coinci-
dano in un solo complesso I, di grado y, dimostrano l'esistenza di u’r
tangenti principali, della superficie F, situate in I' con le rispettive tan-
genti congiunte: fra di esse si hanno perd u7» tangenti in punti para-
bolici di #7), ed altre u»' tangenti alla curva cuspidale, sovrapposte alle
proprie congiunte.

Pertanto, sono:

—;— (Ut — ur — ur')

le coppie di tangenti principali congiunte, distinte, e contenute in I'; cioe:
Il numero dei punti della superficie F (n. 1), talz che le tangents prin-

cipali col punto di contatto in ciascuno di essi siano distinte ed appar-

tengano entrambe ad un dato complesso di grado u (in posizione generica

rispetto ad F), é:

(1) @)+ () 7).

Quando, in particolare, il complesso sia quello, di grado =z, costituito
dalle rette secanti una curva d’ordine m, ¢ ovvio che mz dei punti
suddetti cadono nei punti d’incontro di tale curva con la superficie /;
volendo fare astrazione da questi ultimi, si ottiene il seguente risultato
del Pieri®):

7) Tali ur tangenti principali sono le generatrici che la sviluppabile dei piani stazionari
di F ha entro il complesso 7.

8) M. Pieri, loc, cit,, n. 1.
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Fra le coppie di tangenti principali congiunie della superficie F (n. 1),
ve ne Sono:

(Zl> (272 + 27" +-» + #') -+ mn'

con le rvispettrve tangenti entrambe appoggrate, in punti distinti, ad una
qualunque curva & orvdine m, pero genericamente sttuata respetto ad F.

Si pud ancora osservare, ad esempio, cke lespressione (1) fornisce zl
numero der punti della superficze ' (n. 1) ove le tangents principali sono
distinte ¢ soggetie ad una delle condizion::

1. Zoccare entrambe una data superficze non sviluppabile di rango (i,

2. Appartenere ciascuna a qualche piano di una data sviluppabile dz
classe u;

3. [ncontrare ciascuna ortogonalmente qualche generatrice di una rigata,

sza gobba che sviluppabrle, di ovdine — u e priva di speciali relasionz
S H 2 {

col czrcolo assoluto?);

4. Essere cezascuna orviogonale a qualche piano di una data sviluppa-

bele, di classe - > 1 ¢ wn posizione generica vispetto all assoluto dello
spasio®).

3. Alle conclusioni dei ni 1, 2 ¢ utile giungere anche per altra via,
nel caso almeno di una superficie generale d’ordine 7.

Sia /' una tale superficie, e si consideri una linea d’ordine 2z, posta
su /7. Dicendo corrispondenti due punti 2~ e /' di una retta generica
quando £ appartiene al piano tangente e /' alla quadrica polare (ri-
spetto ad /#») relativi ad uno stesso punto della linea, si trova subito
che la corrispondenza fra P e P’ ¢ di indici m (n — 2) e 2m(n—1); ne
segue che:

Le coppie di tangenti principal: della superficie F" ner punt: di una
sua curva & ovdine m, che non sia quella parabolica, generano una rvigata
& ovdine m (3 n— 4); mentre le ulterior: tangenti principali uscents daz

9) E noto [cfr. R. Sturm, Ueber Fupunkts-Curven und -¥Flichen, Normalen
und Normalebenen (Math. Annalen, 6, 1873), ni 4,6,7,17] che il luogo delle proie-
zioni ortogonali di un punto generico sulle generatrici di una rigata B d’ordine v, o sui
piani di una sviluppabile 2 di classe v, & una curva d’ordine 2v: ne deriva che il complesso
di tutte le rette perpendicolari alle generatrici di R, o ai piani di %, ¢ di grado 2v.
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punti della stessa curva, ma osculatrice altrove ad F*, generano una
rigata di ordine™):

m (n— 1) (n— 3) ( -+ 4) .

La seconda parte dell’enunciato si giustifica osservando come futfe le
rette che osculano la superficie #” appoggiandosi ad una sua linea C7,
d’ordine =, formano') una rigata @ di ordine m#n(n’ — 4): della quale
fa parte l'altra @', di ordine m (372 — 4) e da contarsi #7¢ volte, con-
tenente soltanto le rette osculatrici ad /* nei punti di C”.

Quando C'” ¢ la curva parabolica di ##, onde m — 4n(n — 2), la ri-
gata @ ha ancora lo stesso ordine m 7 (n* — 4), ma l'ordine di @’ diviene
im(3n — 4); di pit la @ va allora contata, come parte della @, sez
volte invece di tre).

Se ne deduce che:

Il luogo delle rette osculatrici ad F* in punti non parabolicz, ma ap-
poggate alla curva parabolica di F*, ¢ una superficie di ordine:

4n (n —1) (n— 2) (n — 3) (7 + 4),

per la quale tale curva ¢ multipla secondo:

(n—3) (#" + 2).

4. Poiche tutte le tangenti principali di /7 costituiscono una congruenza
di ordine 7 (n — 1) (n — 2) e di classe 3z (»—2), quelle situate in un
qualunque complesso (di rette) Y, di grado v e in posizione generica
rispetto ad F#~, hanno per luogo una rigata di ordine:

v[n (n— 1) (n—2) + 32 (n— 2)].

Fra le generatrici di questa rigata ve ne sono vz (3#z — 4) aventi i loro
punti di contatto con /7 in un piano generico: infatti, le tangenti prin-
cipali di /7, nei punti di una sua sezione piana, danno origine (n. 3) ad
un’altra rigata di ordine # (32 — 4), la quale ha quindi vz (37 —4) rette
in comune con #Y. Pertanto:

10) Pel caso in cui la curva & una sezione piana di Fz, cfr. R, Sturm, Ueber Singu-
laritdten der allgemeinen Fliche nter Ordnung (Journal fiir Mathem., 72, 1870),
n. 8.

11) Vedasi il successivo n, 4.

12) Cfr. H. G. Zeuthen, R évision et extension des formules numériques de
la théorie des surfaces réciproques (Mathem. Annalen, 10, 1876), n, 12,
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Le tangent: principals della superficze F*, che appartengono al com-
plesso 8V, formano una rigata di ovdine vn (n* — 4), mentre i lovo punts
dz contatto giacciono sopra una curva di ovdine vn (37— 4).

8. Siano @:‘ e 0.* due complessi qualunque, di gradiv, e v,, generi-
camente posti 'uno rispetto all’altro ed entrambi rispetto alla superficie /.

La rigata R, delle tangenti principali di /#” contenute in ', e la linea C,
luogo dei loro punti di contatto, hanno (n. 4) gli ordini v,z (n* —4) e
vin (37— 4).

Ora, le coppie di tangenti principali di #”, nei punti di (;, generano
(n. 3) una rigata di ordine v,z (372 — 4), della quale ¢ evidentemente parte
la R,; l'ordine della residua rigata R, vale quindi:

v (37— 4) — v (n* — 4),
ossia:
4y (27 — 61 + 3).
Le rette comuni ad R,' e all'altro complesso 8)* sono tutte e sole le
tangenti principali di /* aventi ciascuna la proprieta di appartenere a

6.? , mentre l'ulteriore tangente principale nel rispettivo punto di contatto
con F appartiene a 6)'. Dunque:

La superficie F* possiede :
4v,v,n (212 — 67 - 5)

punti con la proprieta che delle due tangenti principali in ciascuno di
essi, una giace nel complesso 0)' e laltra nel complesso 6)* .

Cio risulta anche direttamente dalla proposizione del n. 1, fattovi:

v=uy, VvV =y, # =nnr—1)°, " =o0
613):
r=2n(n—2)(3n—4).

6. Indichi w (», v) il numero delle coppie di tangenti principali congiunte
e distinte, di /7, che stanno nel complesso 6" (n. 4).

Spezzando @Y in un complesso lineare @} e in un altro 6%, di grado
y— 1, si avra, per il principio deélla conservazione del numero:

(1) o ny)=ow@nv—1)+ o(r 1)+ o (z; v—1, 1),

ove w (n;v— 1,1) denota il numero delle coppie di tangenti principali
congiunte, di F#*, costituite ciascuna da una retta di )—! e da una di 6;.

13) Vedasi ad es.: Salmon-Fiedler, Trattato cit,, II, p. 611,
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E quindi (n. 5):
w@m;v—1,1)=4n (v— 1) (22* — 62 -} 5),

mentre si vede subito, ad esempio supponendo dapprima speciale il com-
plesso 6, che o (7, 1) deve uguagliare la somma dell’ordine e della
classe di /7. Percio:

o 1)=n(r—1)"+ n
Dalla (1) si ricava allora la formula ricorrente:
wnv)=ow@rv—1)+ qvn (2n* — 6n + §) — n (77 — 221 -} 18),

la quale permette il calcolo di w(#n,v). Si trova cosi che:

Il numero de: punti della superficte F*, in ciascuno dei qualz le due
tangents principali sono distinte ed entrambe contenute nel complesso 6V, é :

” (22”) (27— 671 §)—2v (’2’) (n — 3).

Questo risultato, gia altrimenti stabilito dal Prof. Brusotti'), rientra
pure in quello del n. 2, come caso particolare corrispondente alle ipotesi:

p=v, # =nn—17>, r=2n(n—2)(32—4), » =o.

7. Sia C la curva, d’ordine v (32— 4), luogo dei punti di contatto
delle tangenti principali di #* che appartengono al complesso 6 (n. 4).

Il cono proiettante ¢ da un punto O, generico, sega ulteriormente #” in
una curva (' di ordine:

vi' (3n — 4) — vn (3n — 4).

Le tangenti principali di #” nei punti di ¢’ formano (n. 3) una rigata
di ordine:

vn (n—1) n— 4,

la quale possiede quindi:
vn (n— 1) (32 — 4)}

M) L. Brusotti, loc. cit., n. 3.
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generatrici situate in @v. Se P’ ¢ il punto di contatto di una di esse
con F=, la retta OF' dev’essere incidente, oltre che a C’ in P/, anche
a C in un certo punto . Ma P’', perch¢ punto di contatto di una tan-
gente principale (di /*) contenuta in 6Y, ¢ pure un punto di C': ne deriva
che P e P' o sono i punti di appoggio, con la curva C, di una sua corda
uscente da O; oppure (non avendo /£ punti multipli) coincidono in uno
dei punti di C ove la F” ¢ toccata da qualche retta passante per O.
Questi ultimi punti sono le intersezioni di C con la prima polare di 0

\

rispetto ad #”*; per conseguenza, ¢:

5 [ — 1) (3 — 4 — v (n— 1) (32— 4]

il numero dei punti doppil apparenti della curva C.

I punti doppi effettivi di C si trovano poi negli w (%, v) punti di /* con-
siderati nel n. 6, e nei punti di contatto delle eventuali tangenti principali,
di F*, che sono rette doppie del complesso 6V.

Poiche @V ¢ situato in modo generico rispetto ad /#*, solo quando esso
possegga oo’ rette doppie, formanti una congruenza di ordine ¢ e di
classe 7, avverra che:

o.n(n—1)(n—2)+1.372(n— 2)

di tali rette osculino /*, in punti necessariamente doppi per C.

Non potendo la linea (|, in generale, avere altri punti multipli, oltre
ai precedenti tutti ordinari, risultano calcolabili il suo rango ed il suo
genere; e si ha in conclusione:

I punti di contatto delle tangenti principali di una superficie genevale
Fr dovdine n, che appartengono ad un complesso di grado v, privo di
speciali relasioni con F* ed avente o rette doppie passanti per un punto
generico nonche t altre rette doppie situate in un piano generico ™),
costituiscono una curva di ordine:

vn (3” - 4):

15) Si sottintenda che ognuna delle rette multiple del complesso, appartenenti ad un
punto o ad un piano generici, sia multipla ordinaria, cioé sia tale per il cono del com-
plesso col vertice in un suo punto generico; e che una eventuale retta s-upla (con s> 2)

conti per (:) rette doppie.

Non si esclude tuttavia I'esistenza, nel complesso, di rette multiple non ordinarie: purche
in numero finito o semplicemente infinito,
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dt rango:

W Htov—20)n(n—1)(n—2)+ 30 —v—20)n(n — 2),

dz genere :

SV — 4) +— v (31— 1) (3n—8)—0n (1—1) (1—2)— 3% (n—2)+1,

dotata dz:

2V’ (2n* —6n—+ 5) —wn (n — 2) (3n—4) +on(n —1)(n—2)+ 32 (n —2)

punti doppt ovdinar: effettive®®) e di:

7\ (3yn— 4V
G072
punti doppi apparents.
8. Applicando il teorema del n. 7, nell'ipotesi di un complesso di rette
costituito dalle tangenti ad una superficie generale d’ordine s, si deve porre:

yv=m (m— 1), a:é-m(m——— 1) (m — 2)(m—3), t;—_—;m(m—z)(mz—g);

e risulta:

Date, in posisione genevica l'una rispetto all’altra, due superficce F* e
Fm generali nei loro ordini n ed m, le tangents principali di F*, che
toccano la F™, hanno 7 punti di contatto con F* sopra una curva di ovdine:

mn (m— 1) (32— 4),

dz genere:

%mn [4m® (n— 1) (n—2) — m (0* — 241 + 48) — (37" + 3672 —88)] + 1,
dz rango:
mn(n—2)[n(m— 1) (4m + 3) — 4 (m — 3) (m — 4)],

e dotaila dz:

, (n) (m (m— 1) (3n-—~4))

2
punts doppt apparents'’).

16) Un punto s-uplo (ordinario) conteggiandosi come ( 2) punti doppi: cfr. nota precedente.

17) 11 numero dei punti doppl effettivi & quindi pure calcolabile in conseguenza.
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Si puod aggiungere che 7 punti di contatto, con la superficie F™, delle
suddette tangents principali di F*, formano una linea di ovdine:

mn (n— 2) (mn—m—mn-+ 4).

Tale ¢ infatti il numero delle rette comuni alla congruenza delle tan-
genti principali di #” ed a quella [avente 'ordine » (72 — 1) e la classe ]
di tutte le tangenti di /7 nei punti di una sua sezione piana.

9. Dalla proposizione del n. 7 si traggono pure, ad esempio, le seguenti
altre :

a) Il luogo dei flessi delle sesioni di una superficie generale & ordine
n coz pian: di una sviluppabile di classe N, in posisione generica vispetto
alla superficie ed avente v piani doppi, tra ecffettivi (tutti ordinari) ed
apparents, ¢ una linea dz ordine:

An(37n—4),
di rango:
An(n—2) (3N 102 —13) — b6z (2 — 2),

di genere:
%ﬂ(ﬂ-—-?-) (k’—-—Zr)Jr%M(Ion’—wn—l—34)+ 1,
con .
—;—)\zn(gn2~—~27n+22)—~~—~;~7z(n—m2) (7A2— QX —671)

punti doppi effettivi (ordinare) e:

. (n ) (3 An— 4\
0T
punti doppt apparentt.

B) Il luogo dei punti di contatto delle tangenti principali di una super-
ficie genevale dordine n, che si appoggiano ad una curva (anche piana)
di ordine u, la quale sia genericamente situata rvispetto alla superficie e
possegga O punti doppi, tra apparenti ed effettive (tutts ovdinarz), ¢ una
linea di ordine:

dz rango:

(' +9u—20)n(n—1)(n—2),
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dt genere:

@ —28n(n—1) (r — 2+ — wnlon' — 33+ 26+ 1,

con .

— @ @n—21n+ 14) — — wn(n—2) 67— 5) + On(r—1) (1—2)

punts doppi ordinar: effettrvi®®), e con:

()47 )

y) Szano: F" una supevficie generale & ordine n e, in posisione genervica
vispetto ad essa, RL, una rigata dordine m e di genmere p, non avente
particolar: rvelasioni col piano improprio ne altre lince multiple che
ordinarze.

I punt: di contatio delle tangent: principali di F*, che sono parallele
ctascuna a qualche gemeratrice di Rb,, formano una linea di ordine:

punts doppt apparent:.

di rango:
206m—tp—1)n(n—1)(n—2),

di genere :

mn(6n' —21n4+16)+nn—1)(n—2) (p— 1)1,

(0™

\

con’

punti doppi apparent:.

Tale linea possiede inoltre: un punto s-uplo (ovdeinario) in ciascuno dez
punti di contatto delle tangenti principali, di F*, usceniz da ogni punito
s-uplo allinfinito di R%,; 3n(n—2) punti m-upls (ordinari) nei flessi

18) Se la data curva d’ordine p giace in un piano, ogni flesso della sezione di questo
con la superficie & un punto g-uplo per il luogo considerato, ed assorbe ('th) dei punti

doppt in discorso: cfr. note 15) e 16),
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della sezione di F" col piano improprio; mn nodi nei punti impropri
comunt ad F* ¢ ad RE : ed altri:

2m’n (2n* —6n -+ 5)—mn (37 — 107 + 9)

nodz al finito.

10. Si supponga che la curva d'ordine g, considerata nella propo-
sizione #) del n. 9, sia il circolo assoluto dello spazio, onde: y —=2eJ—=o.
La linea luogo dei punti di contatto delle tangenti principali di /7,
secanti tale circolo, ¢ allora dotata di:

n (107" — 2572 - 18)

punti doppi effettivi, fra i quali si hanno i 3# (z — 2) flessi della traccia
di /» sul piano improprio e le 27 intersezioni di 7/ con quel medesimo
cerchio; 1 rimanenti:

n(107’ —257n -+ 18)—3n(n—2)—2n

punti doppi, tutti propri, sono gli ombelickz della superficie #: giacche
le rette osculatrici in ciascuno di essi ad /#” sono distinte ed entrambe
cicliche. Si puo quindi dire [n.9, 8)] che:

I 2n(5n* — 14n - 11) ombelichs di una superficie genevale F*, & or-
dine n, appartengono sempre, come nodi, ad una curva & orvdine 2n (3n— 4),
la quale giace interamente su F*, ¢ di rango:

22n(n—1) (n— 2)
e di genere:

1172° — 397 + 30n + 1,
ha:

3n(n—1)(2n—3) (372 —4)

punti doppt apparents, e possiede altri n (3n — 4) nods all’infinito: situate
ne: 2n punti ciclicz di F» e nei 3n (n— 2) flessz della sesione di F'* col
prano tmproprio.

Cosi, ad esempio, sopra una superficie cubica generale /° gli 84
ombelichi sono nodi di una curva (di #? d'ordine 30, di genere 37, di
rango 132, avente 270 punti doppi apparenti e 15 ulteriori nodi: 6 dei
quali ciclici, e gli altri 9 posti nei flessi della sezione piana allinfinito
di F°.
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11. Fra le generatrici di due rigate R, ed R',/, di rispettivi ordini
@ e ¢, si supponga esistere una corrispondenza algebrica (@, a'), avente
la proprietdh che due generatrici omologhe non siano mai sghembe fra
di loro. Si abbia inoltre un complesso év di rette, di grado v e in po-
sizione generica rispetto ad R, e ad X', .

Sopra una quadrica }[* (non specializzata) dello spazio a cinque di-
mensioni, le rigate &, ed R', si rappresentano mediante due curve (dei
medesimi ordini) (), e C',, mentre il complesso 6" vien rappresentato
dalla varieta I#;*¥ completa intersezione di J,® con una ipersuperficie
Wy, di ordine v.

La corrispondenza (e, «') fra le generatrici di &, e di R',, ne induce
un’altra, con gli stessi indici, fra i punti di Cﬂ edi 'y, Se Pel'
sono due punti in essa omologhi, si consideri l'ipersuperficie W che ¢
luogo dei punti coniugati armonici di P’ rispetto alle varie coppie di
punti allineati con P’ ed appartenenti a I//y.

Una retta generica per P’ contiene (:) coppie siffatte, e quindi al-

trettanti punti di /¥: onde questa ipersuperficie ¢ di ordine (2> Sia P”

una qualunque delle sue intersezioni con la curva Cy; fra P e P" inter-

. . e v v .

cede una corrispondenza algebrica d’indici ¢’ & ( ) e uo ( ), la quale &
2 ! 2

a valenza nulla: infatti il gruppo degli omologhi di un punto 7 de-
scrivente (Cy, varia entro la serie lineare staccata su (y da tutte le iper-

superficie (dello spazio a cinque dimensioni) di ordine o' (2>
Pertanto, sono:

w0

2
i punti uniti della corrispondenza fra P e P”, e quindi anche le coppie
di punti 2, P’ (uno di C. e laltro di ('y) separanti armonicamente
certe due intersezioni ¢, Q' di W) con la retta PP’

Ma essendo per ipotesi incidenti le rette rappresentate, sulla quadrica
V;*, da P e da P', la PP’ giace su J[*: onde i punti Q e Q' appar-
tengono alla varieta I;*, immagine del complesso 6".

Ne segue subito la proposizione:

Due rigate (distinte o sovrapposte) Ru ed R'u', di vispettivi ovdini u
e u', abbiano le loro generatrici in covrispondenza algebrica (a, a'), per
modo che due generatvici omologhe siano sempre complanare.
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Se allora OV ¢ un complesso di rette, di grado v ¢ sensa speciali ve-
lagzons con entrambe le rigate, esistono in generale:

Y
! !

(wa' + u )(2)
coppe di generatrict, una di Ry e lCaltra de R'w, con la propricta che
quelle di ogni coppia si corrvispondono in (a, a') e separano avmonica-
mente due fra le v rette di 0¥ formanti fascio con esse: tali coppee si

: . v o .
riducono pero a sole u a (2) quando Ry ed R'y' coincidono, e inoltre la

corvispondensa (a, a') ¢ simimnetrica.
Analogamente, ovvero mediante il principio della conservazione del
numero, si trova pure che:

In generale, ¢:
(wad + u'a) v, v,

2l numero delle coppie di generatrici omologhe nella corrispondensa (a,a')
fra Ru ed R'yw, e separate armonicamente da due rette, contenute una in
un complesso di grado v, e Ualtra in un complesso di grado vy: a meno
che le due rigate coincidano e la (a, o') sia simmetrica, nel qual caso il
numero suddetto diviene yov,v,.

12. Applicando le proposizioni del n. 11 nell’ipotesi che le rigate Ry
ed R’y siano le intersezioni di due congruenze con un medesimo com-
plesso lineare speciale, e che si ritengano come corrispondenti due loro
generatrici quando s’incontrano sull'asse di questo, risulta:

\'} . - . . . . . .
Essendo 0)' ¢ 0)* due complessi di rette, di rispettivi gradi v, e v,, st

C . . : v
convenga dz indicare con & il prodotto vy, ovvero il numero , ) secondo-

che essi sono distinti (ed in posisione mutua generica) oppure coincidono
in uno solo, di grado v, — v, = v.

In generale si ha allora che :

1. Il luogo dez punti tali che due fra le rette di una data congruenza,
d’ordine ¢ e di classe G, uscenti da ciascuno di esst, separino armonica-
mente una retta di 0)' ed una di 0., > una superficie di ordine:

ele—1) (e +9)-

2. Il luogo dei punti da ciascuno dei quali esce una coppia di rette
separate armonicamente da una rvetta di 0)' ¢ da una di 8)* , ed appar-
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tenents una ad una ¢ ['altra all’ altra di due distinte congruense, di
ordini o,, 0, ¢ @z classi o,, O,, ¢ una superficie di ovdine:

(01 02+ 0201 -+ 201 0)) -

Come corollario:

Data una superficte genevale F*, d’ordine n e genevicamente situata
yispetto ai complessi 0" ¢ 0%, esistono o< quaterne armoniche di rette
con la propriets che, in ogni quaterna, la prima appartenga a 0)*, la
seconda a 0 ¢ le ultime due siano:

a) entrambe osculatrici ad F*;

b) entrambe normals ad F=»;

c) entrambe bitangent: ad F*;

d) una osculatrice ¢ 'altra normale ad F*;

e) una normale ¢ 'altra bitangente ad F*;

f) una bitangente ¢ I’altra osculatrice ad F*.

Lordine della superficie costituita dai centri dei fasci contenents tali
quaterne di rette, ¢ rispettivamente:

en (n*— 4) (n*— 37" 4 20 — 1)

nel caso a);

en’ (v’ 1) (n— 1)

nel caso b);
n+ 1 n—2 n
48( 2 )( 2 )[12 <4>_—I]
nel caso c);
en’ (n— 2) (20 — n + 2)
nel caso d);
%6%2(7z——2) (7 — 3) (37° —n* + 2)
nel caso e);
_;_mz (n— 1) (n — 2)* (n — 3) (37 + 4)
nel caso f).

Nei casi b), d), e), la superficie F* ¢ da supporre priva di speciali
relasiont con I'assoluto dello spasio.
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13. Dal risultato del n. 3, mediante le proposizioni del n. 11, si deduce:

Sopra una superficice F*, genevale nel suo ordine n e genmericamente

P . . v . . ;
sttuata rispetto a due complessi 0)' e O di gradi v, e v, esista una
curva Cm, d’ordine m.

Posto € = v, v, se 7 complessi sono distenti, ed & — (:) se invece coin-
cidono in uno diz grado v, si ha allora in generale, quando C™ non sia
la curva parabolica di F*, che:

1. £

em (3n — 4)

¢l numero der punti de C™, tali che le tangenti principali col punto di
contatto in ciascuno di essi, risultino conzugale armoniche rispetto a due
rette, di cui una appartiene a 6.' ¢ Ualtra a 6)*.

2. E:
em(n—1) (n—3) (n + 4) (0 — 30 4 2 —7)

2l numero de: punti di C™, da ciascuno dez quali escono due rette che

. . Yy
osculano altrove F* e formano un gruppo armonico con una retta dz '
ed una di 0)*.

3. K

em (n — 3) (3n° — 21 + 127 — 16)

2l numero de: punti di C”, per ognuno P dei quali passano due rette
osculatrice, una in P e ’altra altrove, ad F*, ¢ sepavanti armonicamente
una retta di 0)* ed una di 0)*.

Quando tnvece C™ ¢ la curva pavabolica W di F*, si ha che:

a) Eszstono su W:

gen(n—1)(n—2) (n—3) (n+ 4) ("* — 32" + 22 —7)

punts tali che fra le tangents principali di F* passantz per ciascuno di
essz, ma col punto di contatio altrove, due separano armonicamente una
retta di 0)* ed una di 0)*.

b) Esistono su W:
2¢n(n— 2) (n — 3) (31° -—— 27° 4 1272 — 16)

punts tali che la (unica) tangente principale col punto @i contatto in ciascuno
di essi, ed una delle ulteriori tangents principals uscents dal punto stesso,
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szano coniugate armoniche vispetto a due rette, di cui una giace in 0)" e
Paltra in 6.

Si supponga ora che C” sia la curva luogo dei punt: di contatto dei
piani bitangenti di /#7; ¢ quindi®):

m=n(n—2)n—n+n—12),

e le tangenti principali di #”, nei punti di C”, costituiscono (n. 3) una
rigata R di ordine m (372 — 4).

Ritenute come omologhe due tangenti principali, di /#*, quando i loro
punti di contatto (distinti) cadono in quelli di uno stesso piano bitangente,
si stabilisce fra le generatrici di R una corrispondenza algebrica (2,2).
Dal n. 11, e dalla parte 1. della proposizione precedente, si deduce allora:

Fra ¢ pian: bitangent: della supevficce F* ve ne sono:
2en(n—2) (37— 4) (B* —n* + n— 12)

avents ciascuno i medesimi punii di contatto di due tangent: principalz,
di F*, separanti armonicamente una retta del complesso 8)* ed una vlel
complesso O ; mentre ve ne sono altre:

en(n—2)(3n—4) (B*—n*+ n—12)

con la proprieta che le duc rette osculatvici entrambe ad F* in uno dei
punti di contatto di ciascuno di essz, formino un gruppo armonico con
una retta di 0)* ¢ con una di 0)*.

14. Sia C una sezione piana generica di una superficie irriducibile %',
d’ordine 7 e di classe »'.

Le coppie di tangenti principali di 2, nei punti di (', generano una
rigata R di ordine %' - 27, se ' & il numero dei flessi di C.

Per dualita, se ¢ il numero delle generatrici di regresso del cono A
circoscritto a 3 da un punto generico, sara g - 2#' 'ordine della rigata
S costituita dalle coppie di rette osculatrici a 2 nei suoi punti di con-

tatto coi piani tangenti di X.
Ne segue che le rette uscenti dai punti di C e osculatrici altrove a 2,

appartengono ad una rigata R’ di ordine:
n(n +7')—3 (' + 2n);
19) Salmon-Fiedler, Trattato cit., II, p. 647.
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mentre le rette situate nei piani tangenti del cono K e osculatrici a X
fuori della sua linea di contatto con K, giacciono sopra una rigata .S’
di ordine:

7' (g + ') — 3 (n + 27).

Applicando ora in vario modo le proposizioni del n. 11 alle rigate R,
R',S,S', si trova:
Sia n Dordine, ed n' la classe, di una qualunque superficie irriduci-

bile X, non rigata, le cu: tangent: principali formino una congruensa
di ordine y e di classe 7' .

Dati poi due complessi di rette, 8)' ¢ 8, di rispetttvi gradi v,, v, e

1
sensa Spectali relasioni con X, st suppongano o in posisione mutua gene-

rica oppure coincidentr in un unico complesso di grado v, =yv,=v. ¢ sz
C e : . . v
convenga di indicare con ¢ tl numero v, v, nel primo caso, e il numero )

nel secondo.
Allora :

1. [l luogo dei punti di X ove le duc tangents principalt separano ar-
v " v . v N ® s
monicamente una retta di ' ed una de 0,°, ¢ una curva®) di ordine:

¢ln' +2n),
e la sviluppabile civcoscritta a X lungo tale curva ha la classe:
&(n+2n').

2. Il luogo dez puntz di Y, da ciascuno dei quals escono due rette oscu-
‘e . . . AV
latrici altrove a X ¢ sepavanti armonicamente una retta dz 0.' ed una
dz 0, ¢ una curva di ordine:

elp—7)[nln—6)+ 7' (n—3)].

3. Lenviluppo dei peani tangenti di 2, che segano ciascuno 2 in una

curva la quale abbia due delle sue tangenti d’inflessione separate armoni.
. AY . N . . .

camente da una retia di 8.* ¢ da una di 8 , ¢ una sviluppabile ds classe :

el —7)[7 (" —6)+ 7 —3)].

20) Circa i punti doppl apparenti di tale curva, quando X & una superficie generale, vedasi
il successivo n. 1§,
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4. 1l luogo dei punti di ¥, da ciascuno P dei quali escono due rette
osculatrice, una in P e altra altrove, a 2 e formants un gruppo armonico
con una retta di 0)' ¢ con una di 0)*, & una curva di ordine:

e[4n (g —6) + 29 (n—6) + 77'].

5. L'znviluppo de: piani tangents di 2, ciascuno s det quali contiene
due rvette osculatrici, una nel punto di contatto di s e [’altra altrove, a
2, e formanti un gruppo armonico con una retta di 0)* e con una di 6%,
¢ una sviluppabile di classe:

e[4n' (n' — 6) 429 (n' — 6) +97'].

Osservazione. Quando 2 sia una superficie generale /* d’ordine 7,
le precedenti proposizioni 1., 2., 4. conseguono pure rispettivamente
dalle 1., 2., 3. del n. 13, ove si supponga la curva (' una sezione piana
di F*,

Se invece tale curva si fa coincidere con una di quelle sopra considerate
in 1., 2., 4., ne derivano altri risultati; ad esempio:

Avendosz, in posisione mutua genmerica, una superficie F*, generale nel
suo ordine n, e due distinti complessi di vette ', 0,2 di rispettivi gradi
V,, Vs, eszstono su I*:

T 1) (1) (37— 4

punti, tali che nel fascio delle itangenti ad K" in ciascuno di essz, le
principals separano armonicamente due tangenti situate in 0)' ed altre
due situate in 0)?.

In particolare:

Sulla superficce F* vz sono:

vy —1)n(3n— 4

punti, in ciascuno dei quale le tangent: principali bisecano gli angoli
format: da due delle v tangenti, nel medesimo punto, contenute in un
prefissato complesso di grado v (privo di specialt relasioni con F* e con
Lassoluto dello spaszio).

15. La proposizione 1. del n. 14, suppostavi la X' una superficie ge-
nerale /~» d’ordine 7z, mostra che i punti 2 di /#, ove le tangenti
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principali separano armonicamente una retta del complesso 't ed una
dell’altro 8)?, formano una curva I' di ordine:
en(3n—4).
Il cono proiettante I" da un punto generico O, sega ulteriormente F*
in una curva di ordine:
en(n—1) (372 —4),

sulla quale i punti P suddetti sono [n. 13, 1.] in numero di:

gn(n—1)(37n—4)7.

Fra tali punti se ne hanno:

en(n—1)(3n—4)

situati nelle intersezioni di I" con la prima polare di O rispetto ad £,
i rimanenti si distribuiscono (cfr. n. 7) in:

L e — 1) (3r— 4f — el — 1) (37 — 4]

coppie costituite ciascuna da due diversi punti di I' allineati con O.

Si pud dunque concludere:

Conservando a: simboli F*, 01, 0)2, ¢ 7 solit: significats (cfr. n. 13),

sz ha che da un punto genervico dello spasio escono:

()

rette contenents ciascuna due punti distints della superficie FF*, in entrambe
Z quali le due tangenti principali di F* sono separate armonicamente
da una retta del complesso 0)* e da un'altra del complesso 0)* .
Quando, in particolare, 6)* e 8,* coincidono col complesso (quadra-
tico) di tutte le rette cicliche, ¢ da porre (n. 13) ¢ =1; e risulta che:

Per un punto genevico si possono condurre:

5 (3 ”— 3>
3
rette, in modo che in due distinti punti d’incontro di ciascuna di esse

con una data superficie generale & ovdine n, questa abbia le sue due tan-
genti principali perpendicolari fra di lovo.
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16. Nell'ipotesi che i complessi )t e 6)2 si sovrappongano entrambi
ad un medesimo complesso quadratico (irriducibile) 6%, la curva I', con-
siderata al principio del n. 15, diviene una curva K di ordine # (37— 4)
e priva, com’¢ ovvio, di punti multipli effettivi.

D’altra parte, tale linea K possiede (n. 15):

. <3”3“3)

punti doppi apparenti; ne deriva, per il suo genere s, U'espressione :

(1) g=2nr—2)(3n—4) +1
e, pel suo rango, il valore:
2n(2n—3)(37—4).
Le tangenti principali della superficie F*, nei punti di X, formano una
rigata £, di ordine (n. 3):
n(3n—4)

e generalmente irriducibile se # > 2*), per la quale la linea A & doppia.

Fra i punti di K e le generatrici di £ che ne escono, esiste una cor-
rispondenza algebrica (1,2) avente per elementi di diramazione, su X, i
punti di questa curva che sono parabolici per F*. Il loro numero é:

an(n—2)(37—4) ,

altrettante essendo le tangenti principali della superficie 7, in punti della
sua curva parabolica, che appartengono al complesso 6
Se allora s/ ¢ il genere di £, per la formula di Zeuthen si ha:

4nn—2)3r—4)=2(@"—1)—4(x—1),

e quindi, per la (1), 2’ =3 & — 2.

Altrimenti:

La rigata £ si puo identificare ad una curva £', di ordine 7 (37— 4)
e di genere &', contenuta in una quadrica J;* dello spazio a cinque
dimensioni (cfr. n. 11). Le coppie di generatrici di £, uscenti dai punti
della curva doppia X, danno luogo, sopra £', ad una involuzione di
2° grado y,, il cui genere ¢ quello stesso di X, cioe =.

21) Se n=—= 2, la rigata  si riduce alla quadrica F2? contata quattro volte.

304



Se ora ¢ v l'ordine della rigata R descritta dalla retta congiungente

due punti variabili su &', e coniugati in y;, deve verificarsi la relazione
di Segre®):

(2) n(3n—4f—a =v—2a+1.

Ma la superficie R giace per intero sulla quadrica I}, ove rappre-
senta la congruenza 4 costituita da tutti i fasci di raggi individuati
ciascuno dalle tangenti principali di /#* in un punto di K. L’ordine v di R
eguaglia quindi la somma dell’ordine e della classe di 4, che sono poi
rispettivamente l'ordine di K e la classe della sviluppabile circoscritta
ad F* lungo K.

Si ha dunque:

v=n(3n—4) +n(3n—a)(r—1) ;

onde il valore di s, che allora si trae dalla (2), non differisce da quello
trovato prima.

In conclusione:

Datz, in posizione mutua generica, una superficze genevale F* d’ ordine
n ed un complesso quadratico O irriductbile, si ha che il luogo det punts
di F*ove le due tangent: principali separano armonicamente le altre due
tangenti, del loro [fascio, situate in 0%, é una linea K di ordine:

n (372 —4),
dt rango:
2n (27— 3) (37 — 4) ,
dz genere:
20 (n—2) (31— 4) + 1,
con:

" (3” — 3)
3
punts doppi apparents (¢ sensa punte multipls effettivi).

Le coppie di tangenti principals di F*, nei punti di K, costituzscono
una rigata 2 di ordine:

n (3n — 4)°

e, se n > 2, di genere:
6n(n—2)(3n—4) + 1.

22) C. Segre, Intorno alla geometria su una rigata algebrica [Rendiconti
Lincei, 3 (4), 1887;], n.3.
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Quando, in particolare, 0* si compone delle rette appoggiate al circolo
assoluto, la curva K diviene il luogo dei punti, di F*, le cui indicatrici
di Dupin sono zperbols equilatere, mentre la rigata 8 ¢ 2zl luogo degls
asintots di tali indicatrics®).

§ 2. Superficie rigate.

17. Sia R} una rigata gobba irriducibile, d’ordine z e di genere p,
senza altre linee multiple che ordinarie e quindi dotata di 2 (7 -+ 2p — 2)
generatrici szngolar:: da supporsi, in tutto il seguito, prive di speciali
particolarita.

Fra le tangenti ad RZ in un suo punto generico M/, una sola & prin-
czpale, ossia a contatto almeno tripunto, se si conviene di non considerare
come tale la generatrice g, di RZ, passante per M; al variare di M su g,
la tangente principale z col punto di contatto in A/ descrive un regolo,
che si scinde in due distinti fasci di raggi solo quando la generatrice g
¢ singolare: dei loro centri (entrambi su g) uno & sempre il punto cu-
spedale di g.

Si supponga ora il punto A/ variabile sopra una sezione piana di RZ:
la tangente principale z genera una rigata di ordine 2 (27 -} 3p — 3)
eguale alla somma dell’ordine della sezione col numero dei suoi flessi.
Ne segue (cfr. ni. 4 e 14) ragionando anche dualmente®), che 7 punt: di
contatto delle tangents principali, della rigata K., contenute in un dato
complesso di vette 0, dz grado v, formano in generale una lineca I' di
ordine 2v (2n ~+ 3p — 3), 2l quale ¢ pure la classe della sviluppabile cir-
coscritta ad RZ lungo la linea stessa.

Se perd la rigata R? giace in 6Y, la tangente principale in un punto
generico di ogni sua generatrice singolare, coincidendo con questa, &
pure in 6V; della curva [I' fanno quindi parte le generatrici singolari
di R?, e considerando la curva 4 residua si trova che:

Supposta la rigata RE appartenente ad un complesso di rette, di grado v,
le tangent: principali di R, che giacciono nel complesso, hanno in ge-
nerale 7 loro punts di contatto sopra una curva A di ovdine:

(3v—2) (n+2p—2) 4 va,
eguale alla classe della sviluppabile circoscritta ad R lungo 4.
) Per l'ordine, in tal caso, di K e di Q, cfr,: Salmon- Fiedler, Trattato cit., II, p. 43;

M. Pieri, loc, cit., n. 2,

24) Ed osservando che il cono circoscritto da un punto generico ad R*: e di classe n e
di genere p, onde possiede 3 (n + 2p — 2) generatrici stazionarie,
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E noto®) che, ove il complesso sia lineare (v = 1), la curva 4 diviene
un’asintotica 4’ di R?. Dalla proposizione precedente si deduce allora che
lordine e la classe di 4’ valgono entrambi 2 (z + p — 1); le tangenti
di 4' costituiscono poi la rigata intersezione del complesso lineare con
la congruenza®) delle tangenti principali di RZ: quindi, il rango di 4’
¢ 6(n -+ 2p—2). Dopo cio, essendo la linea 4’ generalmente priva di
cuspidi, se ne puo calcolare il genere, come pure il numero dei flessi,
e risulta cosi che®):

In generale, se la rigata R2 appartiene ad un complesso lineave 6 (non
speciale), le sue tangents principali contenute in 0 inviluppano un’ asintotica
che ¢ di ordine e classe entrambi egualt a:

2(n+2—1),
dz rango:
6(n—+2p—2),
dt genere:
n+4-4p— 3,

e possiede :
1072 + 28p — 28
flessz.

18. Si indichi con C,f,,s una curva irriducibile di ordine 7z, la quale sia
s-upla (ordinaria) per la rigata R e ne incontri ogni generatrice in # punti.

Le tangenti principali di R? appoggiantisi ad una retta » hanno i loro
punti di contatto sopra una curva C,ﬁ,'v,s' , per la quale ¢ (n. 17):

m =z2(en+3p—3), =1, =2,

Le due curve hanno generalmente in comune un numero di punti
eguale a™):

mst - wm's't —ntt .

25) S. Lie, Ueber Complexe ... (Mathem. Annalen, 5, 1872), n. 34. Cfr. pure: F. Klein,
Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie (Ibidem), § 4.

%) Di ordine e classe entrambi eguali a 3 (n 4 2p — 2): cfr. nota 24).

#7) Cfr. A. Voss, Zur Theorie der windschiefen Fldchen (Mathem. Annalen,
8, 1875), n. XIIL.

%) Cfr. B. Levi, Dell’intersezione di due varietad contenute in una varieta
semplicemente infinita di spazi (Atti della R. Accad. di Torino, 34, 1899), n. 1.
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Ne deriva che:

Le tangent: principali della rigata RL (n. 17) nei punti di una sua
linea irriducibile s-upla, d’ordine m e t-secata da ogni genmervatrice, co-
Stituiscono in generale una superficie di ordine:

2ms—+2(n+3p—3)¢.

E ovvio che di tale superficie deve far parte (contato un debito numero
di volte) ogni fascio di tangenti principali di RZ?%), il cui centro appar-
tenga alla linea considerata. Se questa, ad esempio, ¢ l'ulteriore linea
nodale della RZ, supposta dotata di J generatrici doppie e di una retta
direttrice /%-upla contenente £ punti cuspidali, si ha:

m:(”—l)__(z) —p—0, s=2, t=n—2—(h—1);

2 2)

e dalla superficie suddetta si stacca il fascio, da contarsi due volte, delle
tangenti principali di RZ in ognuno dei restanti punti cuspidali. Risulta
cosi che:

Se la rigata RZ (n. 17) possiede 8 genmeratrici doppie™) ed eventualmente
(distinta da queste) una retta direttrice h-upla, alla quale appartengano
punti cuspidali, le coppic di tangenmti principali di RE nei punti della
residua linea doppia (ivriducibile) formano una superficie dé ovdine:

4n—2)(n—3) -+ 6(n—4)p—4d—¢,

ove

e=2k—1)(r+3p—3+ k) —2F

oppure ¢ =0, secondoche su R? esiste effettivamente, o no, tale divettrice
rettilinea.

19. 11 cono proiettante, da un punto generico 0, la curva I' dei punti
ove la superficie RZ & osculata da rette di un complesso 6 di grado v,
seghi ulteriormente K% in una curva I,

Essendo 2v(27z + 3p — 3) lordine di I" (n. 17), quello di I" sara:

2v(n—1)(2n+3p—3) -

29) Si & gia osservato (n, 17) che il regolo delle tangenti principali di RJZ, nei punti di
ciascuna generatrice singolare, si scinde in due fasci di raggi.

30) Una eventuale generatrice s-upla (con s> 2) computandosi per (;) doppie.
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Sopra ogni generatrice di R%, la curva I' ha 2v punti, onde la [”
ne deve avere:

2v(2n+3p—3) — 2v .

Pertanto (n. 18) le tangenti principali di &% , nei punti di /", formano
una rigata di ordine:

u=4v(n—1)(2n f-3p—3)+2@r+3p—3) . 2v(2n+3p—4) .

Sia 7 una delle sue yv generatrici situate nel complesso 6Y: il punto
di contatto 7 di z con RZ & allora comune alle curve I', I"; e se 7'

¢ l'ulteriore punto di appoggio, con [, del raggio proiettante 07, si
verifica necessariamente uno dei tre casi:

S
tando il numero dei punti doppi apparenti della curva [;

2. T e T’ coincidono in uno dei punti cuspidali di K%, tutti v-upli
per I'™): queste coincidenze sono quindi in numero di 2y (z 4 2p — 2);

3. 7 e 7' coincidono in un punto del contorno apparente di RZ
rispetto ad O: cio avviene tante volte quant’e la classe [eguale (n. 17%)
all’ ordine di I'] della sviluppabile circoscritta ad &% lungo la linea I

E da osservare che, almeno in generale, nessuna coppia di punti 7,
7" pud cadere in un punto multiplo 47, non cuspidale, di RZ: infatti,
T e 7' dovrebbero allora necessariamente appartenere a falde diverse
di R?, e le tangenti principali, in #/, a tali falde starebbero insieme
nel complesso 6" ; il che & da escludere se & ed RZ sono in posizione
generica.

1. 7 e 7' sono distinti: di tali punti ve ne sono & coppie, & deno-

Da quanto precede risulta quindi I’eguaglianza:

uv=2§&+2v(n+2p—2)+ 2v(2n+ 3p—3),

che fornisce il numero & dei punti doppi apparenti della curva I'. Questa
ha poi un punto v-uplo effettivo nel centro di ciascuno dei due fasci di
raggi formanti il regolo delle tangenti principali nei punti di ogni gene-
ratrice singolare di R% ¥), e possiede pure un nodo nel punto di con-
tatto, con K%, di ogni retta comune alla congruenza®) delle tangenti

81) Poiche il fascio delle tangenti principali, in un tal punto, ad Rﬁ, ha v raggi nel
complesso 6@V,

82) Cfr. nota precedente.

33) Si richiami la nota %),
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principali di &% ed a quella delle rette doppie (quando ne esistano oo ?)
del complesso 6" .

Dopo cio, si puo determinare sia il genere che il rango della linea
I', e si perviene cosl al seguente risultato (cfr. n. 7):

Sia dato, in posisione generica rispetto alla rigata R (n. 17), un com-
plesso di rette 0¥, di grado v e tale che, in generale, per un punto
passino © sue rette doppie™), mentre in un piano ne esistano t.

Il luogo dei punti di contatto delle tangenti principali di R, che
appartengono a 6, ¢ allora una curva I' di ordine:

2”(271_!—3?—3) ’

di rango:

2(49" + 3v—36—37) (1 4 25— 2) ,

de genere:
(4v*—30—37)(nt+2p—2)—vn+1,
¢ dotata dz:

w(* 3 TN () 6r Far—9— (P2

punti doppi apparent:.
La sviluppabile circoscritta alla rigata RL, lungo la linea T, ¢ di
classe eguale all’ordine di T

Ogni genevatrice g di R incontra I’ in 2v punti, che si riducono a
due sol: distinti, ciascuno v-uplo ovdinavio per I', quando g ¢ singolare:
tali punts v-upli sono 7 centri de: due fasc: di raggz costituents ¢l regolo
osculatore ad RY lungo g; onde uno di essi coincide sempre col punto
cuspidale dz g.

Oltre az punti v-upli suddetts, in numero di 4 (n -+ 2p — 2), la curva
I possiede ancora:

3(0+412)(n+2p—2)

puntz doppi ordinarz, situats nei punts di contatto di quelle tangentsi prin-
cipals di RY che somo rette doppie del complesso 6 ¥).

34) Si intenda qui ripetuta la nota 15),
%) 11 punto di contatto di una eventuale tangente principale, di R‘;’ » 8-upla per 6v & un

punto s-uplo di 7" e va conteggiato per (:) punti doppi.
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20. Applicando la proposizione del n. 19 nell'ipotesi che il complesso
ivi considerato sia, ad esempio, quello delle rette incontranti una curva
d’ordine w, con % punti doppi apparenti e % effettivi, si deve porre:

I
v=p, o=htk, 1=—ulu—1);

quindi [cfr. n. 9, #)]:

Il luogo dei punti di contatto delle tangenti principali della rigata R2
(0. 17), che si appoggiano ad una curva (anche piana) di ovdine u, la
quale sta in posizione gemerica rispetto ad RY e possegga O punti doppi,
tra apparenti ed effettivi®), é una linea di ordine:

zﬂ(2”+3]§_3)’
di rango:
(5u*+9u—069)(n+2p—2),

di genere:

— 5@+ 3u—68)(nt2p—2) —unt1,
con.

4t (P TITS) —teu + ) 6+ 5) (2 — 1)

punti doppt apparenti.

La stessa linea possiede poi 4 (n+- 2p — 2) punti u-upli [ogni gene-
ratrice singolare g di R% contenendone due, di cui uno & il punto cu-
spidale di g e laltro ¢ 2l centro del fascio di rette osculatrici sttuate nel
ptano tangente ad R lungo g, nonche:

2 w—u+20)(nt2p—2)

ulteriori punti doppi effettive [posti nez punts di contatio delle tangents
principals di RY plurisecanti la curva data o passanti per punti multipli
di questa™)].

36) Tutti ordinari, e computato nel numero & per (2) punti doppi ogni punto ¢-uplo,

87) Il punto di contatto di una tangente principale di R‘: , che ¢-sechi tale curva o ne

contenga un punto ¢-uplo, & naturalmente ¢-uplo per il luogo considerato ed assorbe (:)

dei punti doppl indicati.
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21. Sia Q_ uno dei 2z punti ciclici della rigata R (n. 17), generi-
camente posta rispetto al circolo assoluto XK. Il regolo delle tangenti
principali di R, nei punti della generatrice g passante per Q_, incontra
K_ in quattro punti, di cui uno ¢ (_: ne segue che sulla generatrice
ciclica g esistono tre punti propri in ognuno A/ dei quali la tangente
principale # ad R ¢ pure ciclica. Ma g e ¢ sono, nel fascio delle tan-
genti in M/ ad RZ, i raggi doppi dell'involuzione delle coppie di tangent:
coniugate: pertanto J & un ombelico della rigata RZ .

Il punto M appartiene poi alla curva luogo dei punti di contatto delle
tangenti principali di R appoggiate a K_; tenendo quindi presente la
proposizione del n. 20 (ove si ponga w =— 2 e d = 0), si puo concludere
(cfr. n. 10):

Ogni rigata gobba R%, d'ordine n e di gemere p, non avente speciali
relasioni con [’assoluto dello spasio, possiede in generale 6 n ombelichi,

situali a tre a tre sopra 2n generatrici. Per essi passa sempre, sulla
rigata, una curva dz orvdine:

4(@2n+372—23),
di rango:

38(»+2p—2),
di genere:

1172 + 26p — 25,
con:

16(2”+§p"3)~2<7n+17ﬁ- 17)

punts doppt apparents, ¢ con:
7(n+2p—2)

punti dopp? effettive; dez quali 3(n -+ 2p — 2) sono 7 flessi della sezione
di R% col piano improprio, mentre ¢ vimanenti appartengono alle gene-
ratricz singolar: dz RZ: ciascuna di queste ne contiene due, posts uno nel
punto cuspidale e Paltro nel punto (semplice per RL) che & centro di un
fascio di vette ivi tutte osculatrici ad R .

Cos), ad esempio, una rigata cubica generale R possiede (distribuiti
a tre a tre su 6 generatrici) 18 ombelichi, pei quali passa una curva
(di R3) d’ordine 12, di rango 38, di genere 8, avente 40 punti doppfi
apparenti e 7 nodi: 3 situati nei flessi della sezione piana all’infinito
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di R e 4 nei punti ove le due generatrici singolari della superficie si
appoggiano alle sue direttrici.

22. Sia C,, una curva dordine m della rigata RZ (n. 17), di cui in-
contri ogni generatrice in 7 punti. Se ¢ ¢ un punto generico di C,, si
possono considerare : la generatrice g di R/ uscente da @, la tangente g’
in Q a C, e la tangente principale ¢”, in Q, ad RZ.

Variando Q su C,, , la retta g” descrive (n. 18) una superficie di ordine:

2m - 2¢ (n + 3p — 3);

invece l'ordine della rigata descritta da g’ ¢ uguale al rango di C,,
ossia, in generale®), a:

2t(m+p—1)—t(t—1)n.

Inoltre, col variare di Q su C,,, nasce fra ¢ e g’, come pure fra g

e ¢”, una corrispondenza algebrica (1, ), mentre ¢’ e g” si corrispondono
biunivocamente.

Basta ora applicare i risultati del n. t1 per concludere:

Dati due complessi di retie @: Ye 0, di rispettivi gradi v, e v,, senza
speciali relagioni con la rigata R% (n. 17), sia C,, una curva d’ovdine m
genervicamente posta su tale superficte ¢ l-secante le sue generatrice.

Eststono allora punti di C,,, da ciascuno Q dez quals escono una retta
di 00, ed una di 0, separanti armonicamente una delle seguents coppie
dz rette:

1. la genervatrice di R% passante per Q e la tangente in Q a C,,;

2. la tangente in Q a C,, ¢ la tangente principale in Q ad R%;

3. la tangente principale in Q ad RS ¢ la generatrice di R passante per Q.

) . v e Y )
Posto ¢ = v v, se 7 complesse @;" e 0, sono distintz, ed e — (2 ) se tnvece

cotncidono in uno di grado v, = v, = v, Si ha tn generale che il numero
det punt: suddetti ¢ rispettivamente:

2et(m—+n—+p—1)—et’n

nel caso 1;
z
2sm+zef(m+ﬂ+4p——4)—-28(2)”
nel caso 2;
2em + 3et(n -+ 2p — 2)
nel caso 3.

38) Come si vede determinando prima il genere di C, con una nota formula del Segre
(loc. cit., n. 2).
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Come corollario *):

1) E:
2t(m—+p—1)—t(t—2)n

il numero delle genevatrici di R mormali a C,,.

\

2) E:
2(t4+1)m—et(t—3)n+ 8t(p—1)

2l numero dei punti di C,, ove tale curva ¢ ortogonale all’asintotica di R
(non pero generatrice) uscente da ciascuno di essi.

3') E:
2m 4 3t (n 4 2p — 2)

il numero delle generatrici di R% normals, in punti della curva C,,, alle
asintotiche di RY uscenti dai punti stessi (e diverse dalle generatrici).

23. Dalla proposizione del n. 22 [caso 3] si deduce che una generica
sezione piana della rigata R contiene:

u=5en-+ 6e(p— 1)

punti, ciascuno M/ dei quali ha la proprieta che la generatrice passante
per M, e la tangente principale in 7/, separano armonicamente una retta
del complesso ' ed una dell’altro 6)?.

Ne segue che, su R, il luogo di tutti i punti A & una curva 4 di
ordine y, che deve appoggiarsi ad ogni generatrice g di K% in 2¢ punti
(cfr. n. 11): ridotti perd a due soli distinti, entrambi &-upli per 4, quando
£ ¢ singolare.

Se poi della superficie K% si considera, invece che una sezione piana,
il contorno apparente rispetto ad un generico punto (O, si trova simil-
mente che l'ordine ¢ di 4 ¢ anche la classe della sviluppabile circo-
scritta ad RZ lungo 4.

La curva 4, ulteriore intersezione di R% col cono proiettante 4 da O,
¢ di ordine g (#—1) ed incontra in g —2& punti ciascuna generatrice
di R%: con ragionamento analogo a quello del n. 19 si determina allora
il numero dei punti doppi apparenti di 4.

39) Supponendo entrambi i complessi costituiti dalle rette incidenti al circolo assoluto dello
spazio,
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Si puo infine osservare che, secondo il n. 18, l'ordine della rigata 2
costituita dalle tangenti principali di &2 nei punti di 4, vale:

20 4&(n-+3p—3) .

E pero da notare che, se /, ed #, sono i due fasci in cui si scinde
il regolo delle tangenti principali di R nei punti di una generatrice
singolare g, i loro rispettivi centri O, e O, (uno dei quali deve coinci-
dere col punto cuspidale di g) hanno sulla curva 4 la multiplicita e.
Supposto quindi O, il punto cuspidale di g, della superficie 2 fanno
parte (cfr.n.18) /, ed /F, contati rispettivamente & e 2¢ volte; onde,
staccando da X tali coppie di fasci relativi a tutte le generatrici singo-
lari di RZ, rimane una rigata di ordine:

2u+4e(n+3p—3)—6e(n+ 20 —2) .

Si perviene cosi al seguente risultato:

Ritenuts per 01, 02, & 2 medesimz signzficats che nel n. 22, siza M
un punto variabile sulla rigata RL (n.17) in modo che la gemeratrice
passante per M e la tangente principale v in M separino armonicamente
due ulteriori tangenti in M, di cui una appartenga al complesso 0,1, e
Ualtra al complesso 0,2 .

Il punto M descrive allova una curva 4 di orvdine:

eguale anche alla classe della sviluppabile descritta dal piano tangente
in M ad R%; mentre la tangente principale v genera una rigata di ordine:

4e(2n+3p—3) .

Inoltre é:

ez<5”+6ﬁ—6>~—<8t1) (1172 -+ 18p — 18) + 26 (2 + 2p — 2)

2

2l numero dei punti doppi apparvents di A.

Si pud aggiungere che guando 0* ¢ @:2 cotncidono in un unico com-
plesso quadratico & (onde ¢ = 1) la curva 4 ¢ necessariamente priva dz
punti multepls effettivi, ed ha pertanto il genere:

4n-8p—7.
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Supponendo infine 6* il complesso di tutte le rette cicliche dello spazio,
risulta in particolare (cfr. n. 16) che:

Sulla rigata R. (n. 17) 7 punti, le cui indicatrici di Dupin sono
iperboli equilatere, costituiscono una curva I' di ordine:

57+ 6p — 6,
dz rango:
187 -+ 28p — 28,
dz genere:
4n+8p—7,
con:
(5” T ? - 6) — (97 + 14p—14)

punti doppi apparents (e nessuno effetizvo).

Lindicatrice relativa ad un punto variabile della linea U ha sempre
un asintoto che ¢ genevatrice di Rh, mentre I'altro descrive una rigata di
ordine:

8n + 12p — 12

e, Se n > 2, di genere eguale a quello di I

(Ricevuto il 1° febbraio 1934)
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