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Die Problème der modernen Galoisschen
Théorie1)

Von Nikolaj Tschebotarow, Kasan

Das soeben verflossene ioojàhrige Jubilàumsdatum des Todes von
ÉVARISTE Galois gibt mir den Anlafi, den heutigen Stand seiner wich-
tigsten Schôpfung darzulegen, die unter dem Namen ,,Galoissche Théorie"
bekannt ist. Zugleich erlaube ich mir, zu versuchen, einige Voraussagun-

gen ùber die Galoissche Théorie des Zukunftigen zu machen. Der ur-
sprungliche Zielpunkt der Galoisschen Théorie, die Frage nach der Dar-
stellung der Wurzeln von algebraischen Gleichungen durch Radikalaus-
drucke, wurde von Galois selbst und von seinen fruheren Nachfolgern
beinahe erledigt. Das Haupthilfsmittel aber, welches von Galois in seinen

Untersuchungen benutzt wurde, die Beschreibung von algebraischen Zahl-

kôrpern durch die ihnen entsprechenden Gruppen, erwies seine Macht
auch fur ziemlich entfernte Zweige der mathematischen Analysis. Auf
dièse Weise entstanden in der Mathematik neue Gebiete wie ,,Riemann-
sche Flachen", ,,automorphe Funktionen", ,,kontinuierliche Transforma-
tionsgruppen", u. s. w.

AuOerdem sind in der klassischen Galoisschen Théorie selbst neue Auf-
gaben entstanden, welche einer wesentlichen Vertiefung des Galoisschen

Grundgedankens bedurfen. Das Probiem der Aufflndung von Gleichungen
mit vorgeschriebener Gruppe hat verlangt, die Théorie der allgemeinen
rationalen Funktionenkôrper zu studieren (das Probiem von LliROTH-

STEINITZ). Eine Erweiterung des Problems der Radikallosung, das so-

genannte Kleinsche Formenproblem, hat anderseits die Théorie der end-

lichen Gruppen mit der Théorie der kontinuierlichen Gruppen verknupft.
Die ,,lineare Gruppentheorie" ist eine wahre Brucke, welche dièse beiden

Zweige der Gruppentheorie verbindet.
Im vorliegenden Bericht will ich den gegenwartigen Apparat durch-

gehen, welcher zur Beherrschung der Problème der Galoisschen Théorie
nutzlich sein kann. Dabei fasse ich den Begriff der „Galoisschen Théorie"
etwas weiter auf, als das bei Anwendung der Gruppentheorie auf alge-
braische Gleichungen ublich ist, indem ich in ihn aile Fragen einschliefie,
die den Begriff ,,das Rationale" dem Begriff ,,das algebraische Irrationale"
gegenuberstellen. Dazu gehoren einige recht schone Resultate und Pro-

1) Der Auszug dièses Benchtes wuide am Internationalen Mathematiker-Kongrefi in Zurich,
1932, als Vortrag gehaiten.
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blême der algebraischen Funktionenkôrper von mehreren Veranderlichen,
die bis jetzt nur durch die Methoden der algebraischen Géométrie los-
bar sind. Es ist das groOe Verdienst der alten deutschen und der ita-
lienischen Geometer, daf3 sie manche dieser Problème mit Hilfe der
algebraischen Géométrie gelost haben, wahrend wir Algebraiker dafur
noch keine Méthode besitzen.

Ich lege bei der Wahl des Materials hauptsàchlich meinen eigenen
Geschmack zugrunde, so dai3 ich fur die Objektivitat dieser Wahl
keinen Anspruch erhebe.

Inhalt.
§ I. Grundlagen der Galoisschen Théorie.
§2. Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe.
§3. Ueber die analytische Form der zu einer vorgeschrie-

benen Permutationsklasse gehôrenden Primzahlen.
§ 4. Resolventenproblem.
§5. Weitere Fragen der allgemeinen Korpertheorie.

§ 1. Grundlagen der Galoisschen Théorie
1. Man kann die Arbeiten, die sich mit den Grundlagen der Galoisschen

Théorie beschaftigen, in zwei Arten einteilen. Zur ersten Art ge-
horen die Arbeiten, welche neue Wege zur Begrundug der klassischen
Galoisschen Théorie suchen, wahrend die Arbeiten der zweiten Art den

Begriff der Galoisschen Gruppen vertiefen und seine Anwendung aui
viel weitere Gebiete môglich machen, als das die klassische Théorie zu

tun imstande ist
2. Unter den Arbeiten der ersten Art sind die von F. Mertens (50),

S. Schatunowski (62) und A. Loewy (46, 47) besonders zu erwahnen. Mertens

erklart den Begriff der Galoisschen Gruppe und beweist die dazu

gehôrigen Fundamentalsatze, ohne die Begriffe des Normalkorpers, der
Galoisschen Resolvente usw. zu benutzen. Er geht vom Begriffe der
Irreduzibilitat in erweiterten Bereichen aus. Ist die gegebene Gleichung
f[x) o irreduzibel, und ist xt eine ihrer Wurzeln, so findet er einen

f(x\Faktor fx (x ; xx) des Polynoms welcher im Bereiche K [x^\ irre-
x x i

duzibel ist. Dann findet er einen im Bereiche K[xlf x2~] irreduziblen

Faktor des Polynoms ¦¦'——, wobei x2 eine Wurzel von fx{x\x^ ist.
x — %2

Fahrt er so fort, so kommt er zum System

(1.1) Z« f[x\ Z^ ft(x; xx), Z2 f2(x\ xlf x2),

Zxr-i fn~\(x; xl9...,x,^i)
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von Polynomen, die ein System von Fundamentalmoduln bilden. Jede

ganze rationale Funktion çp [xx, x2, xn) ist dann und nur dann gleich
Null, wenn sie (bei den veranderlichen xt) in der Gestalt

(1.2) Po ¦ Zo (*,) |- 1\ ¦ Z, (*,) 4- + PH_X ¦ Zn-X {xn)

darstellbar ist, wobei die Pt Polynôme sind. Die Galoissche Gruppe be-
steht aus den Permutationen, die jedes Polynom Zt{Xi + i) in ein Polynom
der Gestalt (1.2) uberfuhren. Die Ordnung dieser Galoisschen Gruppe
ist gleich dem Produkt der Grade der Polynôme (1.1).

3. Schatunowski stellt eine Théorie auf, die sich formai mit der Mer-
tensschen deckt, geht aber dabei von einem viel allgemeineren Stand-

punkt aus. Seine Arbeit steht auf dem Grunde der Kroneckerschen Idée
der funktionalen Moduln, die darin besteht, dal3 man jede von einer
Wurzel x\ der Gleichung

(1.3) f(x) x» + aix* ' + -\-an xX-\-an~o

abhangige Grofie als eine Funktion einer unbestimmten Veranderlichen
auffafit und und als Gleichheitszeichen das Kongruenzzeichen modulo

f[x) zugrunde legt. Da man in der Galoisschen Théorie auch Funktîonen
von mehreren Wurzeln der Gleichung (1.3) betrachtet, so sucht
Schatunowski, ein System von funktionalen Moduln der Veranderlichen

xl9 x2, xn derart aufzustellen, daC das Restsystem nach diesen
Moduln dem durch die Wurzeln der Gleichung (1.3) erzeugten alge-
braischen Zahlkorper isomorph ist. Das Modulsystem

(1.4) yi *i+*2+... \-xn-\-a{, y)2 xïxl-\- ...-\ xn-ixH—ai9
xpn xtx2 xn — (—i)w an

ist dazu nicht geeignet, da etwa die f(xt) nach diesem System nicht
~ o sind. Das System

(i-5) /(*.). /W. -, /"(*«)

kann auch nicht zu diesem Zwecke dienen, da etwa nicht

VV-eeo (mod f(xt), f(x2), f(xm)),

wohl aber y>tV O (mod /(^), f(xjjy f(xnfj gilt, wobei V die

Vandermondesche Déterminante der Grofien xlf x2, xn bedeutet.
Die Système (1.4) und (1.5) sind nach moderner Ausdruckweise keine
Primideale.
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Schatunowski stellt ein verlangtes Modulsystem auf, indem er die von
ihm genannten Cauchyschen Moduln zugrunde legt. Man erhalt dièse
Moduln folgendermafien : als den ersten Modul nehme man f (x^ ; als

den zweiten Modul den Quotienten der Division von f(xl) durch xt— x2;
als den dritten Modul den Quotienten der Division des nach Potenzen

von x2 geordneten zweiten Moduls durch r2 — xz, usw. Das Cauchysche
Modulsystem gibt ein mit dem entsprechenden Zahlkorper isomorphes
Restklassensystem dann und nur dann, wenn die Gleichung (1.3) affektlos
ist. Dann ist jeder dieser Moduln irreduzibel nach dem System der ihm
vorangehenden Moduln. Ist das nicht der Fall, so kommt Schatunowski
zum allgemeinen Mertensschen Modulsystem. Die Grade dieser Moduln
geben Aufschlufi uber die Transitivitats- und Primitivitatsverhaltnisse der
Gleichung (1.3). Fallen z. B. die k ersten Moduln mit den Cauchyschen
Moduln uberein, so ist die Gruppe £-fach transitiv.

Die Arbeit von Schatunowski enthalt die einleitenden Grundlagen der
Théorie, die man heute Théorie der Polynomzdeale nennt. Sie beschaftigt
sich mit den Bereichen, deren Moduln reduzibel sind. Kann man dabei
eine neue (endiiche) Anzahl Moduln adjungieren, so dafi der Bereich
sich in einen Korper verwandelt, so wird der ursprungliche Bereich
,,Halbkorper" genannt.

Von Wichtigkeit ist der von Schatunowski eingefuhrte Begriff der

Erwezterungen zzveiter Art. Er nennt so die Bereiche, die aus den ur-
sprunglichen Bereichen entstehen, wenn man zu ihren Modulsystemen
neue Moduln adjungiert, mit anderen Worten, gewisse nicht verschwin-
dende Grofien des ursprunglichen Bereiches gleich Null setzt. Es warc
naturlicher, dièse Erweiterungen Faktorberezche zu nennen, in Ueber-
einstimmung mit dem Begriff Faktorgruppe. Es gilt der Satz, daf3 ein

Korper keine Erweiterungen zweiter Art zulafit. Es ist dabei angenom-
men, dafi aile Korper nur die Charakteristik Null haben konnen. Gehen
wir aber zu einer Primzahlcharakteristik p uber, so lauft dies auf die

Hinzufugung des neuen Moduls p hinaus, und ein Korper bleibt
Korper.

Indem man von der Mertens-Schatunowskischen Définition der Galois-
schen Gruppe ausgeht, kann man leicht den folgenden zuerst von
I. Schur (70 ; vgl. auch 79) bewiesenen Satz beweisen :

Die Gruppe eines Faktorkorpers ist ein Teiler der Gruppe eines

ursprunglichen Korpers.
4. Die Loewysche Begrundung der Galoisschen Théorie hat einige Be-

ruhrungspunkte mit der Mertens-Schatunowskischen Théorie, vor allem
dadurch, dafi sie die Zugrundelegung von normalen Korpern vermeidet.
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Loewy geht nicht von einer, sondern von mehreren algebraischen GroGen

aus, die einen Kbrper P erzeugen mogen und Dirigenten genannt werden.
Die erste Dirigente çt ist Wurzel einer Gleichung mit den Koeffizienten
aus dem Rationalitatsbereich ; die zweite Dirigente ist Wurzel einer
Gleichung vom Typ fiçr, rS) O; die dritte vom Typ f(çlf ç2) s) o, usw.
Sind aile dièse Gleichungen irreduzibel, so nennt Loewy ^Transmutation
des Korpers P" den Ersatz einer Dirigente çt durch eine konjugierte
Wurzel in allen Gleichungen, wo ç£ vorkommt (was notwendig auch den
Ersatz aller nachstehenden Dirigenten nach sich zieht), und beweist, dafi
jede Relation zwischen den Dirigenten nicht gestort wird, wenn man auf
sie solche Transmutationen ausùbt. Dièse Transmutationen konnen wohl
gewisse Korpergrof3en aus dem Korper P hinausfuhren. Diejenigen
Transmutationen, welche aus dem Korper P nicht hinausgehen, bilden
eine Gruppe, welche Gruppe der automorphen Transmutationen genannt
wird. Gruppentheoretisch bedeutet dies folgendes : Ein Korper P ist
keineswegs, wenn er nicht normal ist, durch seine Gruppe bestimmt; er
ist durch seine Galoissche Gruppe (S und ihre Untergruppe £} bestimmt,
zu welcher eine primitive Grôfie von P gehort. Ist K der Normalisator
der Gruppe £} innerhalb (3, so ist die automorphe Gruppe von P mit
l{/f) isomorph. Die Gesamtheit aller Transmutationen von P bildet aber
keine Gruppe im gewTohnlichen Sinne. Loewy nennt solche Operations-
mengen Mzschgruppen und untersucht ihre Struktureigenschaften (47).

Jede Mischgruppe C enthalt einen Kern (5, d. h. die grofite in C ent-
haltene gewohnliche Gruppe und besteht aus einigen Nebengruppen
(Restklassen) nach (S. Es ist wesenthch, dai3 eine Faktorgruppe von C
nach einer behebigen (nicht notwendig normalen) Untergruppe f} von (g

wieder eine Mischgruppe ist, deren Kern H/© ist, wo H den Normalisator

von S) innerhalb © bedeutet. Dièse Tatsachen erlauben, eine

Mischgruppe als ein mehr adàquates Bild eines Korpers zu betrachten.
Eine ahnliche Gruppenbildung hat H. Brandt (7) eingefuhrt, welche das

Brandtsche Gruppoid genannt wird.
5. Ehe wir zu den Arbeiten der zweiten Art ubergehen, mussen wir

die moderne Auffassung des Begriffes „Galoissche Gruppe'4 darlegen,
welche von der alteren Auffassung abweicht. Es ist fur mich schwer,

zu sagen, von wem die neuere Auffassung herruhrt. Die altère Galoissche

Théorie betrachtete die Elemente der Galoisschen Gruppe, die

Suhstitutionen (oder Permutattonen), als Vertauschungen unter den Wurzeln
einer erzeugenden Gleichung (die wohi auch reduzibel sein kann), welche

samtliche Relationen zwischen diesen Wurzeln nicht storen. Die

moderne Galoissche Théorie betrachtet dagegen Uebergange, welche
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gleichzeitig aile GroGen eines Korpers K erleiden, ohne die zwischen
îhnen bestehenden Relationen zu storen. Mit anderen Worten, jedes
Elément der Galoisschen Gruppe ist eine Abbildung eines (normalen)
Korpers K auf sich selbst, oder, wie man in der Gruppentheorie zu

sagen braucht, ein Automorphismus, d. h. ein solcher Uebergang aller
GroGen des Korpers in andere GroGen desselben Korpers, welcher die
Summe und das Produkt in die Summe bzw. das Produkt uberfuhrt.

6. Fur die Galoissche Théorie ist die gegenseitige Zuordnung der
Unterkorper von K und der Untergruppen seiner Galoisschen Gruppe
(B vor allem wesentlich. Man kann das genauer wie folgt formulieren
(43 ; 74, Anhang ; 3) : Man ordne jedem Unterkorper U von K die groGte
Untergruppe f} (U) von (5 zu, die die GroGen von U nicht andert. An-
dererseits ordne man jeder Untergruppe £} von <5 den groGten
Unterkorper U(§) von K zu, deren GroGen sich nicht gegenuber î} andern.
Ist Ux > U~2, so ist £} (#i) < £} (£72) und umgekehrt. AuGerdem gilt :

Man kann aber die Galoissche Théorie nur dann ohne weiteres entwickeln,
wenn gilt:
(1.7)

Damit (1.8) gelte, muG K uber seinem Rationalitatsbereich endlich sein

(Krull, 43).
Damit (1.7) gelte, muG K uber seinem Rationalitatsbereich von der

1. Art sein (Baer-Hasse, 74, Anhang).
Besitzt K den Korper der rationalen Zahlen als Teiler (dann sagt

man: K hat die Charakteristik Null), so ist iTjedenfalls von der 1. Art.
Hat K dagegen die Charakteristik p (d. h. gibt es eine Primzahl p> die
innerhalb K gleich Null ist), so ist K dann und nur dann von der 1.

Art, wenn eine den Korper K erzeugende GroGe einer irreduziblen
Gleichung mit lauter verschiedenen Wurzeln genugt.

K ist uber seinem Rationalitatsbereich endlich, wenn es eine endliche
Anzahl Basiszahlen gibt, so daG jede GroGe von K linear durch dièse
Basiszahlen mit den Koeffizienten aus dem Rationalitatsbereich darstell-
bar ist.

7. Ist K unendlich, so hat Krull (43) den Hauptsatz der Galoisschen
Théorie auch auf diesen Fall erweitert, indem er nicht aile Untergruppen
von ï}, soadern nur die abgeschlossenen Untergruppen in Betracht zog.
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Darunter versteht er folgendes. Ist y ein Elément von © und x ein end-
licher normaler Unterkorper von K, so bewirkt y eine Abbildung von
z auf sich selbst. Bewirken y und y* eine gleiche Abbildung von z, so

sagen wir, y* befinde sich in einer x-Umgebung von y. Dièse Définition
der Umgebung erfullt aile Hausdorffschen Umgebungsaxiome :

a) Jedes Elément y ist in jeder seiner Umgebungen enthalten.
b) Der Durchschnitt zweier Umgebungen von y enthalt eine neue

Umgebung von y. Er ist vielmehr selbst eine Umgebung von y, Denn der
Durchschnitt von den xr und z2-Umgebungen ist die z3-Umgebung, wobei

z3 als Vereinigungskorper von zx und z2 endlich und normal ist.
c) Ist â ein Elément der z-Umgebung von y, so gibt es eine Umgebung

von S, die ganz in der z-Umgebung von y liegt. Vielmehr fallen
die z-Umgebungen von y und S zusammen, da sie den Inbegriff der Ele-
mente von <3 enthalten, die unter den Elementen des Korpers z eine
und dieselbe Permutation bewirken.

Sind y und ô verschiedene Elemente von (g, so gibt es eine Umgebung

von y, die das Elément ô nicht enthalt. Denn sind y und S ver-
schieden, so gibt es in K GroGen, die sich gegenuber y und 8 verschie-
den verhalten. Da jede dieser GroGen einen endlichen Korper erzeugt,
so entsprechen diesen Korpern verschiedene Umgebungen von y und d.

Dièse Définition erlaubt, Haufimgselemente (H.-E.) zu definieren. Ist
ï} eine Untergruppe von (3, so soll ein Haufungselement (kurz H.-E.)
von S} Elemente von 1} in jeder seiner Umgebungen enthalten. Ein H.-E.
von ï) braucht wohl selbst in ï) nicht enthalten zu sein. Enthalt aber
eine Untergruppe t} von © aile ihre H.-E., so heiGt sie abgeschlossen.

Jede Gruppe, zu der ein Unterkorper von K gehort, ist abgeschlossen.

Umgekehrt : zu jeder abgeschlossenen Gruppe £} muG ein Unterkorper
U von iTgehoren, so daG ï}[£/(£))] f} gilt. Um also die Fundamental-
satze der Galoisschen Théorie auf unendliche Korper erweitern zu kon-

nen, muG man nur diejenigen Untergruppen von ï} in Betracht nehmen,
welche abgeschlossen sind.

8. Die Bedingungen fur das Bestehen der Relation (1.7) wurden von
R. Baer (3) ausfuhrlich untersucht. Er fand, daG es jedenfalls einen Zwi-
schenkorper 5 gibt, den er den starren Korper zwischen K und dem
Rationalitatsbereich nennt. Der starre Korper ist dadurch charakterisiert,
daG K ordenthch ist (d. h. stets (1.8) gilt), wenn man 5 als
Rationalitatsbereich nimmt, wàhrend aile GroGen von »S gegenuber allen Auto-
morphismen von K invariant bleiben. Ich kann hier nicht in die weite-

ren interessanten Ausfuhrungen dieser Arbeit eingehen.

9. Es ist sehr schwer, die Galoissche Gruppe fur die Falle zu defi-
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nieren, wo der zu untersuchende Korper K einen hoheren Transzendenz-
grad hat als sein Rationalitatsbereich. Der Grund dazu liegt darin, daC
die universelle Norm eines solchen Korpers (d. h. der Korper, welcher
aile mit den Unterkorpern von K konjugierten Korper enthalt) ein un-
endlicher Korper ist, dessen Définition schwer analytisch aufzufassen ist.
Urn eine Gruppe, welche die Haupteigenschaften der Galoisschen Gruppe
besitzen soll, mindestens theoretisch aufzustellen, ^kann man folgendes
Schéma skizzieren. Es seien xly x2y xn die erzeugenden Grofien eines

Korpers K, zwischen denen gewisse algebraische Relationen bestehen

mogen, die wir mit (i) bezeichnen wollen. Man kann jeden Unterkorper
U von K analog durch erzeugende GroGen &, £2

> .•>£*« bestimmen,
wobei die Çz sich rational durch die xt- ausdrucken :

£t= &(#i, *2, ••> *n) {* J> 2> -, M) -

Die Gleichungen

(il) £t{xlyX2y •••> Xn) &{?!, fi 9 ?•• >/«) (t=l,2,.. ,m)

bestimmen einen neuen Korper, dessen Erzeugenden [xlt x2, ...,xH;
70J2, ..>yn\yi,yl, ...,V; •••] durch die Relationen (i) und(u)ver-
bunden sind. Diesen Korper kann man relative Norm (in bezug auf U)
von K nennen. Der Uebergang von (xlf x2, xn) zu (ylfy2t .-.9yn)
wird als Transmutation von K oder Permutation seiner Relativnorm be-
zeichnet. Durchlauft U samtliche Unterkorper von K, so erzeugen die

entsprechenden Relativnormen die gesuchte universelle Norm. Das Kom-
positum samtlicher soeben aufgestellter Permutationen ist eine Gruppe,
die aile Haupteigenschaften der Galoisschen Gruppe besitzt.

io. Man kann die Galoissche Gruppe eines Korpers algebraischer
Funktionen etwas anders aufstellen, indem man nicht die Funktionen des

Korpers, sondern die Gesamtheit ihrer Wertesysteme ins Auge fafit, die
die sogenannte absoluté Rzemannsche Flache bilden (vgl. 86). Dann fuhrt
jede Transformation der Galoisschen Gruppe jeden Wert einer Funktion
von K in einen andern Wert uber, so dafi zwischen den Werten ver-
schiedener Funktionen dieselben Relationen bestehen bleiben. Da

jede Funktion durch die Gesamtheit ihrer Werte vollstandig bestimmt
ist, so werden durch eine solche Transformation auch die Funktionen
bestimmt, in welche die gegebenen Funktionen ubergehen. Die verschie-
denen Monodromzegruppen, die gewisse Rationalitatsbereiche in Ruhe
lassen, sind in dieser Gruppe enthalten. Es kann sehr wohl eintreten,
dafi eine Transformation einige Funktionen von K aus K hinausfuhrt.
Das findet im Falle einer unabhangigen Veranderlichen seinen Ausdruck
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darin, dafi eine durch ihre Null- und Unendlichkeitsstellen bis auf eine

multiplikative Konstante bestimmte Funktion

— Pi ?2... Vm

in ein Produkt

Pi V2 Vm

ubergeht, worin der Zahler und der Nenner in verschiedenen Idealklassen

liegen. Jede Transformation, welche Divisoren ia aquivalente Divisoren
uberfuhrt, gehort zu der sogenannten Gruppe der Transformationen tn
sich (38), die eine analoge Rolle spielt wie die von A. Loewy (47) ein-
gefuhrte Gruppe der automorphen Transformationen.

11. Es ist in der Théorie der algebraischen Funktionen eine Gruppe
von Wichtigkeit, die mit der soebcn defînierten Galoisschen Gruppe in

engem Zusammenhange steht.
Es seien u^^\ &2P'P', • •> uVpV die auf der Riemannschen Flache von

K defînierten linear unabhangigen Abelschen Intégrale 1. Gattung. Das

Jacobische Umkehrungsproblem besteht in der Losung des Gleichungs-
systems

(1.9) «?*'**+**»'* +... + U,V''r'> Vi (Z=I, 2,

wobei die unteren Grenzen pz- gegeben und die oberen Grenzen p/ ge-
sucht sind und die Kongruenzen nach den Periodensystemen als Moduln

genommen sind. Dièses Problem ist bei ,,allgemeiner Lage" der Punkte

p,- eindeutig losbar (54; 4). Fassen wir die pif p/ als Koordinaten der
Punkte P, P' eines ^>-dimensionalen Raumes auf, so bestimmt jedes
Wertesystem der Parameter vt- eine Transformation, welche jeden Punkt
P in einen bestimmten Punkt Pf uberfuhrt (hier muf3 man die sich durch
die Ordnung der Koordinatenwerte unterscheidenden Punkte als nicht
verschieden betrachten, so dafi man dièse Punkte eindeutig mittels der
Werte der symmetrischen Funktionen von p£ bestimmen kann). Die

Gruppe dieser Transformationen ist mit der /-gliedrigen Gruppe der

parallelen Verschîebungen im kleinen isomorph (vgl. 6j) und findet ihren

analytischen Ausdruck in den Additionsformeln der Abelschen
Funktionen. Sie ist Untergruppe einer erweiterten Galoisschen Gruppe, die
die Koordinaten des Punktes P voneinander unabhàngig transformiert.
Im folgenden wollen wir dièse Gruppe JacobiscJie Gruppe nennen.

243



§2. Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe

Das Problem der Auffindung von Gleichungen mit vorgeschriebener
Gruppe gehort zu den wichtigsten Problemen der modernen Galoisschen
Théorie und ist bis jetzt noch nicht gelost. Es kann in den folgenden
drei Arten aufgefaOt werden:

I. Man finde irgendwelche Gleichungen, deren Gruppe mit einer ge-
gebenen Gruppe © isomorph ist.

II. Man finde die allgemeinste parametrische Form der Koeffizienten
einer Gieichung, deren Gruppe mit © oder einem Teiler von ©
isomorph ist. Die Darstellbarkeit der Koeffizienten in dieser Form
soll notwendige und hinreichende Bedingung dafur sein, dafi die

Gruppe der Gieichung entweder mit © oder mit einem Teiler von
© isomorph ist.

III. Man stelle ein Verfahren auf zur Bestimmung von Gleichungen,
deren Gruppe mit © isomorph ist. Dièses Verfahren soll aile
Gleichungen dieser Art erschopfen, falls es hinlanglich weit fortgesetzt
wird.

2. Die Aufgabe II la(3t stets eine Losung zu, wenn fur eine gegebene

Gruppe © der verallgemeinerte Lurothsche Satz (welcher auch Satz von
der ratzonalen Minimalbasis heifit) gilt. Dieser Satz kann folgender-
mafien formuliert werden :

Ist Kn(xlfx2, ...,xH) der Korper der rationalen Funktionen der Ver-
anderlichen xt, x2, xn, so ist jeder Unterkorper von Kn (xt, x2,.. xn)

mit Km(xif x2, xm) (ni^ln) isomorph. (Man kann auch sagen: dieser

Korper ist rein transzendent),
Diesen Satz hat Luroth (48) fur den Fall n — 1 bewiesen. Castel-

nuovo (15) hat den Beweis fur « 2 gefunden. Fur den Fall # := 3

haben G. Fano (21) und F. Enriques (20) ein Gegenbeispiel gefunden.
Fur die Lôsung der Aufgabe II ist aber dieser Satz nicht in seinem

vollen Umfange notwendig. Beschranken wir uns auf den Fall, daG der
zu untersuchende Unterkorper den Korper der elementar-symmetrischen
Funktionen von xlyx2, ...,xn enthalt, so ist die Richtigkeit des Satzes

mit der Lôsbarkeit der Aufgabe II vollstkndig aquivalent. Nun ist aber
die Frage nach der Richtigkeit dièses Satzes ,,in engerer Fassung" bis

jetzt offen (vgl. 74, Bemerkung von B. L. Van der Waerden). Trifft auch

dies nicht allgemein zu, so kann man fur jede abstrakt gegebene end-

liche Gruppe © entscheiden, ob sie ,,Lurothsch" ist oder nicht, d. h.

ob der Korper K (alt a2> an; <p) rein transzendent ist, wobei © als

Permutationsgruppe von xlf x2, xn dargestellt ist, al9 a2y an die

244



elementar-symmetrischen Funktionen von xly x2, xn sind, und <p eine
zu © gehorende Funktion von xly x2, xn ist.

3. E. Noether (55) hat aus der Aufgabe II die Aufgabe I gefolgert,
indem sie den Hilbertschen Irreduzibilitâtssatz (35) heranzog, nach wei-
chem man bei jedem irreduziblen Polynom fur den einen Teil der Va-
riablen solche Zahlenwerte wâhlen kann, daf3 sich ein irreduzibles Polynom

der ùbrigen Variablen ergibt.
Man kann dièses Ergebnis etwas verschàrfen, indem man nicht nur

die Aufgabe I, sondern auch die Aufgabe III aus der Aufgabe II fol-
gert. Dazu benutzt man das folgende von M. Bauer (5,6) angegebene
Verfahren. Es ist bekannt, da!3 die Galoissche Gruppe © einer alge-
braischen Gleichung

(2.1) xn-\-a,xn l + -\-aM-t x-\-aM O

sich in eine ihrer Untergruppen verwandelt, wenn man die GroCen des

Rationalitàtsbereiches nicht absolut, sondern modulo einer Primzahl (oder
eines Primideals) dièses Rationalitàtsbereichs betrachtet, wenn man also
den Rationalitâtsbereich durch seinen Faktorbereich ersetzt (16, 70, 79).
Es ist andererseits bekannt, dai3 die Galoissche Gruppe einer Primzahl-
modulkongruenz zyklisch ist, und dafi dabei eine erzeugende Permutation
der letzteren Gruppe aus den Zyklen von den Ordnungen besteht, die
den Graden der irreduziblen Bestandteile unserer Kongruenz gleich
sind. Daraus folgt: gilt

(2.2) f (x) X% Aif X% (mod p)

wobei Xnf ein modulo p irreduzibles Polynom vom Grade ni bedeutet
(#1 + #2 + ..¦ + % #) so enthàlt die Gruppe von (2.1) eine Permutation

mit den #r, n2-, ^-gliedrigen Zyklen.
4. Wir nehmen an, der Korper K (al9 a2, an; <p) sei rein trans-

zendent (vgl. die Bezeichnungen der N° 2). D. h. es gibt rationale
Funktionen 7zlf tt2, ...,7rn von aif a2y aM\ <p derart, dafi umgekehrt
ai9 a2, an\ cp sich durch die nt- ausdriicken lassen. Nun sei (&l9 ©2,

(Bs ein System der Untergruppen von (g derart, dai3 jede echte

Untergruppe von © ein Teiler wenigstens des einen von den ©,- ist.
Ein solches System kann man sicher aufstellen, indem man als die (g,-

z. B. aile echten Untergruppen von © nimmt.
Es sei (pi eine zu ©,- gehorende Funktion von xl, xz, xn (i I, 2,..., s)>

und es sei F{ (xt) das Polynom des niedrigsten Grades, dessen Koeffi-
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zienten rationale Funktionen von 7i1)nif ...,Tcn sind und dessen Wurzel

çpi ist (z i, 2, s). Man erkennt, da!3 der Grad von ¦/*/(#,-) dem Index
((5: (5/) gleich ist (z== I, 2, s)

Die Gruppe der Gleichung Ft- (xv) o enthàlt als transitive Permuta-

tionsgruppe eine Permutation Sz-, welche aile Ziffern àndert. Dieser
Permutation entspricht wenigstens eine Permutation von (5. Es sei St- eine

solche Permutation, deren Zyklen von den Ordnungen nl9 n2, nk sein

mogen. Man nehme eine beliebige Primzahl p{ ^> n — 2 und man setze

(2.3) f (x) X™ X{/f Xlff (mod p.)

wobei Xn.* ein modulo pi irreduzibles Polynom vom Grade nj bedeutet.
Dadurch werden fur die a{ die Kongruenzklassen modulo p{ bestimmt.
Wir setzen dièse in die Ausdriicke der Koeffizienten der Gleichung
F {%) o ein und erhalten die Kongruenz

F {s) o (mod pu

welche sicher eine oder mehrere rationale Wurzeln hat. Es sei çp{ eine
dieser Wurzeln. Dann gehe (p{ in die anderen rationalen Wurzeln ùber
mittels einiger Permutationen JSl9 I29 2*v der symmetrischen Permu-

tationsgruppe S von xi9 x%9 xn
Durch die Festsetzung (2.3) ist die ,,breite" Klasse der Permutation

bestimmt, zu der p{ gehôrt, d. h. die Gesamtheit aller mit Si innerhalb
S âhnlichen Permutationen. Wàhlen wir aber die Kongruenzklasse von
çpi fest, so wird dadurch eine Abteilung von St- innerhalb © bestimmt.
Ist "iX die Abteilung von Sz-, so sind

y-i }f y v

gerade diejenigen Abteilungen von ©, welche den Zyklentyp von St-

haben. Einer dieser Abteilungen mui3 die Abteilung der von uns

gewàhlten Permutation Si entsprechen. Setzen wir die Werte von

(p/ (j= 1, 2, v) in die Ausdriicke der Koeffizienten der Gleichung
Fi [g}) o ein, so entspricht mindestens eine der daraus entstandenen

Kongruenzen Fi(zt) o (modpt) der Permutation St- und besitzt dem-
nach keine rationale Wurzeln. D. h. p{ gehort in K(xl9x2, ...9xM) zu

einer Permutationsklasse, welche nicht in ®{ enthalten ist.
Nehmen wir i=ï9 2, s, so erhalten wir fur ai9 ai9 an; cp und

also fur nl97zty ...,nn die Kongruenzklassen modulo P — ptp2 ...ps
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Wàhlen wir dabei die izt innerhalb der soeben bestimmten Kongruenz-
klassen fest und setzen dièse Werte in die Ausdrucke der Kongruenzen
der Gleichung f {x) o ein, so ist die Gruppe der so entstehenden

Gleichung genau (g. Denn sie ist einerseits kraft der parametrischen
Ausdrucke von den at- in (8 enthalten. Andererseits ist sie wegen der
aufgestellten Kongruenzbedingungen in keiner der Gruppen (0O <g2, (&s

enthalten.
5. Will man insbesondere die affektlosen Gleichungen aufstellen, so

kann man nach einem Vorgang von M. Bauer drei beliebige Primzahlen/,
q9 r (r^n — 2) nehmen und dann das Polynom f(x) durch drei
Kongruenzbedingungen

f(x) Xi» (mod/)
f(x) X& (x — b) (mod q)

f(x) XP (x — bJix — h)... (x-bn 2) (mod r)

beschranken. Die Gruppe der Gleichung f(x) =0 enthalt einen ^-glied-
rigen, einen (n—i)-gliedrigen Zyklus und eine Transposition und ist
demnach die symmetrische Gruppe (5, 6, 79).

6. Das in N° 4 dargelegte Verfahren erlaubt, aile moglichen Gleichungen

mit der Gruppe © zu erschopfen, wenn man es hinlanglich weit
fortsetzt. Das folgt aus dem folgenden Ergebnis von Frobenius (23):

Enthalt die Gruppe der Gleichung f[x) =0 eine Permutation mit
den Zyklen n11n2y ...,nk {Znt'—n), so gibt es unendlich viele Prim-
zahlen p derart, dafi die Kongruenz /(^)~o (mod/) in irreduzible
Polynôme von den Graden nlf n,, nk zerfallt.

Der etwas vage Begriff ,,alle Gleichungen" kann dadurch prazisiert
werden, dafi wir uns die Aufgabe stellen, samtliche Gleichungen mit
der Gruppe © aufzustellen, deren Koeffizienten eine gegebene Grenze
nicht ubersteigen. Dazu muG man das Frobeniussche Résultat folgender-
ma£3en verscharfen :

Man finde die Grenzen, unterhalb deren sich gewiO eine vorgeschrie-
bene Anzahl der Primzahlen von verlangter Beschaffenheit beflndet.

Solche Grenzen haben L. Kronecker (42) und F. Mertens (49) fur den

Fall der arithmetischen Progressionen angegeben. Ich habe dièse Ab-
schatzung fur die Frobeniussche Aufgabe durchgefuhrt (81). Das Ergebnis

ist wie folgt. Ist

(2.4) x Max J 2 \7^7 +2 W) fur aile d\f,
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so sind im Intervalle (i,x) sicher V Primzahlen enthalten, die zur Ab-
teilung von 5 gehoren. Die Konstanten Ad, gd, hd, W hangen von
den gewissen Unterkorpern von K und von der Zahl V ab. Um dièse
Grenze explizite durch die Koeffizienten der Gleichung (2.1) auszu-
drucken, ist es notig, fur gewisse Konstanten von K Abschatzungen
anzugeben. Ganz neuerdings hat R. Remak (61) fur den Regulator eines

Korpers eine obère und eine untere Grenze aufgestellt, was fur die Ab-
schatzung der Formel (2.4) besonders wichtig ist.

7. Suchen wir nur die Losung der Aufgabe I, so ist die Losbarkeit
der Lurothschen Aufgabe nicht notwendig. Ist F (99) o die Gleichung,
der eine zu <5 gehorende Funktion 99 genugt, so sind die Koeffizienten
des Polynoms F (99) rationale Funktionen der Koeffizienten alfa2, an

des Polynoms f(x). Nehmen wir f (x) X{n{j) x£j) X%j) (mod p,),
so werden dadurch die at modulo pj bestimmt. Setzen wir ihre Werte
in die Kongruenz F (z) o (mod Pj ein, so mu!3 dièse Kongruenz
wenigstens eine rationale Wurzel haben. Hat sie mehrere Wurzeln, so
wahlen wir unter îhnen diejenige, welche einer fur uns notigen Abteilung
entspricht. Durchlauft j die Werte 1, 2, s, so werden ai9 a2j an;
<p modulis pl,p2, ,pS9 a^so modulo p — pxp2 ps bestimmt, sind also

in der Form at d^ -f- Ptt, 99 Ç9O ~f- Pu darstellbar, wo af\ af\ a^ ;

<p Konstanten bedeuten. Setzen wir dies in die Gleichung F (99) o ein,
so erhalten wir eine Diophantische Gleichung 0 (t19 t2, tn, u) o.

Die Aufgabe lauft demnach auf die Losung dieser Gleichung hinaus.
Man beachte dabei, dai3 dièse Gleichung folgende Eigenschaften besitzt :

1) Sie ist stets in gebrochenen rationalen Zahlen losbar. Man kann
namlich statt der at die elementar-symmetrischen Funktionen der n will-
kurlichen rationalen Zahlenwerte einsetzen, so daG die Losung n ,,Frei-
heitsgrade" besitzt.

2) Sie ist stets in ganzen/-adischen Zahlen losbar, wobei die Pnmzahl/
ganz beliebig zu wahlen ist.

Die Losbarkeit der Gleichung 0 o hangt von der Wahl der zu ©
gehorenden Funktion nicht ab.

8. Es sind der Losung der in Rede stehenden Aufgaben fur einige
spezielle Gruppen viele Arbeiten gewidmet. An der ersten Linie steht
die Arbeit von D. Hilbert (35), in welcher die Aufgabe I auf Grund des

Irreduzibilitatssatzes fur symmetrische und alternierende Gruppen jeder
Ordnung geiost ist. Die wirkliche Aufstellung von Gleichungen mit al-
ternierender Gruppe wurde neuerdings von I. Schur (72) fast vollstandig
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durchgefuhrt. Ist namlich n ^ o (mod 4), so zeigt Schur, daG die
Gleichung

die alternierende Gruppe als Galoissche Gruppe besitzt. Andererseits
beweist er (Crelle : 165, 1931), dafi bei n=i (mod 2) die Gleichung

ebenfalls die alternierende Gruppe als Galoissche Gruppe hat.

9. Bei der Losung der Aufgabe II ist es wichtig, die Lurothsche
Aufgabe durch ratzonalzahlige rationale Funktionen zu losen. Dieser

Frage fur den Fall auflosbarer Gruppen vom Primzahlgrad sind die
Arbeiten von S. Breuer (10, 11) und Ph. Furtwangler (27) gewidmet.
Furtwangler hat fur den Fall zyklischer Gruppen vom Primzahlgrad /
folgendes hinreichendes Kriterium aufgestellt:

Die Aufgabe Ia6t eine Losung zu, wenn es gelingt, ein ganzzahliges
Zahlensystem e0 ,ei9..., ^_2 aufzustellen, so dafi 1) die Hankelsche
Déterminante

e09 ^1, ...,<?/ 2

eif e2i e0

ist, 2) die Kongruenzen ]>} e{ g{ o (mod p) gelten, wobei g eine Pri-
1=0

mitivwurzel von p ist.
Dièses Kriterium ist z. B. fur / 47 nicht erfullt. Nachtraglich gibt

Furtwangler einige allgemeine Vorschriften fur die Aufstellung der ra-
tionalen Minimalbasen von metazyklischen Gruppen.

Breuer hat mehrere ahnliche Kriterien hergeleitet, indem er seinen
Satz uber die Zerspaltung eines Korpers der rationalen Funktionen von
n Veranderlichen in zwei Unterkôrper benutzte, von denen einer von
den vollmetazyklischen Funktionen der erzeugenden Veranderlichen ab-

hangt.
10. Die Aufgaben I und III wurden auf Relativkorper erweitert. Zu-

nachst kann die Aufgabe III als fur Relativkorper gelost betrachtet

werden, wenn eine bekannte Rationalbasis nicht rationalzahlig ist, son-
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dern gewisse Kreiskôrperzahlen unter den Koeffizienten enthàlt (vgl.
z. B. E. Fischer, 22). Das ist aber keine Erweiterung der Aufgabe.
Eine Losung der Aufgaben I und III kann nur dann als befriedigende
Erweiterung der Aufgaben auf Relativkôrper betrachtet werden, wenn
wir auch uber die absolute Galoissche Gruppe etwas sagen kônnen.

Man kann die Arbeiten von O. Ore (57) und H. Hasse (30, 31) als

die ersten in dieser Richtung nennen, obwohl sie sich nicht unmittelbar
mit diesen Aufgaben beschàftigen. Hasse legt einen Zahlkôrper k und
eine Anzahl der darin enthaltenen Primideale pt> zugrunde. Dann fmdet
er unendlich viele Oberkôrper K, in denen die \>; in Primideale von
vorgeschriebener Ordnung und Multiplizitat zerfallen. Sodann macht er
eine wesentliche Verschkrfung dièses Résultats, indem er die vorge-
schriebenen Zerlegungen regular annimmt und verlangt, daG K/k relativ
Abelsch ist. Er gibt den Existenzbeweis unter gewissen einschrankenden

Voraussetzungen.

11. Die allgemeine Aufgabe I fur Relativkôrper kann folgendermaGen
formuliert werden (vgl. 84) :

Aufgabe A. Es sei ein algebraischer Zahlkôrper k gegeben, dessen

Gruppe 9 sein moge. Es sei auGerdem eine abstrakte Gruppe <5 mit
einem Normalteiler £} gegeben, so daG die Faktorgruppe <&/£} mit q,

isomorph ist. Man finde die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafur, daG es einen Oberkôrper K von k gibt, dessen Gruppe mit <5

isomorph ist.
Das nachstehende Beispiel zeigt, daG dièse Aufgabe in manchen Fallen

nicht losbar ist. Es sei k zyklisch vom Primzahlgrade /. (S sei zyklisch
von der Ordnung /2. Die kritischen Primzahlen von k seien wohl 1

(mod /), aber nicht 1 (mod /2). Aus dem zahlentheoretischen Mono-
dromiesats folgt, daG K wenigstens eine Tragheitsgruppe von der

Ordnung P enthalten muG (vgl. 82), Die einer solchen Tragheitsgruppe
entsprechende Primzahl p muG auch in k kritisch sein, was unmoglich
ist, da sie bekanntlich die Kongruenz p 1 (mod /2) befriedigt.

Dièses Beispiel zeigt auch, daG die Lôsbarkeit der Aufgabe A nicht
durch die blosse Struktur der Gruppe (0, sondera auch durch gewisse
arithmetische Eigenschaften des Korpers k bestimmt wird.

12. Fur die Aufgabe A in bezug auf Abelsche Gruppen hat A. Scholz

(63, 64) besonders wichtige Ergebnisse erhalten. Seine Untersuchungen
betreffen meistens die zweistufigen Gruppen (d. h. Gruppen mit Abel-
schen Kommutatorgruppen) und schreiten wesentlich in zwei Richtungen
fort. Erstens hat er eine sehr zweckmàGige Klassifikation von zwei-
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stufigen Gruppen durchgefuhrt. Die einfachste seiner Klassen, welche er
Disposttionsgruppen nannte, lafit eine Losung1 der Aufgabe A unab-

hangig von den arithmetischen Eigenschaften des Korpers k zu (63).
Man kann die Dispositionsgruppe als Gruppe <5 definieren, deren Abel-
sche Normalteiler ï} das direkte Produkt aller zyklischen Gruppen ist,
die mit einer von ihnen konjugiert sind. Aufierdem soll jede dieser

zyklischen Gruppen keinen Normalisator auf3er £j besitzen.
Scholz hat fur die Dispositionsgruppen folgende zwei Satze bewiesen :

1) Eine Dispositionsgruppe <£> wird vollstandig bestimmt, sobald man
die Gruppe <£>/£) und die Ordnung eines erzeugenden Eléments von £j
kennt.

2) Ist ein algebraischer Zahlkorper k mit der Gruppe (0/1} gegeben,
so kann man stets einen Oberkorper K finden, dessen Gruppe mit <3

isomorph ist.

Spater hat Scholz den ersten dieser Satze auf den Fall erweitert, wo
sowohl <5/£) als auch f) nicht Abelsch, sondern ganz beliebig sind (65).

Zweitens hat Scholz andere mogliche Typen von zweistufigen Gruppen
eingehend untersucht (64). Er hat namlich un ter allen zweistufigen Gruppen

zwei Maxitnaltypen (d. h. solche Typen, daf3 eine jede zweistufige
Gruppe als Faktorgruppe eines Produkts von Gruppen dieser Typen
dargestellt werden kann) gefunden : Rtnggruppen und Zweiggruppen.
Ringgruppen sind stets Faktorgruppen gewisser Potenzen von
Dispositionsgruppen. Zweiçgruppen besitzen dagegen eine Eigenschaft, die eine

solche Darstellung nicht zulaGt: sie haben keine Abelsche Obergruppe
der Kommutatorgruppe. Demnach bleibt die Frage nach der Existenz

von Relativkorpern mit Zweiggruppen ofifen.

13. Ich habe der Aufgabe A eine Arbeit gewidmet (84). Darin habe
ich den Begriff der Dispositionsgruppe etwas verallgemeinert, indem ich

die Forderung, daG jede erzeugende zyklische Untergruppe von ï} keinen

Normalisator auGer <5 zulafit, weggeworfen habe. Dann entstehen die

sogenannten Scholzschen Gruppen, denen die reinverzwezgten (d. h. keine

unverzweigte Oberkorper von k enthaltenden) Kôrper mit den Relativ-
diskriminanten entsprechen, deren Primidealteiler innerhalb k nicht kri-
tisch sind. Die Frage nach der Einzigkeit einer Scholzschen Gruppe,

wenn die Faktorgruppe <8/ï}, die Ordnung eines erzeugenden Eléments

von £} und sein Normalisator gegeben sind, bleibt offen. Die Frage
nach der Existenz eines Relativkôrpers mit einer gegebenen Scholzschen

Gruppe ist auf die Existenzfrage von Hauptprimidealen p mit vorge-

schriebenen Werten des Hasseschen Normenrestsymbols l~—\ (vgl.
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Hasse, 32III) zuruckgefuhrt. Dièse Frage liegt aber aufier dem Rahmen
der bis jetzt bekannten analytischen Idealtheorie.

14. Gehort die Gruppe (g nicht zum Typ der Scholzschen Gruppen,
so kann man nur dann die Existenz eines entsprechenden Oberkorpers
erwarten, wenn er entweder einen absoluten Teilklassenkorper enthalt
oder seine relativ kritischen Primideale auch innerhalb k kritisch sind.
In diesem Falle bleiben wir unter der vollen Herrschaft der indivi-
duellen Eigentumlichkeiten des Korpers k.

Die Gruppen der absoluten Klassenkorper konnen ebenfalls nicht ganz
willkurlich sein. Einerseits sind sie durch den schon obenerwahnten
Monodromiesatz beschrankt, nach welchem aile Tragheitsgruppen durch
Komposition die voile Galoissche Gruppe des Korpers erzeugen, wahrend
die Tragheitsgruppen eines relativ unverzweigten Korpers eine einein-

deutige Abbildung auf die Tragheitsgruppen des Grundkorpers k zu-
lassen. Ich habe, indem ich von diesem Prinzip ausging, eine Klassifika-
tion der moglichen Gruppentypen von absoluten Klassenkorpern durch-
gefuhrt (82). Andererseits haben F. Pollaczek (60) und Scholz (66) eine
durch die Eigenschaften des Grundeinheitensystems beeinflufite Ein-
schrankung der absoluten Klassenkorper entdeckt und entwickelt.

§3. Ueber die analytische Form der zu vorgeschriebener Permuta-
tionsklasse gehorenden Primzahlen

1. Ein algebraischer Zahlkorper ist bekanntlich nicht durch seine
Galoissche Gruppe vollstandig bestimmt. Die bekannten Invarianten, die
den Korper vollstandig bestimmen, sind die sogenannten Artin-Symbole

(K\—) (32 III, S. 6), d. h. die Permutationsklassen, zu denen einzelne

Primzahlen gehoren. Die Anzahl dieser Invarianten ist unendlich, woraus
folgt, daf3 sie nicht voneinander unabhangig sein konnen. Die zwischen
ihnen bestehenden Relationen konnen hergeleitet werden, wenn wir die

analytische Form kennen, in welcher die Primzahlen darstellbar sind,
die zu gewissen Permutationsklassen gehoren, d. h. einem und demselben

—) entsprechen. Es erweist sich, dafi solche analytische
V

Formen von den Struktureigenschaften der entsprechenden Gruppen <8

abhangen. Dieser Zusammenhang liefert einen tiefen Einblick in die arith-
metische Struktur eines Korpers mit bekannter Galoisschen Gruppe.

2. Zunachst erinnere ich an den klassischen Fall eines Abelschen

Korpers. Damit eine Primzahl zu einer gegebenen Permutation (in
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diesem Fall besteht jede Permutationsklasse nur aus einer Permutation)
gehore, muf3 sie in der Form einer der verschiedenen arithmetischen Pro-
gressionen ax -f- b darstellbar sein, die der Permutation der Galoisschen

Gruppe eindeutig entsprechen. Die Zahl a ist fur aile Permutationen
dieselbe und besteht aus den Primzahlen, die in der Diskriminante des

Korpers aufgehen, wahrend die b den verschiedenen Permutationen der
Galoisschen Gruppe zugeordnet sind.

3. Der weitere klassisch gewordene Fall entspricht der komplexen
Multiplikation der elliptischen Funktionen. Ist ein Zahlkorper relativ
Abelsch uber einem imagmar-quadratischen Korper, so ist jede zu einer
gegebenen Permutationsklasse gehorende Primzahl durch eine oder
mehrere positive quadratische Formen darstellbar, deren Diskriminante
von dem Korper abhangt (genauer: gleich der Diskriminante des ima-

ginar-quadratischen Korpers ist) und deren Klassen den Permutations-
klassen zugeordnet sind.

4. Dièse Tatsache wurde von Kronecker vermutet (,,Jugendtraum")
und von R. Fueter (24, 25) bewiesen. Die Prinzipien, auf denen sie beruht,
folgen aus der verallgemeinerten Klassenkorpertheorie. Fafit man nam-
lich nur diejenigen Zahlen eines Korpers k als Hauptideale auf, welche
gewissen Kongruenzen modulo eines Ideals f (welches man Fuhrer nennt)

genugen, und ist h die Klassenzahl in diesem neuen Sinne, so gibt es

einen relativ Abelschen Korper K vom Relativgrade h, sogenannten
Klassenkorper, der die Eigenschaft besitzt, daf3 innerhalb K diejenigen
und nur diejenigen Primideale von k vollstandig zerfallen, welche in der
Hauptklasse liegen (Ph. Furtwangler, 26; T. Takagi, y6). Man kann
umgekehrt jeden uber k relativ Abelschen Korper als einen Klassenkorper

mit geeignet gewahltem Fuhrer betrachten (Fueter, 24; Takagi,
76; Hasse, 32).

5. Nun stellen wir uns die allgemeine Frage nach der analytischen
Form der Primzahlen, welche zu durch die Potenzen einer Permutation
vS erzeugten Klassen gehoren. Es sei ein normaler algebraischer
Zahlkorper K gegeben, dessen Gruppe sei (g. Es sei ferner *S eine Permutation

von (S. Damit eine Primzahl p zu einer der Klassen gehore, die
durch Potenzen von 5 erzeugt sind, ist notwendig und hinreichend,
dafi der zu £s gehorende Unterkorper Ks von K ein Primidealteiler p
von p ersten Grades enthalt, wobei £s die durch Potenzen von S er-
zeugte zyklische Untergruppe von (0 ist.

Es sei ala2, eu ein System der Reprasentanten aller verschiedenen

Idealklassen von Ks> und es sei {^1,^2, ...,/4î}) eine Basis des Ideals
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at {i =1,2, h) Dann ist N {$' xx + $ %i -f + $ xu) die (zer-
legbare) Form n-ten Grades der Veranderhchen ilf xt, xny deren
Koeffîzienten die Zahl N{at) als grofiten gemeinsamen Teiler haben
Der Quotient

ist also eine primitive Form n-ten Grades Ergeben wir den xz aile ganzen
rationaien Zahlenwerte, so durchlaufen die Werte der Form ft (xly xly xH)

die Normen aller Idéale, deren Klasse zu der Klasse von at entge-
gengesetzt ist Denn hegt b in der zu az entgegengesetzten Idealklasse,

so ist ba, ein Hauptideal, welches mit einer Zahl xx [$ -j- Xz^ + +
xn $ des Ideals at assoznert sein moge Es gilt also

N(b) N(at) N(x, (i{l)J[-x>^-\~ +xu$) N(at) ft {xux9, fxH)

Ist p ein Pnmideal ersten Grades von Ks> gilt also N(\>) -=p, so suche

man denjenigen Reprasentant az, dessen Klasse zur Klasse von p ent-

gegengesetzt ist Dann ist p in der Form ft (xt, x9, xM) darstellbar
Ist umgekehrt p in der Form ft[xlf x2} xn) darstellbar, so ist N(at)p
in der Form N{xx $ -\ x%\)^ + + xn$) darstellbar Die Zahl Xifif
-\- x2 /JP -\ xn \i~n ist durch at teilbar, und die Norm des Quotienten-

îdeals—^ + Z2fi* + ±-"^-ist gleich/. Daraus folgt, daG es ein

Idéal mit der Norm / gibt Dièses Idéal mu6 ein Pnmideal vom Grade

i sein
6 Um die Bedingung fur die Zugehongkeit einer Pnmzahl p zur Ab-

tetlung von vS aufzustellen, mussen wir ihre Zugehongkeit zu den Potenzen
Sk von 6" ausschheGen, deren Exponenten k nicht zur Ordnung f von
5 relativ prim sind Dazu muf3 p in Ks mindestens ein Pnmideal ersten
Grades enthalten, wahrend dies fur kein Ksk zutrifift, wenn (k, f) 7^ 1 ist
Sind

(3 2) gt [xx 9 x2, xH), ht (xt ,xi9 xH),

die den Korpern K$k entsprechenden Formen, die ebenso wie die Form

ft{xi} x2, xH) gebaut sind, so gehort / zur Abteilung von 5 dann
und nur dann, wenn sie durch eine der Formen (3 1), aber durch keine
der Formen (3.2) darstellbar ist
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y. Wie kann man die Zugehorigkeit einer Primzahl p zur Klasse von
S charakterisieren Ich kann das nur dann dartun, wenn ich eine Zahl
a derart kenne, daG pf=L I (mod à) ist, aber keine niedere als die /-te
Potenz von p i (mod à) ist. Bildet man dann den Unterkorper K(tf)
des Korpers der a-ten Einheitswurzeln, so bleibt p in K(if) unzerlegbar.

lstp~ô (mod a), so gilt: ?^ 7^ (mod p). Nun bilden wir die GrôGe

J nœ + ij*u>s + + nbf~X ws/~\

wobei (o eine GroGe von K ist, und die Gleichung 4>(g) o, der £
genugt. Hait man schon fur festgestellt, daf3 p zur Abteilung von S gehôrt,
so gehôrt / zur Klasse von 5 dann und nur dann, wenn die Kongruenz
<P(g) O (mod/) rationale Wurzeln besitzt, d. h. wenn/im Kôrper iT(£)
mindestens einen Primidealteiler vom Grade i hat. Man kann also ein

Formensystem derart aufstellen, dal3 p durch sie dann und nur dann
darstellbar ist, wenn p zur Klasse von 5 gehort. Man kann fur jedes/
gewiG die entsprechende Zahl a finden ; den verschiedenen p entsprechen
aber verschiedene Formen. Ich kann demnach nicht eine endliche An-
zahl von Formen aufstellen, die fur samtliche Primzahlen gultig waren.

8. Aus diesem Kriterium folgen die in N° N° 2,3 betrachteten klassi-
schen Kriterien nicht. Um ein allgemeineres Kriterium aufzustellen, be-
trachten wir den Fall, daG % einen Abelschen Normalteiler £} hat.
Dann kann man K als einen relativ Abelschen Korper in bezug auf den

zu fj gehorigen Korper k auffassen. K ist also ein Klassenkorper von k.
Nach dem allgemeinen Reziprozitatsgesetze von E. Artin (2) besteht
zwischen den Permutationen von £j und den Idealklassen (genauer: den

Restklassen nach einer gewissen Idealklassenuntergruppe) von k eine

eineindeutige Beziehung, welche den Charakter eines Isomorphismus hat.

Die dem Korper k entsprechenden Formen (3.1) zerfallen demnach in
die Formensysteme B,-, von denen jedes einer der erwahnten
Restklassen entspricht. Die Anzahl der Formensysteme ist gleich der Ordnung
von f}. Das Artinsche Reziprozitatsgesetz besagt, da6 eine Primzahl p
dann und nur dann durch eine der Formen des Systems 3, darstellbar
ist, wenn sie zur Klasse von St- gehbrt, wobei St- eine dem System B,-

entsprechende Permutation von f} ist. Dièses Formensystem hat den

Vorteil, daG der Grad der ihnen entsprechenden Formen im allgemeinen

niedriger ist. Ist z. B. K absolut Abelsch, so ist k der rationale Korper,
so daG die Normen mit den Zahlen selbst zusammenfallen. Die Klassen-

einteilung der Zahlen des rationalen Korpers im ,,engeren" Sinne ist
nichts anderes als ihre Verteilung unter den Kongruenzklassen nach
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einem gewissen Modul, den man Fiïhrer nennt. Ist k quadratisch, so
kommen wir zu den quadratischen Formen, in voiler Uebereinstimmung
mit der allgemeinen Théorie.

9. Wir bemerken noch, daC die dem Korper k entsprechenden Formen
die sogenannte Formenkomposition zulassen. Ist z. B.

N{a)=ft{x19x2, xn), N{b) ft{yx,yt, ...,yn)

so ist

N{ab) f1{xi, x2, xn)-fc(y19yS9 ...,yH) •

Liegt andererseits ab etwa in der zu a3 entgegengesetzten Idealklasse^
so ist N(ab) f9{xl9 x2, ...,xH), wobei zX9zt9...9zn gewisse ganz-
zahlige bilineare Ausdrùcke in xl9 xi9 xn und yi9yi9 ...,yn sind»

welche man erhalten kann, indem man im bilinearen Ausdruck

i'^^^.wo^,^ ^),(^,^ ^ die Basen der

Idéale alfb2 sind, die $> fzf} durch eine Basis (fif, fif, ...,^8)) des

IdealsaAausdrùckt: $$ JJ cs{j $\ d.h. ai a2 ab J£ c^XiXjjif y

s i,j,s
und die Koeffizienten von {zf* mit zs bezeichnet : zs ^J c)j x{ Xj. Es ist

leicht zu verstehen, dafi dièse Komposition der Formen der Multiplika-
tion der ihnen entsprechenden Formen entspricht.

10. Um eine einfachste analytische Gestalt der zu verschiedenen Per-
mutationsklassen eines gegebenen Zahlkorpers gehorenden Primzahlen
zu erhalten, brauchen wir, maximale Abelsche Normalteiler seiner Gruppe
® zu finden. Dazu beachten wir, da6 eine Permutation »S von © dann

und nur dann in einem Abelschen Normalteiler von (S enthalten sein

kann, wenn ihre Klasse Abelsch tst, d. h. wenn aile Permutationen ihrer
Klasse miteinander vertauschbar sind. Ist d, C2, <Zk die Gesamtheit
aller Abelschen Klassen von (g, so besteht jeder Abelsche Normalteiler
von (0 aus denjenigen Permutationen dieser Klassen, welche auch
miteinander vertauschbar sind. Sind z. B. Ci und C2 vertauschbar, so ist
ihre Huile, d. h. die kleinste d und £2 enthaltende Gruppe, ein Abel-
scher Normalteiler von (0. Die Einzigkeit des maximalen Abelschen
Normalteilers kann nicht erwartet werden, da die Vertauschbarkeit eine

nicht transitive Eigenschaft ist.
Das folgende Beispiel zeigt, dafi es wirklich Fâlle gibt, wo (S mehrere

verschiedene maximale Abelsche Normalteiler enthâlt. Es sei (B mittels

256



3 erzeugender Elemente slf s2, s3 definiert, die durch folgende Rela-
tionen verbunden sind :

S* S*=S*=l, SiS2 S2S1, SiSs S3Sl, S2 S3 S3 S2 S,

(p ist eine Primzahl). Beide Untergruppen {sx, s2) und (st, s8) sind Abel-
sche Normalteiler von <0. Beide sind maximal, da die einzige echte

Obergruppe jeder dieser Gruppen, <S selbst, nicht Abelsch ist. Anderer-
seits sind sie voneinander verschieden.

11. Als Beispiel betrachten wir einen allgemeinen kubischen Zahlkor-
per K. Zu seiner alternierenden Gruppe gehort ein quadratischer Unter-
korper k, und man kann nach der Fueter-Takagischen Théorie K als

Ringklassenkorper von k betrachten. Den zu betrachtenden Ringklassen
von k entspricht ein System von binaren quadratischen Formen, welches
sich in drei Untersysteme 3t, B2, 233 zerspaltet, von denen jedes einer
der 3 Permutationen von 1} entspricht. Ist D die Diskriminante dièses

Formensystems, so ist I — J -f- i die notwendige und hinreichende

Bedingung dafur, dafi p durch eine dieser Formen darstellbar sei. Das-

jenige der Système &lt S2, B3, etwa 3±, welche die Eigenschaft
Si Si Si besitzt, soll das HauptSystem genannt werden. Dann zerfallen
aile zur Diskriminante von K relativ pnmen Primzahlen in folgende drei
Arten :

i) — \ ~ — i, P gehort zu î} nicht, also gehort es zu einer der Trans-

positionen.
<D

— -4- i, p ist durch eine der Formen So, B3 darstellbar. p ge-
P l

hort zu einem der dreigliedrigen Zyklen.

3) (— -]- i, p ist durch eine der Formen Si darstellbar. p gehort

zur identischen Permutation.

Den kubischen Korper haben in dieser Hinsicht Dedekind, (17),

Voronoi (85) und Takagi untersucht. Neuerdings hat Hasse (33) den
kubischen Korper auf klassenkorpertheoretischer Grundlage untersucht,
indem er auch die kritischen Primideale mitbetrachtete. Auf dièse Auf-
gabe hat mich B. Delaunay freundlicherweise aufmerksam gemacht.

12. Nun will ich ein sehr élégantes Verfahren von A. Speiser (73)

erwahnen, das dazu dient, um die Ordnung / der Permutation zu
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bestimmen, zu deren Klasse eine Primzahl / gehort. Ich erlaube mir,
den Beweis etwas abzuàndern. Ist

(3-3) /» x» + al x»-1 + a2 x*-2 + + an xx + an=zO

die zu untersuchende Gleichung, so betrachten wir die Differenzen-

gleichung

(3.4) y(m-\-n) + aty{m-)-n—i) 4 + an-X y {m-\-\) + aHy(m) o.

Ihre allgemeinste Losung ist bekanntlich

(3.5) y {m) Cx a? + C2 a? + + Cn a?

wobei al9 a29 an die Wurzeln der Gleichung (3.3) und C\, C2, Cn

willkûrliche Konstanten sind. Setzen wir y (1) -=.y (2) y [n — i)zro,

y (n) 1, so ist CV Nun betrachten wir den GF [//] als Grund-
/ \at)

kôrper. Ist u die kleinste (ganzzahlige) Période der Funktion y [m) mo-

dulo /, so ist aUi 1 (mod p) [i= i7 2, «) und umgekehrt. Denn ist

y (u)=y (u -)- 1)= =y {u -\- n— i) o (mod/), 7 (u-\- n)= 1 (mod /),
so folgt daraus Q= (mod/) d. h. «/ 1 (mod /). Da aber

ai f [at)
{ai—**af) eine erzeugende Permutation der Gruppe der Kongruenz

f {x)=:O (mod /) ist und demnach ihre Ordnung gleich der kleinsten

Zahl / ist, fur welche gilt : af «/ (mod /), so ist f dem kleinsten Ex-
ponenten gleich, fur den gilt: /-^ee i (mod u)

13. Hasse hat neuerdings die Frage nach der arithmetischen Struktur
von Zahlkorpern auf einen ganz neuen Boden gestellt, indem er die

Théorie der Zahlkorper mit den sogenannten ,,Algebren" (d. h. hyper-
komplexen Systemen) verknupfte (34, 9). Jedem Korper entspricht ein

«zyklisches" hyperkomplexes System, welches von E. Noether unter dem
Namen verschranktes Produkt eingefuhrt wurde. Da aber umgekehrt
einer zyklischen Algebra mehrere Korper mit verschiedenen Galoisschen

Gruppen, insbesondere zyklische Korper entsprechen, so wurden dadurch
die arithmetischen Eigenschaften von Kôrpern mit denjenigen von
zyklischen Korpern in innigsten Zusammenhang gebracht.

§ 4. Resolventenproblem

1. Es gibt in der allgemeinen algebraischen Kôrpertheorie eine Frage,
die das Resolventenproblem als speziellen Fall enthalt:
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Es sei ein Korper K rationaler Funktionen mehrerer Veranderlichen
xl9 x2, xn gegeben. Man bestimme den wahren Transzendenzgrad
von K in bezug auf seinen gewissen Unterkorper k, d. h. die kleinste
Zahl m9 so dafi K als direktes Produkt eines Korpers algebraischer
Funktionen von m Veranderlichen, die in k aufgehen, und eines
gewissen Unterkorpers von k erscheint (vgl. imten § 5).

Um den Zusammenhang dieser Frage mit dem Resolventenproblem
zu erlautern, betrachten wir den Korper K aller rationalen Funktionen
der Veranderlichen xt, x2, xn, wahrend k aus den elementaren
symmetrischen Funktionen ai9 a2, an der Veranderlichen xl9 x2j ...,xn
und ihren rationalen Funktionen besteht. Man finde eine Gleichung
#-ten Grades (ResolventeJ, deren Koeffizienten rationale Funktionen von
at, at, an sind, von denen eine moglichst kleine Anzahl /// funk-
tional unabhangig ist, und deren Wurzeln den ganzen Korper K erzeugen.
Mit anderen Worten, es handelt sich um eine Tschirnhausensche
Transformation der Gleichung

(4.1) x* + a, xn~-1 -f + an-x x + an o

mit den unbeschrankt veranderlichen Koeffizienten av, a2, an in eine

Gleichung, deren Koeffizienten eine moglichst kleine Anzahl Freiheits-
grade haben.

Es ist zweckmafiig, die Aufgabe dadurch zu erweitern, dafi man îm
Koeffiïientenkorper k auch irrationale Funktionen von a19 al9 y an

einfuhrt, die aber ebenfalls von einem nicht grof3eren als m wahren
Transzendenzgrade sind, z. B. \J D, wo D die Diskriminante der
Gleichung (4.1) bedeutet.

Dièse Aufgabe kann als eine naturliche Erweiterung der ursprung-
lichen Grundaufgabe der Galoisschen Théorie, der Radikallosung, auf-

gefafit werden. Denn die Darstellung von Wurzeln durch Radikalaus-
drucke hat den Vorteil, dafi sie erlaubt, die Wurzeln durch eine Folge
von Operationen zu ermitteln, von denen jede nur mit einer Veranderlichen

zu tun hat. Man kann demnach eine Tabelle bewerkstelligen,
die jedem Radikand sein Radikal zuordnet, so dafi solche Tabellen uns

ermoglichen, Wurzeln aller auflosbaren Gleichungen vom gegebenen
Grade zu berechnen.

2. Die soeben erwahnte Eigenschaft ist keineswegs fur auflosbare

Gleichungen charakteristisch. Man kann vielmehr die Auffindung von
Gleichungswurzeln durch Operationen ganz anderer Art aufstellen,

von denen jeder dièse Eigenschaft zukommt. Man kann zunachst die

259



allgemeine Gleichung S-ten Grades erwahnen. Es war schon lange be-
kannt (Bring, 12), dafi man sie auf die sogenannte Bring-Jerrardsche
Form

(4.2) fJtpyJtq O

bringen kann, wenn man auf sie eine Tschirnhausensche Transformation
anwendet, deren Koeffizienten Wurzeln der Gleichungen von den Graden

^ 4 sind, also Darstellungen durch Radikalausdrucke zulassen (vgl.
J. J. Sylvester, 75). Andererseits war der Zusammenhang der Gleichungen

S-ten Grades mit dem Teilungsproblem der Perioden von elliptischen
Funktionen (also des Argumentes von Modulfunktionen) durch 5 seit

langem bekannt. Dies ermoglicht, eine allgemeine Gleichung 5-ten
Grades auf einem transzendenten Wege zu losen (vgl. 29, 86).

3. Dièse Aufgabe wurde von F. Klein auf eine Weise gelost, die einen
Einblick auf das allgemeine Resolventenproblem liefert (41). Er hat
namlich die allgemeine Gleichung S-ten Grades auf eine etwas andere
Normalform

(4.3) / +15/— 10y •/ + 3 y2 o

mit Hilfe von nur quadratischen Irrationalitaten gebracht, von denen die
eine V D und die andere \J 5 ist.

Das zweite, viel wichtigere Verdienst von Klein fur das Resolventenproblem

besteht darin, dafi er den inneren Grund entwickelte, warum
das Resolventenproblem fur Gleichungen S-ten Grades losbar ist. Er
knupfte namlich dièses Problem an das sogenannte Formenproblem, wel-
ches im folgenden besteht. Betrachten wir die hochste endliche Gruppe
(0 binarer linearer Substitutionen, die Ikosaedergruppe, so kann man fur
sie eine Gleichung 60-ten Grades

(4.4) (D30+ 522Z)25—10005 S20—10005 D10 — 522 D5 -f i)2

^ • 2)5 (D10 + ni)5—i)5

aufstellen, deren Koeffizienten von einer Form z der Veranderlichen xu
x2 abhangen, die gegenuber den Substitutionen von <g invariant ist,
wahrend ihre Wurzeln ineinander mit Hilfe dieser Substitutionen uber-
gehen. Die Galoissche Gruppe dieser Gleichung ist als Ikosaedergruppe
mit der alternierenden Gruppe 5-ten Grades isomorph. Daraus kann

man schliefien, dafi jede Gleichung 5-ten Grades auf die Gestalt (4.4)

(oder auch (4.3)) gebracht werden kann, wenn man sie einer rationalen
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Transformation unterwirft, deren Koeffizienten eventuell \/ D enthalten,
wobei D die Diskriminante dieser Gleichung bedeutet.

Die Grundidee der Reduktion von Gleichungen 5-ten Grades auf ein-

parametrige Resolventen lauft darauf hinaus, dafi die Kompositionsreihe
der symmetrischen Gruppe 5-ten Grades aus zwei Gliedern besteht,
von denen die eine Gruppe 2-ten Grades ist, wàhrend die andere mit
der Ikosaedergruppe isomorph ist, welche als Gruppe gebrochener line-
arer Substitutionen einer Veranderlichen dargestellt werden kann.

4. Dièse Idée wurde von Klein auf andere Gleichungen angewandt,
namlich auf die einfache Gruppe von der Ordnung 168, die durch ter-
nare lineare homogène Substitutionen darstellbar ist. Dieser Gruppe ent-
spricht eine spezielle Klasse von Gleichungen 7-ten Grades, die dièse

Gruppe als Galoissche Gruppe haben. Da die ternàre lineare homogène
Substitutionsgruppe mit der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen

von zwei Veranderlichen isomorph ist, so konnen wir ganz ebenso

schliefien, daf3 die in Rede stehenden Gleichungen eine zweiparametrige
Resolvente besitzen.

Etwas komplizierter war der Sachverhalt bei den alternierenden
Gleichungen 6-ten Grades. Die alternierende Gruppe 6-ten Grades besitzt
keine Darstellung durch ternare lineare homogène Substitutionen. Des-

wegen dachte Klein, daO die allgemeinen Gleichungen 6-ten Grades nicht
eine 2-parametrige Resolvente besitzen, und suchte fur sie 3-parametrige
Resolventen. A. Wiman (89) beachtete, daG dièse Gruppe trotzdem
eine Darstellung durch gebrochene lineare Substitutionen von zwei
Veranderlichen zulaCt. Denn man kann dièse Gruppe als eine Faktorgruppe
einer gewissen Gruppe von der Ordnung 1080 auffassen, welche als

lineare homogène Gruppe von drei Veranderlichen dargestellt werden
kann. Der ihr entsprechende Normalteiler f} dritter Ordnung liegt im
Zentrum der Gruppe und erscheint also als Gruppe, deren Substitutionen

nur die Multiplikationen der Veranderlichen mit den 3-ten Einheitswur-
zeln bewirken. Fassen wir nun die Verhaltnisse der Veranderlichen ins

Auge, so erleiden dièse eine gebrochene lineare Substitutionsgruppe.
Ueben wir auf die ursprunglichen Veranderlichen die Substitutionen von
£j aus, so erleiden ihre Verhaltnisse keine Aenderung. Die auf dièse

Weise konstruierte Gruppe gebrochener linearer Substitutionen ist also

mit ihrer Faktorgruppe, d. h. mit der alternierenden Gruppe 6-ten

Grades isomorph.
5. Die Frage nach der Darstellung der endlichen Gruppen durch

gebrochene lineare Substitutionen wurde von I. Schur (69, 70) allgemein
untersucht. Es erwies sich, dafi dièse Aufgabe stets durch eine endliche
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Anzahl von Operationen erledigt werden kann. Um namlich aile solche

Darstellungen von einer gegebenen endlichen Gruppe © zu ermitteln,
muG man eine zu © entsprechende Darstellungsgruppe K finden, die

folgende Eigenschaften besitzen soll:
I. © soll mit einer Faktorgruppe K/HÎ isomorph sein.

IL 2TÎ soll im Zentrum von H liegen.
III. Die Kommutatorgruppe von © ist die Faktorgruppe D/ZÏÏ, wobei

Q die Kommutatorgruppe von K ist.
Jeder Gruppe © entspricht nur eine endliche Anzahl der verschie-

denen Darstellungsgruppen K. Findet man aile Darstellungen von K
durch lineare homogène Substitutionen, so ergibt jede dieser Darstellungen
eine Darstellung von © durch gebrochene lineare Substitutionen. Das

ist der allgemeinste Weg zur Bildung samtlicher Darstellungen dieser

Art von ©.

6. A.Wiman (90) hat die Frage nach den Darstellungen der symme-
trischen und alternierenden Gruppen von hoheren Graden untersucht.
Es erwies sich, daf3 bei n ^ 8 die symmetrischen Gruppen Sn als lineare

homogène Gruppen von nicht weniger als n — 1 Veranderlichen dar-

gestellt werden konnen und dasselbe von den alternierenden Gruppen
gilt.

7. D. Hilbert (36) hat ein Problem (,,13. Problem") gestellt, das mit
dem oben besprochenen Kleinschen Problem viele Beruhrungspunkte hat.

Die Wurzeln der Gleichung (4.1) seien als Funktionen von n Veranderlichen

aufgefaCt. Man fragt, ob sie nicht als Superpositionen von
Funktionen einer kleineren Anzahl k Veranderlichen und rationaler Operationen

dargestellt werden konnen. Spater (37) fand er die folgenden
Werte fur die k bei n ^~ 9 :

S

I

6

2

7

3

8

4

9

4

Wiman (91) verallgemeinerte dies Résultat, indem er zeigte, dafi fur
aile n^g die Ungleichung k^-n — 5 gilt, d. h. dafi man jede allge-
meine Gleichung vom Grade n^g mindestens um 5 Variablen ver-
mindern kann, wenn man sie einer Tschirnhausenschen Transformation
unterwirft. (Vgl. auch R. Garver, 28).

8. Ich (S^) habe mir den Zweck gestellt, den Zusammenhang zwischen
der Reduktionsfahigkeit einer Gleichung und der Darstellbarkeit ihrer
Galoisschen Gruppe als Transformationsgruppe von einer moglichst
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kleinen Anzahl Variablen naher zu untersuchen. Dazu fuhre ich den folgen-
den Begriff der Emklezdungsgruppe (kurz E. G.) em :

Ist © eine gegebene endliche Gruppe, so heiBt eine kontinuierliche
Gruppe F dann und nur dann E. G. von ©, wenn sie den folgenden
Bedingungen genugt:

i) F enthalt eine mit © isomorphe Gruppe als Teiler.
2) Es gibt keinen echten Teiler von F, welcher die Eigenschaft i)

besitzt.
3) Es gibt keine echte Faktorgruppe von F, welche die Eigenschaft

1) besitzt.
Dann beweise ich den folgenden

Satz. Eine algebraische Gleichung mit unbeschrankt veranderlichen
Koeffizienten besitzt eine Resolvente mit k Parametern dann und nur
dann, wenn ihre Galoissche Gruppe © eine E. G. hat, welche îm k-
dimensionalen Raume darstellbar ist.

Um den etsten Teil dièses Satzes zu beweisen, nehmen wir an, die

Gruppe © sei einfach, was zu unseren Zwecken hinreichend ist. Dann
ist jede E. G. von © ebenfalls eine einfache Gruppe. Hat dann eine © als

Teiler enthaltende kontinuierliche Gruppe F einen echten Normalteiler
Fly so kann Ft entweder die ganze Gruppe ® oder kein Elément von
© auCer 1 enthalten. Im ersten Falle wicderspricht dies der Bedingung 2).

Im zweiten Falle hat die Faktorgruppe F/rt einen mit © isomorphen
Teiler, was der Bedingung 3) widerspricht.

Man kann vielmehr folgendes beweisen : ist eine © als Teiler enthaltende

kontinuierliche Gruppe F im /è-dimensionalen Raume darstellbar
(oder kurz : ist F eine ^-Gruppe), so ist derjenige Teiler einer Faktorgruppe

von F, welcher E. G. von © ist, ebenfalls eine ^-Gruppe. Dafi
ein Teiler einer £-Gruppe wieder eine £-Gruppe ist, ist évident. Um zu

beweisen, da!3 eine einfache Faktorgruppe einer ^-Gruppe wieder eine

^-Gruppe ist, erinnern wir uns an einen zuerst allgemein von E. E. Levi
(44) bewiesenen Satz :

Hat eine kontinuierliche Gruppe F eine einfache Faktorgruppe Fu so

besitzt sie auch einen mit Ft isomorphen Teiler.

9. LaCt ©, als Transformation der Wurzeln als Veranderlichen auf-

gefaCt, eine E. G. zu, die zu einer ^-Gruppe nicht nur isomorph, sondern
auch ahnlich ist, so erhalt man unmittelbar eine Losung der Aufgabe.
Dann kann man namlich k gewisse Funktionen zu #2, zk der
Veranderlichen xu xt} xn aufstellen, welche eine mit F isomorphe Gruppe
beschreiben, indem man die xt den Transformationen von F unterwirft.
Man kann dabei, den Untersuchungen von Lie-Engel (45, S. 522) zufolge,
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die zt auf rationalem Wege finden, da sie Imprimitivitatssysteme von F
bilden. Ist die Gruppe F transitiv, so kann man als die zt rationale Funk-
tionen von x19 x2, ...,xn nehmen. Im Gegenfalle hangen sie von einer
Irrationalitat 0 ab, die von den Invarianten der Gruppe F abhangt.
Fassen wir etwa s7 als rationale Funktion von xu x2, xn auf, so er-

zeugen aile mit z{ konjugierten Grofien den mit k[xl9 x2, x^\ z\x-

sammenfallenden Korper. Andererseits hangen dièse GroCen nur von
z19 z2, • ••> Sk aD> da sie durch Ausubung der Transformationen der Gruppe
(S erzeugt werden, wahrend die Transformationen von (S in der Gruppe
F auftreten, welche die zt in Funktionen der #f- uberfuhrt. Daraus

folgt, dafi zt einer Gleichung genugt, deren Koeffizienten nur von k Pa-

rametern abhangen, wahrend die xt sich durch die z{ rational ausdrucken.

io. Ist eine E. G. F der Gruppe & mit einer ^-Gruppe isomorph, aber
nicht ahnlich, so kann man das Cartansche Prinzip anwenden, welches
im folgenden besteht (14):

Sind zwei kontinuierliche Gruppen F und Fx isomorph, so kann man
die Gruppe F so erweitern, daf3 man die Gruppe Fx erhalt, indem man
auf die gewissen Funktionen der erweiterten Gruppe entsprechenden
Variablen die Transformationen von F ausubt.

Unter einer Erweiterung der Gruppe F versteht man folgendes. Sind

xu x2f xn die der Gruppe F entsprechenden Variablen, so fuhre man
neue Folgen

%\ y %2i • •• > %n y

(4-5) *,<'>, xtw, ...,xhw

von Variablen ein, so dafi man die erweiterte Gruppe /' erhalt, indem

man auf jede Folge

gleichzeitig Transformationen der ursprunglichen Gruppe F ausubt.
Um in diesem Falle eine £-parametrige Resolvente zu bilden, fuhren

wir statt der x^, x^, x{}] (À 1, 2, m— 1) neue Veranderliche
«oX), «iX), a}^i nach den Formeln

„ 4X) a£> + <&> x2 + .- + «2Li xVl f}4,6) (Â—i929...3m—i)
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ein. Ueben wir auf die Veranderlichen (4.5) die Transformationen U von
T aus, so erleiden die a^ gewisse Transformationen, die sich in die
identische Transformation verwandeln, wenn man in der Rolle von U
Transformationen von (5 nimmt. Setzen wir dièse Ausdrucke in eine
der Funktionen

z (r x x • r(1) r(1) r(1) • • r{m~l) r{m~~l) r{m~iy\Zt \XV X2 Xn X\ X2 Xn j X\ X% y Xn

etwa zi, ein, welche eine Transformation einer ^-Gruppe erleidet, wenn

man auf die x, die Transformationen von F ausubt, so hangen die

Funktionen z, zxs±, ztSN~l nur von k Parametern ab, wobei © 1

+ ^1 ~\~ •" ~\~ Sn—i ist. Da bei diesen Transformationen die Veranderlichen

ctt invariant bleiben, so konnen wir îhnen willkurliche rationale Zahlen-

werte zuschreiben, indem man nur besorgt, da6 die Differenzen zf*' — zt

(/= 1, 2, N—1) lauter von Null verschieden sind. Es entsteht da-
durch eine Galoissche Resolvente mit k Parametern. Um aber zu einer
£-parametrigen Gleichung uberzugehen, die mit der Gleichung (4.1) durch
eine Tschirnhausensche Transformation verbunden ist, brauchen wir,
eine zu derjenigen Gruppe gehorige Funktion von den sxs' zu bilden, zu
welcher etwa x1 gehort.

11. Es ist nicht ausgeschlossen, da(3 der Uebergang von den x{ zu
den Zt nicht rational ist, sondern eine Irrationalitat 0 enthalt, die von
den Invarianten der erweiterten Gruppe F abhangt. Wir wollen die
irreduzible Gleichung R (6) o, der 0 genugt, Nebenresolvente nennen.
Es entsteht die wesentliche Frage, ob nicht eine Nebenresolvente mehr
wesentliche Parameter als die Gleichung (4.1) selbst enthalt. Ich kann
heute dièse Frage allgemein nicht beantworten. Es ist nur bekannt,
daf3 fur symmetrische © die Nebenresolvente o-parametrig, also nume-
risch, und fur alternierende © hochstens i-parametrig ist.

12. Nun beweisen wir den zweiten Teil des gestellten Satzes. Es
seien Z19 Z2, Zn samtliche Wurzeln einer /è-parametrigen Resolvente der

Gleichung (4,1), welche in der Gestalt einer normalen Gleichung gege-
ben sein moge. Die Zi sind Funktionen von xu x2, xm die zur Ein-
heitsgruppe gehoren. Ueben wir auf die xt die Permutationen der Gruppe
® aus, so erleiden die Z,- gewisse Permutationen, die eine mit ©
isomorphe Gruppe bilden, die sich von & nur durch eine andere Bezeich-

nung der Veranderlichen unterscheidet.

Wir fassen zunachst Zi9 Z2, Zns\s unabhangige Veranderliche auf
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und kleiden (0> mittels einer kontinuierlichen Gruppe F folgendermaGen

ein: wir nehmen aus © ein System von Permutationen A, B, die durch

Komposition die ganze Gruppe <3 erzeugen. Wir fassen jede dieser
Permutationen, etwa A, als eine lineare homogène Transformation auf und

bringen sie in eine normale Gestalt:

u{ —>¦ ekiu£ (i i, 2, n),

2rrt

wo e em eine Einheitswurzel ist und die ti{ gewisse lineare Funktionen
von Zi, Z%, Zn bedeuten. Dann nehmen wir

U{ ->- eki* Ui (i i, 2, n)

als eine der erzeugenden Transformationen der Gruppe Ft, die sich in

A verwandelt, wenn wir darin t ~ setzen. Kehren wir zu den ur-
m

sprùnglichen Variablen Zlf Z2, •, Zn zuriick und verfahren so mit
allen erzeugenden Transformationen A, B, so erhalten wir eine kon-

tinuierliche Gruppe F, die die Gruppe © einkleidet. F hat als lineare

Gruppe der n Verànderlichen nur eine endliche Anzahl Parameter.
Nun fassen wir die Z{ als Funktionen von X{ auf und betrachten die

Xi als Koordinaten eines Raumes B, wobei zwei Punkte (xif x2, ...,xn)
und (xi9 x2', xj) dann und nur dann als nicht verschieden betrachtet
sein sollen, wenn

Zt'(xt, xs, ...,xn) Zifa', x2', xn') (z =z i, 2, n)

gilt. Da unter den Funktionen Zi9 Z2, Zn genau k funktional unab-

hângig sind, so hat der Raum K k Dimensionen. Die Gruppe T indu-
ziert im Raume H eine kontinuierliche Gruppe, die mit T ,,im kleinen
isomorph" ist (6y) und die mit (0 isomorphe Gruppe als Teiler enthâlt,
da etwa Zt zur identischen Gruppe von & gehort. Somit lâfit © eine

/^-Gruppe als E. G. zu, w. z. b. w.

13. Beim Beweise dièses Satzes ist es wesentlich, daB jedes Wertesy-
stem der Parameter der Gruppe F eindeutig den Punkt des Raumes H
bestimmt. Demnach trifft fur unsere Gruppe die Schreiersche Définition
(67) zu, so daf3 hier die ganze Schreiersche Théorie anwendbar ist. Ist
aber dièse Bedingung nicht erfiillt, so konnen wir z. B. der Erscheinung
begegnen, daO eine nicht zyklische Monodromiegruppe einer algebraischen
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Funktion einer Veranderlichen eine eingliedrige kontinuierliche Gruppe
als E. G. zulaGt. Zum Beispiel : die durch die Gleichungen

definierte kontinuierliche Gruppe enthalt als Teiler die symmetrische Per-

mutationsgruppe 3-ten Grades, die sogar nicht Abelsch ist.

14. Es sei eine endliche Gruppe (g ohne Zentrum gegeben. Wie
kann man diejenigen ihrer E. G. bestimmen, welche im Raume von
môglichst kleiner Dimensionszahl darstellbar sind? Um dièse Frage zu

beantworten, beachte man, da!3 jede der gesuchten kontinuierlichen Grup-
pen stets mit einer gewissen linearen homogenen Gruppe F ,,im kleinen
isomorph" ist. Dabei muG T entweder <S selbst oder eine endliche
Gruppe als Teiler enthalten, welche <S als Faktorgrrppe in bezug auf
ihr Zentrum enthalt. Das folgt aus der Schreierschen Théorie der ,,im
kleinen isomorphen Gruppen" (67), nach welcher aile ,,im kleinen iso-

morphen" Gruppen Faktorgruppen einer Ueberlagerungsgruppe in bezug
auf diskrete Untergruppen sind, die im Zentrum der Ueberlagerungsgruppe
liegen. Dann folgt aus den Untersuchungen von I. Schur (69, jo), daG

man aile ,,Darstellungsgruppen" in Betracht ziehen mufi. Ihre Anzahl
ist bekanntlich endlich.

Dièse Frage lafit eine ziemlich leichte Beantwortung zu, falls (B eine
einfache Gruppe ist. Denn dann sind auch ihre E. G. einfach. Es folgt
aber aus den Untersuchungen von W. Killing (40) und E. Cartan (13),

da6 es auGer einer endlichen leicht angebbaren Anzahl von Ausnahmen

nur drei verschiedene Typen einfacher Gruppen gibt: 1) voile unimo-
dulare lineare Gruppen; 2) orthogonale Gruppen; 3) Komplexgruppen.
Es ist auGerdem bekannt (Cartan, 13) daG ;*-dimensionale Gruppen vom
Typ 1) (n—i)-Gruppen und von den Typen 2), 3) [n — 2)-Gruppen
sind. Daraus folgt, daG man nur die linearen homogenen Gruppen von
hôchstens n — 1 Dimensionen untersuchen muG, ob sie nicht <8 ein-
kleiden konnen, wobei n den Grad der Gleichung (4.1) bedeutet. An-
dererseits hat Wiman (91 ; vgl. auch R. Garver, 28) bewiesen, daG die
alternierenden Gruppen /z-ten Grades {n ^ 8) nicht durch lineare homogène

Substitutionen vom weniger als {n — i)-tem Grade darstellbar sind.
Das erlaubt uns noch nicht, die Aufgabe der Auffindung von Resol-

venten mit weniger als n — 3 Paratneter als unmoglich anzusehen. Denn

man muG nicht nur die Darstellbarkeit der alternierenden Gruppen selbst,
sondern auch ihrer Darstellungsgruppen untersuchen. Wir haben uns am

Beispiel n — 6 ùberzeugt, daG dies manchmal die Parameterzahl der
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Resolvente zu erniedrigen erlaubt. Indessen mujB ich noch einmal aus-
drucklich betonen, da(3 die Sylvester-Hilbert-Wimansche Aufgabe, die
fur n ^ 9 die Reduktion mindestens um 5 Paratneter ergibt, nicht als
einen speziellen Fall des Kleinschen Problems betrachtet werden kann.
Mit anderen Worten, wir konnen a priori nicht behaupten, dafi eine

Parameterreduktion, die mit Hilfe elner Kette von Resolventen gelungen
ist, auch mit Hilfe nur einer Resolvente geschehen mu(3. Der fur die
klassische Galoissche Théorie gultige Satz von den naturlichen Irratio-
nalitaten kann nicht unmittelbar auf das Resolventenproblem erweitert
werden. Die Erledigung der Frage nach den Ketten von Resolventen^
erfordert ein eingehendes Studium des Resolventenproblems im Falle,
wo die Koeffizienten der Gleichung (4.1) nicht frei, sondern durch einige
Relationen verbunden sind. (Vgl. § S, N 8). Dann kann es eintreten,
dafi die sich einzukleidende endliche Gruppe nicht mit der Monodromie-

gruppe der Gleichung (4.1) zusammenfallt. Wir haben in N° 13 ein Bei-
spiel dieser Erscheinung gesehen.

15. Das Einkleidungsproblem von endlichen Gruppen durch kontinuier-
liche ist auch von selbststandigem Interesse. Ich kann bis jetzt nicht
aussagen, ob eine endliche Gruppe eine endliche oder eine unend-
liche Anzahl nicht isomorpher kontinuierlicher Gruppen als E. G. zulaCt.
Es ist fur die Losung dieser Aufgabe die Darstellungstheorie von kon-
tinuierlichen Gruppen von Nutzen (Cartan, 13; Schur, 71 ; R. Brauer,
8 ; H. Weyl, 88). Es ist aber sehr ungunstig, daG jede kontinuierliche
Gruppe unendhch viele irreduzible lineare homogène Darstellungen
zulaGt.

Die Umkehrung dieser Aufgabe wurde schon seit langem gestellt. Das
ist das Problem der Aufsuchung von allen endlichen Gruppen, die in
einer gegebenen kontinuierlichen Gruppe enthalten sind. C. Jordan (39)
hat fur dièses Problem folgenden fundamentalen Satz bewiesen ;

Jede kontinuierliche lineare homogène Gruppe F enthalt nur solche
nicht isomorphe endliche Untergruppen <S, deren Faktorgruppen in be-

zug auf Abelsche Normalteiler zu einer endlichen fur jede Gruppe J7

angebbaren Anzahl von endlichen Gruppen gehort.

§5. Weitere Fragen der allgemeinen Kôrpertheorie
1. Die Fragen der algebraischen Zahlkorpertheorie, die die algebraischen

Zahlen in bezug auf ihre Rationalitat betrachten, sind meistens durch
die Methoden der Galoisschen Théorie losbar. Enthalten aber die zu
untersuchenden Korper gewisse transzendente (veranderliche) Grôssen,
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so lassen die diesen Korpern entsprechenden Strukturfragen nicht eine
unmittelbare gruppentheoretische Einkleidung zu. Wenn ich nichtsdesto-
weniger dièse Fragen in den Galoisschen Ideenkreis einschlieGe, so mâche
ich dies aus folgenden Grunden: Es ist erstens nicht naturgemafi, die
Galoissche Théorie als denjenigen Ideenkreis zu defmieren, dessen Problème
mit Hilfe der Galoisschen Gruppe gelôst werden konnen, da die Galoissche

Gruppe ein Lôsungsmittel ist, wahrend sogar dieselben Problème
mit Hilfe wesentlich verschiedener Mittel lôsbar sein konnen, so daf3

ein Lôsungsmittel keineswegs geeignet ist, ein Wissenschaftâgebiet ab-

zugrenzen. Zweitens konnen wir von vornherein nicht sagen, ob ein zu
untersuchendes Problem nicht mit Hilfe eines zweckmafiig eingefuhrten
Begriffes der Galoisschen Gruppe gelost werden kann. Es ist vielmehr
zweckmaBiger, die Galoissche Théorie als den Problemenkreis zu defi-
nieren, dessen Problème sich mit der rationalen Abhàngigkeit von Korpern

und einzelnen Kôrpergrôfien beschaftigen.

2. Identitat von zwei algebraischen Korpern. Ein Korper ist keineswegs

durch seine Galoissche Gruppe bestimmt. Man kann vielmehr
verschiedene Kôrper mit isomorphen Gruppen aufstellen. Die Frage
nach der Identitat von Korpern liegt also eigentlich auGer dem Rahmen
der Galoisschen Théorie. Ist K ein Zahlkôrper, so ist dièse Frage im
wesentlichen zahlentheoretisch. Ihre Beantwortung ware am besten da-
durch geleistet, daG wir ein vollstandiges Invariantensystem von Zahl-
kôrpern aufstellen. Fur dièses letztere Problem sind zwei Methoden be-
kannt. Die eine folgt aus der Dedekind-Frobeniusschen Théorie (vgl. § 3).

Dièse Méthode ist unbequem wegen der unendlichen Anzahl von Inva-
rianten, die miteinander durch wenig bekannte Relationen verbunden
sind. — Die zweite Méthode beruht auf dem Verhalten der Korper-
diskriminanten. Es gibt nur eine endliche Anzahl von Korpern mit ge-
gebener Kôrperdiskriminante. Es ist aber kein Invariantensystem dieser
Art bekannt, welches den Korper eindeutig bestimmt. AuOerdem kann
die Korperdiskriminante nicht jeden ganzzahligen Wert annehmen, und
wir wissen bis heute nicht, welche Zahlenwerte sie annehmen kann.

3. Es gibt dennoch eine rein algebraische Méthode fur die Lôsung
des Identitatsproblems. Sind K und Kt die zu untersuchenden Korper,
deren Gruppen mit <0 isomorph sind, so hat das Kompositum KKt im
allgemeinen das direkte Produkt © X <S als Galoissche Gruppe. Haben
aber K und Kx einen nicht rationalen Durchschnitt, so verwandelt sich
die Gruppe von KKt in einen echten Teiler von (SX®. Sind insbe-
sondere K und Kt identisch, so ist die Gruppe von KKt mit © iso-
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morph. Daraus kann man ein brauchbares Kriterium der Identitat von
K und Kx herleiten. Sind namlich

(5.1) x- + a.x^1 + + an-ix + an o, y*

die Gleichungen, deren einzelne Wurzeln die Kôrper K bzw. Kx erzeugen,
so ist K Kx dann und nur dann, wenn eine der Grôfien

x\yx-\- x\y%-\- + xknyn (k 1,2, ...,» — 1)

rational ist, wobei xlf x2, xn und ylfy2, .>.,yn samtliche Wurzeln der

Gleichungen (5.1) bedeuten. Jede der Grôfien x\y^-\-x\ J2 + -\-xknyn

genùgt einer Gleichung vom Grade n deren Koeffîzienten man rational
durch die a{, bt- ausdrùcken kann. Die Korper K und Kx sind dann und
nur dann identisch, wenn dièse Gleichung wenigstens eine rationale Wurzel
besitzt. Hat dabei <5 bekannte Normalteiler, so kann man den Grad
dieser (,,gemischten") Gleichung mit Hilfe gemischter Resolventen er-
niedrigen (78).

4. Wir betrachten naher die Falle n ~ 3 und n 4. Sind

x* +px-\- ç o, / -\-py + q o

die zu untersuchenden Gleichungen, so muf3 erstens das Produkt ihrer
Diskriminanten ein vollstàndiges Quadrat sein. Die Grôfîe z^=^x1y1-\-
Xz y2 + X3 y* genùgt einer der gemischten Gleichungen

^ — ZPP* — ^qq±\'DD =O

Ist z eine ihrer rationalen Wurzeln, und ist z2 —pp ^z£ o, so kann man
die Koeffîzienten des rationalen Uebergangs y a0 -f- av x -f- a2 x2 aus den

Gleichungen

— O, —2pai—-^qa2^z, —2pa0—3 q «t + 2 p

bestimmen, wobei u x\yt -f- x\ y2 -f- x\y% e-^- ist.

Nun gehen wir zu dem Fall « 4 uber. Sind

x*-\-pzx2 -\-pix-\-p^o, x* +p2x2 -\-p3x+pé o
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die zu untersuchenden Gleichungen, so losen wir das Problem zunachst
fur die kubischen Gleichungen

-3—pi £ — Api*—p\ + 4P*P* o, s? — ~p% z2—4P± % —Pi + 4p2p* — o,

denen bekanntlich die GroCen z xx x2 -f- x* x± bzw. z xt x2 -f- x% x±

genugen. Fuhren wir dann die Bezeichnungen

f= z, z, -f- z2 z2 + z3 z3, u z\ z, -f- zl

ein, so muG die Gleichung

^

mindestens eine rationale Wurzel haben. Ist dabei F' (T) ^ o, so kann

man die Koefnzienten a0, aif a2, a3 des Uebergangs x a0 4- aix +
«2 ^:2 -|- «3 ^3 aus den Gleichungen

4«0 — 2^>2 «2 — 3/3 a3 o, — 2/2 «! — 2>p3 «2 + (2/2 — 4A) «3 2",

— 2/, a0 — 3i>3 «1 + (2/î — 4^4) a2 + 5/2/3 «3 0,

3/3 «0 + (2/2 — 4P,) at + S/2pz a2 + (— 2/î + 3pl + 6/,/J as Z

bestimmen, wobei ist:

0 x\ xv + x\ xt + x\x% + ^J ^,
^ :— X^ X± ~~y~ X2 X2 ~j X$ X$ —j .#"4 ^*^

5. Ist K ein algebraischer Funktionskorper, so lafit die Galoissche
Théorie keine Anwendung auf die Losung des Identitatsproblems zu.
Besitzt K nur eine unabhangige Variable, so ist das Problem mit Hilfe
funktionentheoretischer Mittel gelost. Ist namlich sein Geschlecht p^> 1,

so wird K durch 3/—3 unabhangige kontinuierliche Parameterwerte

bestimmt. Fur die solche Korper erzeugenden Gleichungen sind Normal-
formen bekannt. Finden wir fur jeden der zu vergleichenden Korper je
eine Normalform, so wird das Problem durch ihre Zusammenstellung
gelôst (3, S. 90—92).
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Hàngt K von mehreren unabhàngigen Verânderlichen ab, so ist das

Problem im allgemeinen unerledigt. Die alten deutschen und die italie-
nischen Geometer haben in diesem Gebiete mehrere aufierordentlich
wichtige Resultate erhalten. Dennoch fiirchte ich, daf3 wir darùber noch
heute folgende Phrase wiederholen mùssen, die im Zùricher Vortrag von
F. Enriques enthalten ist (19):

«Malheureusement la plupart de ces problèmes demeurent aujourd'hui
sans réponse, et les contributions qu'on a portées dans ce champ de

recherches ressemblent en vérité à de rares flambeaux au milieu d'une
obscurité épaisse.»

6. Rationale Minimalbasis. Betrachten wir den Korper Kn aller ratio-
nalen Funktionen von n unabhângigen Verânderlichen xlf x2, xn so

entsteht die Frage nach allen moglichen Typen seiner Unterkorper.
Man kann leicht „ triviale Typen" solcher Unterkorper aufstellen: man
nehme nàmlich eine Anzahl m ^.n funktional unabhângiger Elemente
von Kn (d. h. rationaler Funktionen von xiy x2, xn) als erzeugende
Elemente eines Unterkorpers. Der auf dièse Weise gebildete Korper ist
offenbar entweder mit Kn oder mit dem Korper Km der rationalen
Funktionen von m [m <^ n) Verânderlichen isomorph. Man kann aber die
Existenz von anderen Korpern erwarten: man nehme als erzeugende
Elemente eines Unterkorpers irgendwelche Elemente von Kn, die mit-
einander durch algebraische Relationen verbunden sein konnen. Es
entsteht die Frage, ob die ,,trivialen" Typen von Unterkorpern aile
moglichen Typen erschopfen. Mit anderen Worten, fragt man nach der
Existenz eines Systems unabhângiger Elemente des Unterkorpers, durch
welche aile Elemente dièses Unterkorpers rational darstellbar sind. Ein
solches System nennt man rationale Minimalbasis.

Dièse Frage wurde fiir n 1 von Lùroth (48 ; vgl. auch E. Netto,
53) bejahend beantwortet. G. Castelnuovo (15) hat dièses Résultat aut
den Fall n 2 erweitert. Sein Beweis beruht auf den Methoden der
algebraischen Géométrie. Fiir den Fall n 3 haben G. Fano (21) und
F. Enriques (20) ein Gegenbeispiel gefunden, indem sie einen
Unterkorper der Korpers der rationalen Funktionen von drei Verânderlichen
aufgestellt haben, welcher keine rationale Minimalbasis besitzt.

Das Problem der rationalen Minimalbasis hat eine Anwendung in der
klassischen Galoisschen Théorie, nâmlich in der Frage nach der Existenz
von Korpern mit vorgeschriebener Galoisscher Gruppe (§ 2). Um dièse

letztere Frage zu beantworten, ist es notig, das Problem der rationalen
Minimalbasis nur fur den Fall zu losen, dafi der zu untersuchende Unter-
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kôrper den Korper der elementar-symmetrischen Funktionen eines Systems
erzeugender Elemente von Kn enthalt. Bei dieser Beschrankung ist das

Problem der rationalen Minimalbasis weder erledigt noch widerlegt
(vg1- 74).

Dièses Problem kann auch als Problem der Identitat von Korpern auf-

gefafit werden. Denn sind unter den erzeugenden Elementen eines Unter-
korpers K von Kn etwa m [m ^ n) funktional unabhangig, so wird die

Frage darauf zuruckgefuhrt, die Identitat (genauer: Isomorphismus) von
K und Km nachzuweisen.

7. Eznfachste Auflosung von Gletchungen mit mehreren Veranderlichen.
Es sei ein Korper K der rationalen Funktionen von n Veranderlichen

xlf x2, xn gegeben, zwischen denen eine algebraische Relation

f (xiy x2, xn) o besteht (der Fall mehrerer Relationen kann sehr
leicht auf diesen Fall zuruckgefuhrt werden). Man soll neue erzeugende
GroGen yl9 y2, yn von K so wahlen, da!3 die zwischen den yt be-
stehende Gleichung von moglichst niedrigem Grade in bezug auf eine

von ihnen, etwa von yx, ist. Was kann man von dieser Gradzahl sagen

Dièse Frage wurde von Enriques (19) am ersten internationalen Ma-
thematiker-Kongref3 (Zurich, 1897) ausfuhrlich behandelt. Ich erlaube

mir, einige der dort betrachteten schonen Resultate zu wiederholen.

1) Wir fassen xif x2 als Veranderliche und xs,x4, ...,xna\s Parameter
auf. Ist das Geschlecht der Gleichung f(xt, x2) f{xv, x2, x3, xn) O

bestandig gleich Null, so kann man eine Veranderliche t derart auswahlen,
daB xx,x2 sich rational durch /, x3, x±y xn und eine Quadratwurzel
einer rationalen Funktion von x3, x4,..., xn ausdrucken (M. Noether, 56).

Ist n — 3, so kann man sich durch zweckmafiige Wahl von t auch

von der quadratischen Irrationalitat befreien.

Man kann vermuten, daG dieser Satz von Bedeutung fur die Auffindung
von Korpern mit vorgeschriebener Gruppe (g ist. Das letztere Problem
scheint leichter losbar zu sein, wenn die Gruppe &/<g von ungerader
Ordnung ist, wobei K den Holomorph der Gruppe © bedeutet.

2) Ist das Geschlecht / der Gleichung f{xlf x2) o > 1, so kann der

Korper K durch Adjunktion einer Irrationalitat vom Grade ^2 p — 2

gelost werden.

Nur im Falle p — 1 kann man die obère Grenze fur den Grad dieser

Irrationalitat nicht von vornherein angeben.

8. „ Wahrer Transzendenzgrad^ eines Oberkorpers. Es sei ein Kôrper
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k der rationalen Funktionen von ut,u2, ...,un gegeben, die miteinander
eventuell durch eine algebraische Relation

(S-2) f[Ui,MS9 ...,UM) O

verbunden sein kônnen. Es sei auCerdem ein Oberkorper K von dem-

selbenTranszendenzgrad gegeben, dessen erzeugende Grofien xu x2, ...,xn
mit den U{ durch die Gleichungen

(5-3) ?>l (*l ,X*,.»,Xh) UU <P* {*» X*f'>Xn) Ut,...,<pH{xl,Xi,..., *n) Un

verbunden sind. Man finde einen Unterkorper Kt von K derart, dafi

i) das Kompositum von K± und k genau den Kôrper K ergibt;
2) der Transzendenzgrad von Kt môglichst klein ist.

Den Transzendenzgrad von Kx wollen wir den wahren Transzendenzgrad

von K/k nennen. Es ist ersichtlich, dai3 jedes Problem der Kôrper-
theorie wesentlich vereinfacht wird, wenn man den Transzendenzgrad
eines zu untersuchenden Kôrpers vermindert. Darin liegt die Bedeutung
dièses Problems.

Dièses Problem verwandelt sich als Spezialfall in das sogenannte
Resolventenproblem (§4). Um zum Resolventenproblem ùberzugehen,
mufi man die Gleichungen (5.3) folgendermaOen spezialisieren :

...,X1X2 ...Xn {— l)nMn

Die X{ sind mit anderen Worten die Wurzeln der Gleichung

xn + ux xn~x + un-t x + un o

wàhrend k durch ulyu2, ...,un und eine zu einer gegebenen Permutations-

gruppe <J5 gehorende Funktion 0 erzeugt wird, die mit den ut- durch
eine leicht angebbare Gleichung verbunden ist.

Das Resoiventenproblem und seine Erweiterung — das Problem nach
den Ketten von Resolventen — sind zugleich extrême Aufgaben der
klassischen Galoisschen Théorie. Das Resolventenproblem làfit eine

Ldsung zu mit Hilfe der kontinuierlichen Gruppentheorie (§4).

9. Rationalitatsfragen fur die Perioden elliptischer und Abelscher

Intégrale. Wir betrachten zunàchst den Fall eines elliptischen Gebildes.
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Es sei ein algebraischer Funktionskorper K (x, y) gegeben, wobei zwischen

x und y die Gleichung

(54) f— {1—x*){i—#S) 0

besteht. Dann kann man x und y bekannthch durch elliptische Funktionen

(55) x sn (11, k), y — en (m, k) dn (u, k)

uniformisieren Es sei auGerdem auf dem Gebilde (5 4) ein Funkt (xo,yo)
gegeben, der dem Werte u uQ des Arguments u entspncht-

x0 — sn (u0, k), y0 en (u0, k) dn (u0, k)

u0 ist eindeutig bis auf ein ganzzahhges Vielfaches der Penoden 4 Kf 4 K1
bestimmt Es ist zu entscheiden, ob z/0 ein rationales Vielfaches von
4K, 4K1 ist

Dièse Aufgabe kann auch als Aufgabe der klassischen Galoisschen
Théorie formuliert werden In der Tat, wir konnen annehmen, k, xo,yQ
seien algebraische Zahlen, da dieser Fall allein Schwiengkeiten bietet
Wir nehmen noch an, der Rationahtatsbereich R enthalte den Modul k

Ist uo (modd4 A, 4 A'), wobei m, m, n ganze rationale

/ m K + "*' K' u\Zahlen sind, so genugt x0 sn I k\ einer sogenannten
\ n 1

Teilungsgleichung

(5.6) 0,(*o, k) o

die bei veranderhehem k irreduzibel ist, kann aber innerhalb R zerfallen,
wenn k gewisse Zahlenwerte annimmt. Es sei nun / (x0) o die îrredu-
zible Gleichung, der x0 genugt. Die Frage ist, ob es Werte von n
gibt, bei denen $>n (x, k) durch f (x) teilbar ist

10 Bezeichnen wir die Punkte der Riemannschen Flache, fur welche

snu sn uQ gilt, mit 1\ und Pt, so kann unsere Bedingung folgender-
mafien aufgefaGt werden:

nu (Pu —nu (P2) o (modd 4 K, 4 K1),

wobei u (P) das Intégral erster Gattung ist. Daraus folgt nach dem

Abelschen Theorem, daG es eine Funktion (p(x,y) des Korpers K (x, y)
gibt, die in Px eine einzige ^-fache Null und in P2 einen einzigen ^-fachen
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pnPol hat. Man kann auch sagen, dafi das Idéal -^ ein Hauptideal ist.
2

Dann kann man ç> durch Primfunktionen ausdrucken, d. h. in der Gestalt

^_ en.Jl{p1)p2) darstellen, wobei II(Pl9P2) das Intégral dritter Gattung
mit den Residuen -\- 2iti m Pt und — 2 k z in P2 bedeutet.

Man kann die Funktion z zweiter Ordnung aufstellen, die in Pt und P2 un-
/ su2 (m k) \endlich wird dazu setze man z. B. nach Zolotareff z —j-,—

' J-f —
\ srr(u,k)-snr(uQ,k)]

Dann wird II (Pt, P2) in die Gestalt

efebracht, wobei a —r^—, 8 —5— ist, und es handelt sich darum& dn% u0 en2 u0

zu erkennen, ob dièses Intégral (bei geeignetem Werte von A, dessen

Wahl der Normierung der Perioden in II{Ply P2) entspricht) durch Lo-
garithmen integrierbar ist oder nicht.

il. Dièse Frage wurde zum erstenmal von Abel (i) gestellt. Abel
lôste dièses Problem auf algebraischem Wege, indem er die Tatsache

Pn
benutzte, da!3 q? —~- eine funktionale Emheit ist, d. h. daf3 die Norm

von cp etwa Konstante ist, und die sich fur cp — ergebende
p — q\R

Diophantische Gleichung p1 — q*R=z\ mit Hilfe der Kettenbruchent-
wicklung von YR (x) zu losen suchte. Damit dies moglich sei, ist not-
wendig und hinreichend, dal3 die Kettenbruchentwicklung von ]/R {x)

periodisch ist. Dièse Periodizitàt kann aber nicht ohne weiteres nach
einer endlichen Anzahl von Schritten bestatigt oder widerlegt werden.
Es war dazu notwendig, fur die mogliche Période eine obère Schranke
anzugeben. Dièse Aufgabe wurde von P. TchebychefT (77) fur den Fall
rationaler Koeffizienten von R (x) und von G. Zolotareff (92) fur allge-
meine réelle R{x) erledigt.

Tchebycheff und Zolotareff ermitteln dies Résultat, indem sie auf die
Veranderlichen folgende Transformationen :
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nach und nach ausuben. Die Transformation (II) hat den Zweck, ein
gerades n in ein ungerades n uberzufuhren, und ist nichts anderes als

die Landensche Transformation Liegt nach einigen Schntten die Grofie

—i—- nicht îm Korper K [a, />), so ist das ein Merkmal dafur, dafi das
I —I— R>

auf dièse Weise transformierte Intégral einem ungeraden n entspncht
Dann muf3 man die Transformation (I) anwenden. Die Antwort ist
positiv, wenn die Folge dieser Transformationen eine Période aufweist
Andererseits zeigen schon nach einer endhchen Anzahl von Schntten

gewisse Teilbarkeitsbedingungen, dafi die Aufgabe unmoglich ist.

12. Die Frage nach der Kommensurabilitat elliptischer Intégrale ist
noch auf einen ganz anderen Zweig der Mathematik, namlich auf eme

Frage der Diophantischen Analysis anwendbar. Es sei eine Gleichung

(5 7) f{*»y) °

gegeben, deren Koefiizienten einem algebraischen Zahlkorper K ange-
horen und deren Geschlecht p i ist Es handelt sich um die Existenz
der Werte xQyyQ, die der Gleichung (5 7) genugen und îm Korper K
enthalten sind. Sie seien kurz rationale Punkte der Kurve (5.7) genannt.
Man kann die Gleichung (5 7) in die Gestalt

(5-8) / 4*» — g%x — g,

transformieren, indem man notigenfalls den Korper K erweitert. Die
Kurve (58) kann folgendermafien parametnsch dargestellt weiden-

(5 9) x=p(u), y=p'(u)

Entsprechen einige Werte ul9 u2 des Arguments u rationalen Punkten

von (5.8), so folgt aus dem Additionstheorem, dafi auch die u^ -h u2 rationalen

Punkten entsprechen Die Argumente der rationalen Punkte der
Kurve (5.8) bilden mit anderen Worten einen addztiven Module den wir
îm folgenden K-Rattonahtatsmodul nennen wollen H Poincaré (59) hat
vermutet und L. J. Mordell (51) hat bewiesen, dafi jeder Rationahtats-
modul eine endhche Basis besitzt.

Ist (ulyu2,. uH) eine solche Basis, so entsteht die Frage nach der
Struktur der durch dièse Basis erzeugten additiven Abelschen Gruppe 2t.
Da man jeden Wert des Arguments u moduhs (oiy w2 reduzieren kann,
wo u)i, u)2 die Penoden von p (u), p' {u) sind, so ist die Anzahl unab-
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hàngiger erzeugender Elemente unendlicher Ordnung (Rang) dieser
Grappe dann und nur dann gleich n, wenn es zwischen den ut keine
Kongruenz der Gestalt

(S-io) mx ut -f- m2 u2 -f- ••• + Wn uu o (mod wl} w2)

gibt, wobei die m£ ganze rationale Zahlen sind. Im allgemeinen besteht
aber die Basis von 2t aus einer Anzahl ç der Elemente AijA2j ...,Ap
von unendlicher Ordnung und einer Anzahl der Elemente BlfB2, ...,i?0
(ç -f- o ^ n) von endlichen Ordnungen. Die Zahl p heiGt nach Kronecker
Rationalitâtsrang des Systems uiy u2, ...,un (mod wn w2), d- h. die grofite
Anzahl von rational unabhàngigen Elementen. Das Zolotareffsche Ver-
fahren ermoglicht uns, den Rationalitâtsrang imFalle ^ izu bestimmen2),
und lâfit hoffentlich eine unmittelbare Erweiterung auf den allgemeinen
Fall zu.

13. Man kann die aus diesen Ueberlegungen entstehenden Aufgaben
folgendermafien formulieren :

I. Man finde eine Méthode zur Unterscheidung, ob der durch die

Gleichungen sna xQycna dna= yQ (oder : p (à) xQ, p' [a) j/0) défini

erte Wert a des Arguments u mit den Perioden kommensurabel ist
oder nicht.

Es handelt sich nur darum, die Frage fur den Fall zu erledigen,
da!3 die Landensche Transformation einer gegebenen elliptischen Funktion
periodisch ist. Dieser Fall tritt nicht ein, wenn die Kurve (5.4) (oder (5.8))
reell ist.

IL Man bestimme den Rationalitâtsrang eines Moduls (ul9u2f ...,un)
(mod wt, w2), wobei die u{ aus den Gleichungen p (ut) xz-, pf (ut) =yz-
zu bestimmen sind und wt, w2 die Perioden der elliptischen Funktion
p (u) bedeuten.

III. Es seien ein elliptischer Funktionskorper (etwa durch Angabe des

Moduls k) und ein die GroGe k enthaltender algebraischer Zahlkorper K
gegeben. Man finde eine Basis des entsprechenden iT-Rationalitàtsmoduls.
Ist eine Basis {uli u2, uu) (durch explizite Angabe der Werte von
p (ut)) gegeben, so entscheide man, ob sie eine Basis des iT-Rationalitàts-
moduls ist oder nicht.

14. Man kann die Formulierungen der soeben erwàhnten Aufgaben
ohne grofie Mùhe auf allgemeinere Korper algebraischer Funktionen

2) T. Nagell (52, S. 96, Z. 10—11 v. o.) meint, «on n'a pas de méthode générale pour
reconnaître si l'argument d'un point donné (#, y) est commensurable avec une période ou
non.» Tatsâchlich ist dièse Aufgabe in den erwàhnten Zolotareffschen Untersuchungen gelost.
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ubertragen Zunachst hegt es nahe, dafi die Frage nach der Endlichkeit
einer algebraisch angegebenen Transformation der in § i, N° 9 beschne-
benen ,Jacobischen Gruppe" mit der Frage nach der Integrabilitat der
Abelschen Intégrale durch Loganthmen nahe verwandt ist Andererseits
kann man die Ueberlegungen des N° 10 ohne weiteres auf den allge-
meinen Fall ubertragen. Dies zeigt, dafi auch zwischen der Jacobischen
Gruppe und der Idealklassengruppe eines algebraischen Funktionskorpers
ein gewisser Zusammenhang besteht Andererseits ist mit diesem Problem
die Frage nach den funktionalen Einheiten verbunden 3)

A Weil (S1/) hat mit Hilfe einer ahnhchen Méthode Diophantische
Gleichungen f[x,y) =0 bei behebigem p untersucht Er hat msbeson-
dere das Mordellsche Résultat uber die Endlichkeit von AVRationalitats-
moduln auf behebige fl^i erweitert Dazu benutzte er die Jacobische
Gruppe, wahrend Mordell (51) implizite die Teilung der elhptischen
Funktionen benutzte

15. Das Diophantische Problem kann als Spezialfall des Hilbert-Doer-
geschen Irreduzibihtatsproblems betrachtet werden-

Es sei eine Gleichung f(z, t) o gegeben Man finde aile Werte
tt von t, bei welchen / (5, /f,) ein in einem vorgegebenen Zahlkorper k
reduzibles Polynom ist

Nach K. Doerge folgt aus den Untersuchungen von Weil (Sy), dafi
es bei / > 1 nur dann unendlich viele Werte dieser Art von t gibt,
wenn f(z, t) sich nach einer gewissen Substitution der Gestalt

t c_m nr" + c-m+! u-™*1 + + c0 + cx n + + cm tf*

in ein identisch zerfallendes Polynom von s und u verwandelt4).
Die in Rede stehende Arbeit von Doerge ist dem Fall gewidmet, dafi

z eine funktionale Einheit ist Dann erhalt Doerge sehr einfache Bedingungen
dafur, da(3 f(s, t) nur bei einer endlichen Anzahl der Werte von t in k
reduzibel wird. Es ist bemerkenswert, dafi sich dadurch ein neuer
unmittelbarer Zusammenhang zwischen den Diophantischen Gleichungen
und den funktionalen Einheiten ergibt

(Eingegangen den 12 September 1932)

3) Auf diesen Zusammenhang hat mich mem hochverehrter Lehrer Prof Dr. D. Grave
aufmerksam gemacht Vergl z B Verh Russ Math Kongrefi in Moskau (1927), S. 215 (russisch).

4) Zusatz bei Korrektur. In dieser Richtung hat C R Siegel (Abh preuss. Akad., Berlin,
1930, N° 1) wesentliche neue Resultate erhalten.
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