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Sulle serie di potenze che rappresentano
funzioni razionali a coefficienti razionali e

con i poli appartenenti ad una progressione
geometrica

Di GIOVANNI Riccl, Pisa

. Sia f(2) una funzione razionale di s a coefficienti razionali; nello
sviluppo

f(/‘:r'):"‘ -5 — 5* —5(-- (Z‘ki I, (Sk, fk)___- I; =0, I, 2,...)

la successione dei coefficienti (che risultano razionali) soddisfa alla ben
nota condizione di EISENSTEIN'), cio¢ esiste un intero 7 tale che 7% ¢
divisibile per #, (¢ = 1, 2, ...) ; questa condizione, ben lontana dall’ essere
caratteristica, ci dice fra l'altro che ¢ limitato il numero degl’ interi
primi divisori del prodotto % ¢ ... £z comunque grande sia k. Estrema-
mente piu complicata risulta la natura aritmetica della successione
Soy Siy S», ... dei numeratori. Su questo argomento G. P6LVA®) ha de-
terminato tutte le funzioni razionali per le quali ¢ limitato il numero dei
divisori primi distinti di tutti 1 prodotti s, s, ... sz ; questo autore ¢ giunto
al risultato seguente: Siano /Z(s) un polinomio in z a coefficienti razio-
nali; @, » numeri razionali; = intero naturale. Consideriamo le quattro
seguenti operazioni

O FAE=,6+2E; O FE=afE; @) f*E=/70)
(V) /5 ()= /o () -+ 5 /3 () o - 571 frn (7).

Ebbene, tutte le funzioni razionali che godono della proprieta indicata
si ottengono dalla serie geometrica (1—z)"!' =1 -} s 54 ... me-
diante I’applicazione di un numero finito di operazioni (I), (II), (III) e (IV).
Inoltre G. SzEGO®) ha studiate le serie f(2) =a,+ a5+ a5+ ...
1) Ved. per esempio G. Pélya und G. Szegs, Aufgaben und Lehrsitze, II, p. 139,
Leipzig 1925,
2) G. Pélya, Arithmetische Eigenschaften der Reihenentwicklungen,
Journal fiir Mathematik, Bd. 151 (1921), pp. 1—31I.

3) G. Szegs, Ueber Potenzreihen mit endlichen vielen verschiedenen
Koeffizienten, Sitzungsber, d. Preussischen Akad. d. Wiss, 1922, pp. 88—o1.
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che hanno soltanto un numero finito di coefficienti distinti, concludendo
fra laltro che se f(2) ¢ razionale ha necessariamente la forma

f(g) = Ps) (1 —zm)! (rm intero naturale e P (z) polinomio in z).

2. In questa Nota ci proponiamo di dimostrare il seguente:

Teorema A. Se la funzione f(s) razionale in 5, a coefficienti razio-
nali, ha soltanto i poli semplici

I 1 1

Lo g g =T
(a, my, m,y, ..., my; razionali interi; |a|=2; o << m, my < ...< my)
la successione s,, s;, 5., Ss, ... dei numeratori del suo sviluppo
SO Sl Sz 2 —
(I) f(g)=7 72+72 + (l‘k:Iy (sk’ tk):I; k:071’2’-“)
0 1 2

gode delle due seguenti proprieta:

(I qualunque sia l'intero primo p, ’esponente Z, (p) della massima po-
tenza di p che divide il prodotto s, s, s; ... s, soddisfa alla limitazione

K
LA < fog s

essendo K indipendente da x e 2.

(II) detto 2, il massimo divisore primo del prodotto s, s, s, ... s, risulta

fim xlogx _

x>+ o ,Px T

0536’7’7/612’2.0726 I%, Siano Cy Coy Ciy vuey C razionali interi non nulli ¢
’ ’ )y C& ’
g(Z) polinomio il’l g € poniamo

@) fE=gE) o

1—a”* g

si consideri il polinomio

F(y) =6+ ey +ay+ .. +ay™
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e diciamo 7 il massimo fra i gradi dei suoi fattori irriducibili. Dalla
dimostrazione che segue risultera che alla (II) potra sostituirsi quest’ altra
piu precisa limitazione

— zrlogx 2
(II') im *%8% <,

Px—: +_;;’

x>+ x

Anzi si puo precisare ancora piu:
I
") seo<<alt———
Po2k+)
distinti maggiori di ax log » che dividono il prodotto s, s, ... s, soddisfa
alla limitazione

, il numero My (x) degl’ interi primi

0> = el o)

Osservasione 2. Se lo sviluppo di f(s) gode delle propricta (I) e
(II), tali proprieta valgono anche per lo sviluppo di ogni funzione

(3)  FEA+PE 876 fcufdg. ff 5, F® (), £(ys)

(£ (s) polinomio a coefficienti razionali, @ e y razionali, # =1, 2, 3, ...)
ad eccezione dell’ ultima f(ys) per la quale la proprieta (I) risulta sod-
disfatta soltanto per p maggiore di un conveniente p,; infatti dobbiamo
escludere i fattori primi del numeratore di y pei quali la (I) non risulta
valida. Quanto alla derivata

~ ~ -

Z/e 1! Tks1 2! Tpye

F® () = k! - (/‘3+ ! 3k+1~_‘_(k+2)! Sk+2 5

si osservi che detto v, l'’esponente della massima potenza di un numero
primo p che divide (x!)*# risulta

v, = ,@j’[ﬁ] <k j‘:_“i_ }f; (1 + L +%+ ):f}__

s=1L?* s=1 P* 4 p—1
__klogp xr
— p—1 logp’

dunque la proprieta (I) permane tutte le volte che si deriva.
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Possiamo concludere in conseguenza del Teorema A4 che:

Ogni funzione f*(s) di s, ottenuta dalla f(z) assegnata in (2), mediante
un numero finito di operazioni successive del tipo di quelle schematica-
mente indicate in (3), possiede uno sviluppo a coefficienti razionali ana-
logo a (1) la cui successione dei numeratori s, s,*, s,* ... gode delle
due proprieta:

Per ogni intero primo p maggiore di un conveniente p,, I’esponente
l.(p) della massima potenza di p che divide il prodotto s,* s,* ... s,*

soddisfa alla limitazione /,(p) < ——%  essendo KX indipendente da v e p;

detto 2, il massimo divisore primo del prodotto s,* s,* ... s,* risulta

— xlogx
lim ————g——~§ 4 .
x> 40 x

3. Per dimostrare il Teorema A sopra enunciato ci serviremo dei due
lemma seguenti, che gia in se stessi possono presentare un qualche in-
teresse,

Lemma B. Se F(y) € un polinomio in y di grado = 1, a coefficienti
interi e irriducibile, e %Z(p) ¢ il numero delle radici distinte secondo
(mod. p) della congruenza

F(y)=o0 (mod.p) (# primo),

risulta

(4) 27 (p

)
27 log 7 + 0(log“’ ql

Osservaszone. Questa proposizione ci dice che ogni polinomio /() ir-
riducibile, rispetto alla somma X'/ (p) si comporta asintoticamente come
un polinomio di primo grado @ y + & pel quale la (4) ¢ evidentemente
valida perché si riduce alla formula nota

S =1 o0

P20 dan  logy log* %

La (4) ¢ analoga alla formula 3 MZI&C’:‘? log % -+ O (1) stabilita da

237
T. NAGEL®).

4) T. Nagel, Généralisation d’un théoréme de Tchebytcheff, Journal de Ma-
thématiques 8e, s, t. 4 (1921), pp. 343 — 356, ved. p. 352.
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Lemma C. Sia

(5) G@)=F(*)=c{ca*tca* 4 .. +c,am

(0520, ¢,520, n =1, |a| = 2

essendo «, ¢y, ¢, ..., ¢, interi e F(y) irriducibile. Diciamo 2, per x =1
il massimo divisore primo del prodotto

GO)G@) ... G

risulta
-— xlogx 2
lim 28 <, 1 2.
x>+ Px o n
. ) - I I .
anzi, piu precisamente: Se 0 < a < V“WT!—"I? , il numero My (2)
” -

degl’ interi primi distinti maggiori di ¢ xloga che dividono il prodotto
(1) G(2) ... G(x) soddisfa alla condizione

) (T 1 | .. | Af*loglogx
6  Myx)> - rh el o o )
4. Veniamo a dimostrare il Lemma Z5.

Sia in primo luogo ¢, =1, cio¢ F(p) =co 4,y + ... |- Chmry* 1t p*
e consideriamo il corpo algebrico K (0) generato da una radice @ di
F(y) = o. Denotiamo con % (p, »), (» = 1,2, ...,#), il numero degl’ ideali
primi diversi di grado » che dividono I'ideale principale [ ] generato
dal numero razionale primo p. Denotiamo con p, gl’ideali primi di grado
» del corpo K (); abbiamo Np, = p". Inoltre posto

[P]:Hp]_']]p2'...'11pn

convenendo di porre — 1 ogni prodotto che eventualmente risultasse
vuoto di fattori, risulta

= N[p] = pt&V. p2h(2) . . pukitn)

per cuinz =4 (p, 1)+ 2k (p,2) -} ... + nk(p, 7) e in particolare per qua-
lunque 7 risulta

(7) h(p,r) =n
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E’ noto®) che il numero s(y) degl ideali primi di un corpo algebrico
aventi la norma = 7 ¢ dato dalla formula

®) a)=1= " 4 o(1-);

Np=T log 7

ZIZZIZ(?7I)»

P1 25M

Ny ST

! 3

9) I = h(p,2) =mn I:::”“ii (77’ ):o( 7] )

pzz." ,gz; (#:2) = f,fg‘ log7;+ log % log?

Nyp: <7

z:2’3’ ,”

Tutte le volte che p non divide I'zzdzce dell’ intero 6 del corpo alge-
brico K (#) si ha %(p, 1) = /() (DEDEKIND) ¢). Il numero degl’interi razio-
nali primi che dividono I'indice di @ ¢ finito, quindi sommando membro
a membro le (9) otteniamo

1) = Zhip ) + o) = Zh(2) + ool )

e log 2=

Da questa e dalla (8) segue la (4) nel caso particolare ¢, == 1.
Ma la (4) vale ancora in generale: infatti se /(y) =¢ ¢,y +... +
~}- ¢, y* e sl pone 5 —=¢, y risulta

TV (Y) = a0t ays A @y 3N 57 = H (3)

ed esclusi gl’interi primi razionali che dividono ¢, (in numero finito) le
due congruenze F(y) =0 (mod. p), H(s) =0 (mod. p) hanno un egual nu-
mero di radici distinte secondo (mod. p), e la (4), valendo per /H(s), vale
anche per /().

5. Veniamo a dimostrare il Lemma C.
Senza alterare la generalita possiamo supporre ¢, =1 € ¢, primo con
a in guisa che, per qualunque intero positivo x, G(x) risulti primo con «;

5% E. Landou, Einfiithrung in die elementare und analytische Theorie
der algebraischen Zahlen und der Ideale, Leipzig 1918, p. III.
6) Ved. per es. L. Bianchi, Teoria dei numeri algebrici, Pisa 1923, p. 404.
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infatti in caso contrario potremmo assumere !’ intero positivo £ ab-
bastanza grande e porre

dGx)= Gx k) =FlaxtF) = d(c) + ¢’ &+ &' a®*+ ... -} ¢, a*®)

. : c . :
con & opportuno divisore di¢, e ¢, == ~; primo con a; allora saremmo ri-

dotti a dimostrare l’asserto per la funzione G, ().
Scelti due numeri reali y e y' tali che

(10) Oy eu|al™* <y <y = Cnt|uaa + ... + 0!
risulta per & = ¢
) [GIENI = calal?® |- en o) i@ 4= e ' a1 = " Jal,

e per qualunque & >0

G = (o it e g,

RE

dunque si puo determinare un numero & > O abbastanza grande in guisa
che per & = &, si abbia per le (10)

(12) G(EN >y

alt-|a"®>y|a®

Dalle (11) e (12) si conclude: Posto &' —|a|, per &= §, e qualunque
&' == & valgono le disuguaglianze

[ n&loga +logy<log|G([E]) < »&loga' + logy/,

(13) log |G ([ < = &log @' - logy’

Posto per £ =&,
(14) PE) = log |G (1) G(2)... G([E)],

abbiamo per le (13)
3]

0= 0E)+ Zlnmlog o'+ log 7
—0@)+" @ FEI D[ B) 48 [E)logy
(15) =218 g | 0ff)
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6. Andiamo adesso a valutare il contributo portato nella tfunzione
@ () dalla potenza di un numero primo p che divide il prodotto
|G(1) G(2) ... G(E)|. Sia(a,6)=1 e diciamo g (/) I'esponente cui appar-
tiene @ (mod. 4), cio¢ il minimo intero positivo per cui ¢¢¢® =1 (mod. b).
Se x, soddisfa alla congruenza

(16) G(x) = F(a*)=0 (mod. §) ,
lintero a** = y, soddisfa evidentemente alla congruenza
(17) F(y)=o0 (mod. b);

e inversamente a una radice y, della (17) corrispondono come radici della
(16) tutte quelle eventuali della congruenza binomia

(18) a* =y, (mod. b) .

Ma il numero degl’ interi positivi == g che soddisfano la (18) ¢ = [»g——] —+ 1,

£()
dunque, detto %(4) il numero delle radici distinte secondo (mod. 4) della

(17), il numero degl’ interi positivi = & che soddisfano la (16) &

. §
I =7 [»——] 1).
(19) =20)(| 75| +
L’intero primo p entra in ogni fattore G(#2) del prodotto G (1) G(2) ..

log | G ()|

G ([E]) a una potenza il cui esponente & ;[ og 7

], e quindi per la

seconda delle (13) non supera

1
(20) F=k(p,8= [”5 Ogligi log ¥’ ]

Ne segue che detto /(p) l'esponente della massima potenza di p che di-
vide il prodotto G (1) G(2)... G([E]) abbiamo per la (19)
+)

A =h )([gfp)]“”)* 42 ([gré*)]’“)*' [
(21) =E. 2

=1 g =1
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E’ noto che” qualunque sia I'intero positivo z risulta /% (p?) = » D*
essendo D il discriminante di /(y); inoltre se p non divide D allora

() = hip) = n.
E’noto che?®) se p ¢ primo dispari non divisore di «, e p” ¢ la massima
potenza di p che divide a##?)— 1, allora risulta

g(P)=g(p)  per =y, g(p)=p""g(p) perz>r;

se 2 ¢ della forma 4/ -} 1 e 27 ¢ la massima potenza di 2 che divide
a — 1, allora risulta

g2)=1  peri=r, g(2f) =207 per i >7;

se @ & della forma 4/% -+ 3 e 27 ¢ la massima potenza di 2 che divide
a -+ 1, allora risulta

g()=1, g(2?) =2 per 2 =7:=v, gl je= per z > 7.
Se @ ¢ dispari risulta in ogni caso
(o]

i=1 g

;Smllil* > T - +I"“+22+ =7

e se p ¢ primo dispari non divisore di «
@

1 I 1
(22) 25 v +575) -

Ricordando che in ogni caso ¢ 7(p?) == » D” si conclude per la (20) e

la (21)

n

( +—~_j:*1) *}_nDzngloga —+ log y

(23) L(p) = gg A\ log »
dunque
(24) Hp)=0@® perf—-too.

Pel significato di g(p), con p dispari ¢ |@s# — 1| = p” con » = 1,
quindi a'¢(® = p7 — 1, da cui
") T. Nagel, 1. c. in %),

8) Ved. per es. M. Cipolla, Teoria dei numeri. Analisi indeterminata, Enci-
clopedia Mat. elementari, vol. Ic, Milano 1929, p. 23I1.
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7 r— 1 !
) gl =Tonr B > T (e )

“loga’ log p7 log a log
v log p ( 2\
> log a' I+p——1)
e sostituendo nella (23) risulta subito
- K¢
(26) L(p) = Tog #

essendo K, abbastanza grande, indipendente da p e £ Aumentando
eventualmente K, in base alla (24) si conclude che la (26) vale anche
 per il numero primo 2.

Sia adesso p primo dispari non divisore di D; dalle (21) e (22), te-
nendo conto che ¢ /% (p?) = % (p) risulta

’

7 (p) & c log a' 1 logy'
g = z(ﬁ)§(r_+_}_:l__l_)+k(p)n§ oglzg«;— og y

e per la (25)

(-t 1) gloga’ + 2 jog 1|,

da cui

@) 1p) logp=h(p) |(nt 1) loga + FEEL 1o y|

?

7. Siamo adesso in grado di costruire un’ espressione maggiorante di
@ (&), poiché, tenendo conto che gl interi primi non superiori a | D | sono
in numero finito, per la (24) risulta

——-%’!(p) log p — 0(§>+§' [(p) log p

essendo la somma 2’ estesa agl’interi p primi dispari, maggiori di | D|.
Posto 7 = a £ log & con «a reale e positivo, denotiamo con M (§) il
numero dei divisori primi distinti del prodotto G (1) G (2) ... G ([£]) tutti
maggiori di #; essendo /2 (p) =~ e per ogni intero primo p > g

j 8 @' | log y' < K, (indipendente da p e &)

abbiamo per la (27)
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PEO=0®+2" L(plogp + M \2(n+t1)Eloga’ +nK,j

F Y|
-~ 1 / / - / ’/Z(p) e
=0® + (r+1)Eloga’ X' k(p) -+ 4Eloga’ X —-
27 psm P71
+-logy' 2 n(p) + Myl (1) Eloga +n K.} ,
|

e per il Lemma B, essendo # — a Elog £ e quindi anche

2; k(p):aET O(Elog log&)’zn /l = 2 _

2= log § = P——I e P“I
= 0O (log log §) ,
perveniamo alla limitazione

€)= @t 1) € loga 008X ‘j’fgl‘gg )+

M, E{n(n+1)Eloga’ +n Ky} .
Dal confronto di questa con la (15) ricaviamo

AR 1 | E log logE
= 15—y o)

e il Lemma ( risulta dimostrato.

8. Dal Lemma (" segue immediatamente il Teorema A. Infatti osser-
vando che ¢

Cs

e = C: I - mS P +d s 72 +

1—a™ 3

si conclude che sviluppando la funzione f(2) assegnata dalla (2) nella
serie (1), basta assumere l'indice £ maggiore del grado di g (s) per avere:

k' Sp = Cot+ ¢ @ + cab L+ g, " (&' opportuno divisore di ¢)
quindi ¢,’'s, = F (a*) dove si ponga F(y) =co, -+ iy -+ ...+, 9% e

si prenda » > x, conveniente. Scomposto il polinomio # () nei suoi
fattori irriducibili

F(y)=F(y) F(y) ... F2(y)
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e detto /; , (p) l'esponente della massima potenza di p che divide il
prodotto F; (1) F, (2) ... F; (x) risulta per la (26)

ed essendo /., (p) =4 . (p) + ... 4 4= (#) almeno per x =21, e p > ¢
ne segue la proprieta (I).

In modo ovvio dalla (6) segue quanto si ¢ affermato nell’ Osservazione
1%, del n° 2; ne risulta dimostrata anche la proprieta (II).

Il Teorema A ¢ dimostrato,

(Regu le 3 janvier 1934)
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